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PRESENTACIoN 


Al contemplar retrospectivamente la voluminosa obra, ya 
terminada, es deber de justicia ensalzar el ingente esfuerzo 
realizado por mis eficaces colaboradores, que no se han limi- 
tado ciertamente a reorganizar, dentro del enciclopedico plan 
que hdbiamos trazado, todo el contenido de mis obras didde- 
ticas publicadas durante cuarenta anos de docencia, sino que 
lo han enriquecido con nuevos capitulos y cinco Apendices, 
ademds de completarlo en otros aspectos y con rica coleccion 
de ejercicios, fruto de su prdctica profesoral. 

Ya la simple reproduccion ad litteram de mas de un miliar 
de pdginas de apretado texto impreso, con la necesaria coordi- 
nacion de capitulos y unificacion de notaciones, significaria 
agobiante trabajo; pero las copiosas adiciones referidas y los 
perfeccionamientos de pormenores puntualmente recordados en 
las minuciosas resehas “contenido de volumen I, II, III” acre- 
cen el merito de mis colegas, con evidente ganancia para la obra, 
que docentes y discentes han premiado con el galardon del exito. 

Estas modifica,ciones cuantitativas no han repercutido en 
la estructura de la. obra, que mis amigos —haciendome inme- 
recido honor — han conservado respetuosamente; mientras el 
propio autor firmante, etemo critico insatisfecho de sus pro- 
ducciones, la habria cambiado radicalmente. itsta ha sido nues- 
tra esencial discrepancia; y no estara de mas aclarar una 
segunda: los calificativos de valoracion relativa asignados a 
las numerosas obras citadas en la Bibliografia, son juicios de 
mis colab or adores, a quienes debemos el cuantioso esfuerzo de 
componer esa lista exhaustiva —sin par en ningun otro tra- 
tado — que quizd abrumard al pnneipiante, pero cuyas orien- 
taciones agradecera el profesor. 

El vacio que una veintena de paises cultos lamentaban, por 
dificultar su acceso a la Matematica superior, ha sido por fin 
llenado con esta obra metodica, en que culmina medio siglo 
de progreso de la familia hispano-parlante, algunos de cuyos 
miembros han ascendido ya desde su pasiva posicion de espec- 
Iadores en que se vivid durante muchos siglos, a la de adores 
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de ese progreso, ingresando vnuy digncimente en la comunion 
international de la ciencia abstvacta, que antctno se creia vedada 
a nuestra raza. 

Inexorable anatema divino con resignados creyentes egre- 
gios (Echegaray, Menendez y Pelayo, Torroja, Garcia de 
Galdeano, Ortega y Gasset) que los hechos han desmentido 
rotundamente en pocos anos de trabajo creador intenso, dejcindo 
de lado las repetidas divagctciones historico-filosoficas sobre 
el manido term. 

J. Rey Pastor. 

Buenos Aires, octubre de 1959. 



CONTENID0 DEL VOLUMEN III 


Como en el volumen II, debemos hacer referenda al plan de la obra 
—incluido en el volumen I — con respecto a su finalidad y eatructura, 
y al indice general que da el programa ordenado de los ternas tratados 
en este volumen, limitdndonos aqid a sehalar los aspcctos que considera- 
mos importantes en el enfoque y desarrollo de los mismos. 

La teoria de la medida infinitamente aditiva y de la integracion 
basada en ella ha adquirido en la Matemdtica modem a un desarrollo 
considerable, y es hoy no solo una de las construcdones mas subyugantes 
de esia disciplina, sino tambien un pilar indispensable de muchos de sus 
desarrollos. En el capitulo XXIV se la expone con amplitud mayor que 
la usual en la mayor parte de los tratados de andlisis matemdtico, pro- 
curando dar en el t.exto fundamental y especialmente en las notas, una 
exposicion que incluya aspectos de los progresos mas modernos. Vease 
por ejemplo, la demostracion completa del teorema de unicidad de me- 
didas par el metodo indicado por Rey Pastor, lo teoria de CarathIdODORY 
sobre medidas exteriores, desarrollada en forma que pueda generalizarse 
inmediatamente a una medida de Lebesgue-Stieltjes (nota I, a) y el 
procedimiento simplificado scguido para demostrar que los conjuntos 
medibles respecto de una medida exterior forman una famiiia infinita¬ 
mente aditiva. Se comparan las distintas teorias de Caratheodory, Vari.ee 
Poussin, Lebesgue, etc. En los ejercicios se desarrolla la teoria general 
de fuvciones aditivas de conjunto, con ejcmplos interesantes sobre as¬ 
pectos paradojicos de la teoria. 

La integral de Lebesgue se desarrolla por el metodo de Rey Pastor, 
extendiendo ahora la definicidn y los teoremas al caso de conjunto de 
medida infinita, con muestra de su vastisimo alcance, y se perfeccionan 
y completan las demostraciones conocidas. Los teoremas de conyergencia 
se dan en forma completa y rigurosa con ejemplos aclaratorios de su 
correspondiente vaiidez. En cl estudio de la continuidad absoluta y la 
funcion integral (L), se antepone el cldsico teorema de Lebesgue sobre 
existenciu de derivada finita de una funcion monotona, sencillamente 
demostrada mediantc el lema elemental de Riesz. Sehalemos, tambien, 
el cuidadoso estudio de la aplicabilidad de la regia de Barrow a la inte¬ 
gral de Lebesgue y la demostracion del teorema de sustitucion de va¬ 
riables en la integral (L). Las notas de fin del capitulo XXIV tratan 
de los mas elevados puntos de la teoria, incluyendo la integral (R«) de 
Rey Pastor. Todo este capitulo, de cardcter esencialmente conceptual 
y tcbrico, puede ser omitido en una prvmera lectura por quienes se inte- 
resen ante todo en las aplicaciones. 

El capitulo XXV sobre series e integrales de Fourier se inicia con 
un pardgrafo (§ 96) dedicado al espacio de Hilbert, estructura cuya 
import a iic in actual en el andlisis funcional torna injustificable su omi- 
sion aim en un tratado general de andlisis, y ademds_ proporciona el 
marco adecuado a los desarrollos subsiguicntes, en especial los de § § 97 
y 98. En istvs optose por abandonar la cost-umbre de comeoizar par las 
scries tic Fourier trigonometricas y t-ratar Inego —subsidiariamente y 
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como generalization — los desarrollos de FOURIER respecto de sistemas 
ortonormales cualesquiera, para comenzar con un estudio independent 
de estos ultimos ("§ 97), mas de acuerdo con su creciente importancia en 
la Matemdtica, e incluyendo con la ortogonalidad respecto de un nucleo, 
los importantes polinomios de Chebichev, Jacobi, Laguerre, Hermite 
(§ 97-8 a § 97-12). En el estudio de las series trigonometricas (§ 98), se 
da en § 98-5 la aplicacion del metodo de sumacion de Cesaro, y a la 
demostracion que asi resulta del cldsico teorema de aproximacion de 
Weierstrass, se agrega una de las mas breves demostraciones directas 
del mismo. 

El estudio de la integral de Fourier (§ 99) es precedido por una 
introduction intuitiva basada en la ampliation indefinida del intervalo 
de periodicidad para la serie, y seguido por la transformation de Fourier 
en sus diversas formas. 

En la nota I de este capitulo XXV se introducen los espacios (Li‘), 
demostr&ndose para ellos las cldsicas desigualdades de Holder y de 
Minkowski; en nota II se estudia un doble problema de suficiencia: 
a) del sistema de referenda (funciones ortogonales) para representor 
cualquier funcion de cuadrado integrable como elemento de un espacio 
vectorial; b) de estos espacios vectoriales para lograr el isomorfismo 
con el de Hilbert. En la nota III sobre el teorema de Riesz-Fischer 
se lo demuestra en la forma de Fischer [completidad de (D')~\ pasando 
luego a la forma de Riesz en (L-), obteniendosc luego la equivalencia 
de la densidad de un sistema ortonormal en (L 2 ) con su completidad. 

Las ccuaciones difcrencialcs se estudian con detenimiento, dedican- 
dose dos capitulos a las ordinarias, el primero de ellos (capitulo XXVI) 
dedica cinco pardgrafos (§§ 100 d 10 U) solamente a las de primer orden, 
con enfasis en las cuestiones geometricas ("§ § 100 y 108). Sobre el texto 
fundamental de este capitulo sehalemos solamente que en § 10U-U, al 
cldsico teorema de existencia y unicidad con la condition de Lipschitz 
siguen teoremas fuertes de existencia y unicidad, y en notas, breves 
referencias a la dependencia respecto de pardmetros, a otras demostra¬ 
ciones y a otros teoremas de existencia y unicidad (ArzelA, Montel, 
Osgood, Nagumo, Perron). 

En la unica nota de este capitulo XXVI, sobre soluciones singulares, 
se introducen estas como soluciones formadas por elementos lineales 
singulares, previa una nutrida exemplification sobre estos elementos y 
el lugar de sus puntos sostenes, discutiendose luego brevemente la rela¬ 
tion entre solution singular y envolvente, asi como entre las curvas 
discriminants de la ecuacion y de la solution general. 

En el capitulo XXVI sobre ecuaciones diferenciales de orden supe¬ 
rior y sistemas de ecuaciones diferenciales, mas de la mitad del texto 
fundamental y dos de las notas (I: Ecuaciones y funciones de Bessel; 
III: Problemas de contomo del tipo de Sturm-Liouville) se dedica a 
las ecuaciones y sistemas lineales dada su importancia en los problemas 
de la Fisica, ddndose amplia version de metodos simbolicos (§ 108-8 y 9) 
que hallardn amplio marco en el apendice III sobre cdlculo operational. 
Entre las numerosas aplicaciones mencionemos la introduction de las 
primitivas y derivadas de orden real (§ 106-1, nota 3), movimientos 
vibratorios ("§ 108-2), descarga de un condensador (§ 108-3), oscilacio- 
nes forzadas y resonancia (§ 108-5), viga apoyada (§ 108-7), movimiento 
de los planetas (§ 109-5, ej. 2), etc. 

La clasificacion y estudio de los puntos singulares de ecuaciones 
diferenciales de primer orden se hace en nota II de este capitulo XXVII 
dada la conveniencia pedagogica de comenzar con el caso de la ecuacion 
dy/dx = (a*x + b 2 y)/(a^.x -f biy) o un sistema equivalente de ecuaciones 
lineales de coeficientes constantes. 

El extenso capitulo XXVIII sobre ecuaciones diferenciales en deti- 
vadas parciales y cdlculo de variaciones, dedica al primer tema tres 
pardgrafos, de los cualcs dos sobre ecuaciones de primer orden (lineales, 


§ 110, y generales, § 111), con enfasis en los aspectos geometricos y amplia 
cabida para el problema de Cauchy ("§ 111-6) asi como para los metodos 
de integration de Lagrange y Charpit (§ 111-7) y otros ("§ 111-8). Una 
ampliation de este estudio clan las tres pnmera s notas, algo extensas, 
de este capitulo sobre: ecuaciones en diferenciales totales, transforma- 
viones de contacto, y sistemas de ecuaciones en dirivadas parciales. 

En el § 112 sobre ecuaciones parciales de segundo orden, que trata 
casi exclusivamente las lineales orientdndose hacia las aplicaciones fisi- 
cas, se hace amplio uso de metodos simbolicos ("§ 112-3- a § 112-5). El 
metodo de separation de variables se ilustra en la breve nota IV sobre 
funciones de Ferrers y conexas. 

Las notas V a IX, sobre problemas de Sturm-Liouville, vibraciones 
y equilibrio, y metodos basados en la, funcion de Green, dan un amplio 
panorama de metodos usados en los problemas lineales de la Fisica. 

El § 113 sobre cdlculo de variaciones termina con el estudio de la 
variacidn segunda y condition de Legendre (§ 113-6), y se complements 
con la extensa nota X clel capitulo, sobre metodos variacionales clirectos. 

El capitulo XXIX, de m,ds de cien paginas, trata sobre funciones 
analiticas de variable complcju. Ya entre los conceptos fundamentals 
(§ 11.^) se presentan propiedades como el teorema del modulo mdxhno 
y sus consecuencias (§ 1H-6) destacandolas ■—con forme a una orientation 
moderna — como netamente topoldgicas primarias, no obstante resultar 
sencillo corolario en la leoria de la integral. El estudio de las condicio- 
nes de monogeneidad (§ 11A-2), se ahonda en la nota I del capitulo, y 
las relaciones con la teoria del potential 1H-S) se aplican en la nota II 
sobre cicrtos movimientos de fluidos incompresibles. 

Se logra una apreciable simplification en la teoria de, la integration 
en el campo complejo restringiendo en forma inesencial la clase de cur¬ 
vas tomadas como cumino, en el § 115 que termina con un basque jo sobre 
ia obtencion de la funcion analitioa completa por prolongation ("§ 115-12), 
dejdndosc para la nota IV del capitulo, sobre monogeneidad y analiti- 
tidad, el caso de funciones que aun siendo monogenas en conjuntos que 
no f07-man recinto, no gozan ya de las propiedades fundament,ales de 
las funciones analiticas. En nota III se da la sencilla demostracion de 
Goursat del teorema de Cauchy en conditionss muy generales. 

El estudio de las funciones multiformes (§ 116) se hace mds acce- 
sible a t.raves do casos concretos, inicidndose asi este pardgrafo con 
cierto detalle sobre la funcion logaritmica y su superficie de Riemann. 

En el § 117 sobre singularidades se dan aplicaciones de la derivada 
logaritmica ("§ 117-3), un bosquejo sobre teoremas de Picard y directio¬ 
ns J de Julia (§ 117-U), y en ejcrcicios algunos complements impor¬ 
tantes de la teoria, como teoremas de Rouciie y de Hurwitz y aplica¬ 
ciones a las funciones univalentes, cuestiones que luego se aplican en 
la nota V del capitulo, sobre principio de acumulacion de funciones 
analiticas. 

El § 118 sobre los diversos desarrollos en series y products infinites, 
termina con un resumen de los concepts fundamentals sobre funciones 
enteras (§ 118-6), ddndose tambien en los ejcrcicios de este pardgrafo 
importantes complements de la teoria. 

Completan las notas del capitulo XXIX tres mds extensas: VI, repre¬ 
sentation conforme; VII, integrates eulerianas; y VIII, transformation 
de Laplace, esta ultima en estrecha relation con el apendice III sobre 
cdlculo oj)eracional. 

Completan el texto de este volumen (ademds de las respuestas a 
ejercicios e indices de simbolos y alfabetico como en los volumenes ante- 
riores) cinco apendices que se refieren a la obra total y tratan otros 
tantos temas autonomos pero en relation con el text general. 

El apendice I sobre homogeneidad dimensional es un resumen de la 
memoria de P. Pi Calleja: Las ecuaciones funcionales de la teoria de 
magnitudes, a la que se remiten la mayor parte de las demostraciones 
de los teoremas de fundamentacidn conceptual de caracter puramente 
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teonco. En estas discutidas cuestiones de fundamentacidn conceptual se 
sigue por ello la posicion adoptada en dicha memoria, que es la basada 
en la linea de ideas de Poincare, Runge, Bridgman y Birkhoff. Se 
procura dar una detalluda, documentada y diddctica exposicion con nu- 
merosos ejemplos del andlisis dimensional de la teoria de magnitudes, 
asi, precedido por el imprescindible y no siempre bien comprendido tra- 
tamiento de los productos nildimensionados, que es de cardcter pura- 
mente lineal algebraico, se hace tambien el estudio conipleto del modo 
de aplicar en la mvestigacion fisica experimental el utilisimo teorema11 
de Vaschy-Buckingham con su demostracion completa y simplijicada. 
Es interesante hacer notar que en esta version de la memoria citada, 
se ha agregado una brevisima demostracion poco conocida del clasico 
teorema funcional de Cauchy, vdlida para una familia de Junciones 
aditivamente integrables. 

El apendice II sobre ecuacioyies integrates se ha basado en la expo¬ 
sicion que sobre el tema da J. Rey Pastor: Los problemas hneales de la 
Fisica, completando y rectificavdo ademas demostraciones y ejemplos. 
Para llegar a las formulas de Fredholm se explican con detemmiento 
los metodos de aproximacioncs del nucleo, ya por nucleos disociados 
(Hilbert), ya por funciones escalonadas (Fredholm). Se trata en ae- 
talle la aplicacion al problema de Cauchy de la ecuacion diterencial 
lineal. Particular inter es ofrece la correcta y simplijicada demostracion 
expuesta sobre la existencia y natural ere a del espectro de antoval ores en 
el caso de nucleo simetrico por el metodo variacional. Despues de tratar 
los desarrollos en serie de los nucleos simetricos y de _sns emanantes, 
sc acaba el apendice dando idea suscinta de las ecuaciones integrates 
de primera especie y de las ecuaciones singulares, en particular las 
correspondientes a nucleos de tipo Cauchy segun los ultimos trabajos 
de Muskhelishvili. Agradecemos al Dr. J. Ninot de Barcelona la re- 
visioUy lectura y utiles obsevvaciones que het reedizado del original de 
este apendice. 

En cl apendice III, sobre cdlculo operacional, procuramos dar en 
extension moderada tin panorama general de orientacion moderna. Des¬ 
pues de una introduccion sobre los metodos operatorios de Heaviside 
y de Dirac, los apartados 2 a 7 desarrollan la fundamentacion con la 
transformacidn de Laplace dando aplicaciones diversas y el »'•’ S da 
rdpida version de metodos basados en la transformacidn de Fourier. Los 
desarrollos previos sobre las transformaciones de Laplace (C. XXIX- 
VIII) y de Fourier (§ 99) teniendo en vista esta utilizacidn, permiten 
ahora abordar csos tenuis en forma muy dgil. El n? 9 muestra la apli- 
cacion dc la transformacidn de Laplace bilateral, a la vez que da noti- 
cia de modernos resultados de Hirshman y Wilder sobre inversion de 
transf ormaciones integrates por convolucidyi. Al justificar los metodos 
operatorios de Dirac damos en n't 10 sucinta version de la moderna 
teoria de las dist.ribucioncs de Schwartz. __ 

En el apendice IV se dan nocioties sobre cdlculo de probabihdades 
(yi os 1 d 5), incluyendo teoremas generates sobre sistemas de variables 
aleatorias (n<? h) V variables aleatorias continuas (ti? 5); se aplican 
luego estas cuestiones en mi sucinto estudio de los errores de observa- 
cion (n°* 6 d 10), remitiendo a la nota I del capitulo XIX, en volumen 11, 
para la obteyicion de las ecuaciones normales en el metodo de cuadrados 

minimos. . 7 

El apendice V se dedicci a nomografia, dando idea prtmero de los 
dbacos cartesianos en sus distintas modalidades: generates, rectilineos, 
circulares y triangulares, con la aplicacion de estos al estudio de las 
mezlcas ternarias y su simplificacion mediante los dbacos exagoyiales. 
Sc sigue luego con un completo estudio de los nomogramas de puntos 
aline ados y de sus principales tipos particulares: de los de tres escalas 
de soportes rectilineos paralelos (con la ejemplificada determinacion de 
modules adecnados), dc los tipos reduciblcs a ellos, de los casos en que 
convicnc ponerlos en N 6 Z, dc los de tres vcctas concurrentcs, do los 
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de dos escalas de soportes paralelos rectilineos y una de soporte cur- 
vilineo, todo ello debidamente aclarado con correspondientes ejemplos. 
Se estudian tambien dbacos y nomogramas para relacioyies con nids de 
tres variables en diversos tipos de aplicacion corriente, llegayido incluso 
al de alineaciones multiples para relaciones eyitre n variables. Se con- 
cluye con una sintesis comparativa de ventajas e incoyiveyiientes en el 
uso de dbacos o yioiyiogramas. 
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TEORIA DE LA MEDIDA * 


§ 94. MEDIDAS INFINITAMENTE ADITlVAS 

1. Medida boreliana de conjuntos. — Para abordar la medi- 
da general de conjuntos dados en la recta euclidea Ei, donde 
se ha definido la distancia de dos puntos a, b por | b — a | y 
comprender la intima relacion de este problema con el de la 
integration, veamos como pueden aplicarse a la teoria de la 
medida de conjuntos las integrales de Riemann y Darboux 
introducidas en el § 49. 

Ante todo hemos de considerar conjuntos X contenidos en 
un cierto intervalo I (es decir, acotados por I). 

Def. 1. La funcion caracteristica f x (x) del conjunto X 
contenido en el intervalo I es la funcion definida en I que vale 
1 en X y 0 en su complemento I — X, es decir: 

[94-1] f x (a) = 1 si xtX ; f x (z) = 0 si xel — X. 

Def. 2. Se llama extension del conjunto X 6 tambien su 
medida de Peano-Jordan o medida (R), al valor, en caso de 
existir, de la integral de Riemann (§ 49-1) : 

[94-2] (R) jf x (x)dx = e(X). 

En cambio, siempre existen, definidas por las integrales 
superior e inferior de Darboux (§ 49-2), las llamadas: 

extension exterior = e(X) = \ i x {.x)dx , 

[94-3] 

extension interior = e(X) = 

y solo si estas dos coinciden, el conjunto X tiene extension 
(§ 49-2). 

La extension de un intervalo coincide con lo que llamaremos 
medida elemental: 
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DBF 3. Medida elemental 11 | de un intervalo I de extre¬ 
mum a ■ b ( incluidos o excluidos), es el numero 11 [ - b — a > u , 

l„ medida de un punto es nula. , , , ,• 

lUpta medida elemental tiene la siguiente piopiedad cle cu i 

tivldad finlta : 

Teor. 1. La medida de un intervalo suma de un numero 
finito de intervals no ramyantes (sin puntos interior es co- 
munes) es la suma de las medidas de los mtervalos compo- 

^^La’demostracion trivial se basa en las leyes formales de 
las sumas algebraicas de un numero finito de termmos leales 

^ SePve (8 49-2) que la extension exterior del con junto X 
contenido en I es el extremo inferior de la suma de las medi¬ 
das elementales de los subintervalos que contienen algun punto 
de X respecto de todas las particiones de I en un numero finito 
de subintervalos no ramyantes, mientras que el extremo supe¬ 
rior de la suma de las medidas de los subintervalos todos cu- 
yos puntos pertenecen a X da la extension interior. 

La extension, en caso de existir, da una rnedida que tiene 
tambien la propiedad de aditividad finita, perclun conjunto 
suma disjunta (sin puntos comunes) de una mfimdad nume¬ 
rable de con juntos con extension, puede no tener extension, aun 
estando acotado, asi como el limite de funciones integrates 
(R) puede no ser integrate (R) (§ 85-1, nota 2) . en ies 
men, la extension y la integral (R) no son siempre pel muta¬ 
tes con la operacidn de paso al limite. 

Ftfmpio 1 El con junto de puntos racionales de [0,1], compuesto 

integrable (R). 

Nota 1. Para que todo conjunto tuviese rnedida, Cantor g-opua 

•sSKS-JHISSasSisssa 

exterior 1, lo mismo que su suma I (§ 49-2, nota). 

Asi, la extension no tiene la propiedad de aditividad infi- 
nita (tambien llamada completa) y el progreso esencial de la 
teoria de la medida a partir de Bokel (1898) rachca en habei 
logrado la aditividad infinite eon..su mfetodc> de medir, corre 
lativo con el proceso de mtegracion de Lebesgue (1J02) qu 
estudiaremos en § 95, que hace permutablea la integral y paao 

al limite en condiciones amplias (fc 9o-4). 

Por aplicacion reiterada en numero finito o mfimdad uw- 
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merable de operaciones de union, interseccion o complemento 
(Can I nota I) a partir de los intervals se obtiene la familia 
de BOREL de conjuntos (B), a los que pertenecen los conjuntos 
abiertos G y cerrados F (§ 64-4, nota 2) Begun en seguida de- 
mostraremos (§ 94-2). Para estos conjuntos (B) vamos a de- 
finir la medida de BOREL, que coincide con la que mtroducire- 
mos en 8 94-4 de Lebesgue 6 (L), aun cuando los conjuntos me- 
dibles (L) formen una familia mas amplia, pues pueden diferir 
de los (B) en un conjunto de medida nula (fc 82-2) . Demostia- 
remos mas adelante (§ 94-6, nota 5) que todo conjunto X ine¬ 
dible (L) tiene una capsula G 8 (^)X [siendo G 3 un conjunto 
seudo-abierto, o sea, interseccion numerable de conjuntos abier¬ 
tos G\ y por tanto conjunto (B), pero si los G' son en numeio 
infinite puede ser no-abierto (Cap. XVIII, nota I, b)) y un 
nucleo F a (^)X (siendo F ff un seudo-cerrado, o sea union nu¬ 
merable de conjuntos cerrados F\ y por tanto conjunto (B), 
pero si los F* son en numero infinite puede ser no-cerrado 
[Cap. XVIII, nota I, 6)], tales que sean iguales las medidas de 

los tres conjuntos F a (^)X(^)G 5 . 

Notas: 2. La teoria de la medida se extiende f^mente 
euclideos E„ y tambien a eapacios topologicos E (Cap. XVHI, nota 1, ), 

“ medida elemental (def. 3) de un intervalo I de 

por <) viene~dada por el produeto de las longitudes de sus n lados. 

[94 .4] | I I = IT (6r — a r ) > 0. 

Cuando a r = b r para algun r, el intervalo es dcgenerado y su medida 

6S 11 Sustituvendo x por x, subsisten las definiciones [94-1], I 94 " 2 ! ? 
[ 94 i] sta y mds%ue P aplicar la . integral multiple de Kiemann 83). 
Asi la definicion dada de extension de un recmto (§ 83-3, dc .) 

d un la esp 9 a 4 cio :i to P ol6gieo general E (Cap. XVIII, nota I, b) se 
dice que una familia H de conjuntos X es % ^rJenec^ Til 

pie: V) El conjunto vacio 0 i ‘ ^ S {j \%lTTun\u'- 

So 1 finit U o C o 0 ”£ito-nume7aSe P de tC conjuntos' pertenecientes a H, tarn- 

bip ” Entoncesf como consecuencia, la interseccion de unto finite o 
infinito-numerable de conjuntos pertenecientes a H, tambien pertenece 

a H Si el esnacio E es metrico, son importantes las familias H infinita- 

rrados de E) forma la familia infinitamente aditrva de conjuntos (3) 
o de BOREL del espacio metrico E. 

A partir cle la medida elemental de los intervals (en los 
espacios euclideos E»), puede edificarse toda la teoria de la me- 
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dida (segun C. de la Vallee Poussin) basandose exclusiva- 
mente en la aditividad infinita y entonces se introduce: 

Def. 4. La medida de un conjunto numerable de puntos es 
cero, suma de las medidas de sus puntos. La medida boreliana 
de un conjunto X compuesto de la union de un numero finito 
o infinito-numerable de intervalos no rampantes I» es la suma 
de las medidas | I* | de sus intervalos componentes. 

Para que este metodo de medir no sea contradictorio es 
esencial demostrar el siguiente teorema de unicidad: 

Teor. 2. Si un conjunto X puede considerarse de dos ma- 
neras distintas X = Eli = 21 y* como la suma de una infinidad 
numerable de intervalos no rampantes [posiblemente degene- 
rados (nota 2) o vacios], la suma de las medidas de estos in¬ 
tervalos es la misma en ambos casos : 2 | Ii | = 2 | I,-* | . 

Dem.: Llamemos Ly a la intersection LIy* acaso intervalo degenerado 
o vacio. Para i fijo es 

ro CO 

L = U Ly con I Ii 1 = x I Iii I , 

j - 1 i = i 

lo que no es evidente, por no poder aceptar como fundamento el criterio 
de aditividad infinita, pues precisamente estamos demostrando la no-con- 
tradiccion del mismo. [Por ejemplo, dicho criterio seria contradictorio en 
la recta racional (ver nota 4), tomando I ( no degenerado, tal que | L I > 0, 
con L/ reducidos a puntos de medidas |Ly| = 0]. Desde luego, por ser 
no-rampantes los Ly(^)L las sumas parciales seran 
m co 

2 | Ii/ | < I Ii | y por tanto 2 |Li| < |I.|. 
i =l i=i 

Por otra parte, para todo e > 0, se podra encerrar cada Ly en un inter¬ 
valo abierto J ,, tal que su medida sea | Jiy | < | Ly | -f e/'2'. Entonces, 
cada punto de la clausura L de L pertenecera a un intervalo abierto J<y, 
bastando un numero finito de estos por el lema de Borel (Cap. XVIII, 
nota II) para cubrir L. Por las leyes de monotonia de las sumas finitas 
de numeros reales (§ 7-5), sera | L | menor o igual que la suma (finita) 
de esos J.y, y por tanto 

CO CO / 00 \ 

11.1 < 2 I J.y I < 2 (II./1 + s/2') = 2 | I.y | + e. 

j = l j = l \j = l / 

Como e es arbitrario, de esta y la anterior resulta 

co 

11. I = 2 I Iu]. 

3 = 1 

Entonces 

CO 

2 II. I 

i = 1 

es la suma por filas de la aerie doblo 
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oo CO 

2 2 I Ly ! 

i=l j =1 

que ha de coincidir con 

CO 

2 I ly* I 

3 = 1 

suma por columnas de dicha serie doble de terminos no-negativos (§ 81-3, 
teor. 3), quedanao asi probada 

CO CO 

2 | I, | = 2 | ly* | • 

» = 1 3=1 

Nota 4. Corolario inmediato de este teorema 2, referido a las defi- 
niciones 3 y 4, es la no-numerabiUdad del continuo (cfr. Cap. II, nota II, 
teor. 1), pues el conjunto de puntos [0; 1] tiene medida ! [0; 1] | = 1 > 0, 
y por tanto no puede ser numerable (def. 4 y teor. 2). 

2. Estructura de conjuntos y teoremas de cubrimiento. — 

a) Reticulo progresivo de E m . — Todos los intervalos 
I [a-i, <xi —j— 1) (i = 1, 2, ..., m) de extremos enteros consecuti- 
vos forman un conjunto numerable, R 0 , segun § 2-11; y tam- 
bien lo es la familia de intervalos, It, deducidos por bisection, 
con extremos que son numeros consecutivos de la progresion 
p. los cuales forman el reticulo Ri de amplitud •£; y asi se 
van formando reticulos R n de amplitudes 2~ n , cada uno subdi¬ 
vision del anterior. En virtud de § 2-11, teor., la familia R 
de todos los intervalos I r asi formados, para n = 0,1, 2, ..., 
es numerable; la llamaremos reticulo progresivo del espacio E„„ 
tanto si se incluyen o se excluyen los extremos de cada I r . 

Notese que al incluir en cada intervalo [cl, bi) solamente 
el extremo inferior, todos los intervalos de cada reticulo R„ son 
disjuntos y suman E w en sentido estricto. [Tambien diremos 
suma de intervalos cuando estos tengan puntos comunes de con- 
torno, si carecen de punto interior comun, propiedad que hemos 
expresado diciendo: no son rampantes. (Cap. XVIII, nota I, &)]. 

Numerados los intervalos del reticulo progresivo, R 0 , Ri, 
Ro, ..., todo punto del espacio es interior a infinitos I r , que 
son entornos suyos, excepto si el punto x tiene alguna coorde- 
nada de la red binaria (es decir, del tipo p/2 r ) en cuyo caso 
adoptaremos como entorno de x la suma de los intervalos l r de 
R n contiguos a x. 

Nota 1. Consideremos las siguientes aplicaciones: 

IV) Un espacio abstracto, que tiene un conjunto numerable dense en 
todo E (§ 64-4, nota 2), se llama separable-, un espacio que tiene una 
familia numerable tmiversal de entornos; es decir, tal que para cada punto 
x de E hay infinitos entornos de esa familia, que tienden a x, y carac- 
terizan por tanto la acumulacion, se llama perfectamente separable. En 
(1 espacio euclidiano Em, el conjunto denso basico es el de los puntos de 
coordenadas racionales; la familia universal de entornos es el reticulo 
progresivo, R; luego E„ es perfectamente separable. 
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2°) Si los con-juntos X de E m son no-rampantes, y cada uno tiene al 
menos un punto interior, forman familia finita o numerable. Si es x' un 
punto interior de X' e I,- un intervalo del reticulo progresivo, entorno' de 
x', contenido en X', tales entornos son todos distintos, por ser distintos 
todos los puntos x'; queda asi establecida una coordinacion entre el con- 
junto jx'f y parte de la familia numerable R = (I r )-; luego el conjunto 
-jx'j- y, por tanto, el -{X'}-, son finitos o numerables. 

Corolarios inmediatos: 

1° Los puntos aislados de un conjunto son en numero finito, o for¬ 
man conjunto numerable. 

2 c -‘ Los puntos de discontinuidad de una funcion monotona forman 
conjunto finito o numerable. 

b) Estructura de los conjuntos abiertos y cerrados. — Para 
el estudio de los con juntos, y especialmente de su medida, que 
necesitamos para definir la integral de funciones muy discon- 
tinuas, es indispensable anteponer el de sus tipos mas sencillos, 
que son los conjuntos abiertos y cerrados. Recordemos (§ 64-4, 
nota 2) su definicidn: 

Def. 1. Conjunto cerrado es el que contiene todos sus pun¬ 
tos de acumulacion (§ 64-4, def. 4). Conjunto abierto es el for- 
mado por puntos interiores (§ 64-4, def. 5). Los designaremos 
casi siempre por las letras F, G; y por brevedad diremos a ve- 
ces: un cerrado F, un abierto G, sustantivando los adjetivos. 

Decir que F es cerrado, o sea que en el complemento CF 
(Cap. I, nota I), no hay ningun punto de acumulacion de F, 
equivale a decir que todo punto de CF es interior a el, es de¬ 
cir, este complemento es un G y reciprocamente. Resulta asi 
la propiedad fundamental: El complemento de un F es un G; 
y el complemento de un G es un F. 

Notas: 2. Correlacion. — Asi se han introducido correlativamente 
en los cspacios topologicos generales (Cap. XVIII, nota I, b). Como al 
sustituir cada conjunto X por el ccmplementario CX se permutan las re- 
laciones - y " (Cap. I, nota I) asi como las propiedades Gy F; de 
cada teorema sobre conjuntos G y F se deduce otro correlativo, efectuando 
en su enunciado esas permutaciones. 

3. Relativizacion. — Lo esencial de E„, utilizado al probar que el 
complemento de un F es un G, ha sido esto: todo punto de E„ tiene entor¬ 
nos en E„, es decir, E„ es abierto ; luego resulta en general: 

El complemento de un F en un G es un G. Correlativamente: El 
complemento de un G en un F es un F. 

Notese que los conceptos F v G son correlativos cuando el espacio 
ambiente es a la vez G y F, es decir, es el espacio E„; pero, en general, 
si el espacio ambiente es un G cualquiera, no se verificara la segunda 
propiedad, es decir, el complemento de un G podra no ser G ni F. (Pon- 
ganse ejemplos de todos los casos). 

No solamente para espacios euclideos, sino en general para 
espacios topologicos cualesquiera (Cap. XVIII, nota I, b) se 
cumple: 


§ 94 -2 MEDIDAS INFINITAMENTE ADITIVAS 7 

Teor. 1. La union y la interseccion finitas de conjuntos G 
es un G; y la de conjuntos F es un F. 

Teor. 2. La union infinita de conjuntos G es un G; la in¬ 
terseccion infinita de conjuntos F es un F. 

Sin embargo, ya se vio (Cap. XVIII, nota I, b) que la in¬ 
terseccion infinita de conjuntos G puede no ser un G, y que 
la union infinita de conjuntos F puede no ser un F. 

Ejemplos: 1. La interseccion de todos los circulos abiertos del mis- 
mo centro y radios mayores que 1 de E-j es el circulo cerrado de radio 1. 

2. La union de todos los intervalos cerrados [a, b ] de extremos en- 
teros (familia numerable) es todo el espacio Ei, a la vez abierto y ce¬ 
rrado. Lo mismo para la familia (no numerable) de extremos reales. 

Puesto que cada punto de un conjunto abierto G tiene un 
entorno contenido en G, la union de estos entornos estara con- 
tenida en G y por contener todos los puntos de G contendra a 
G, es decir, dicha union coincidira con G. En definitiva: 

Teor. 3. Todo abierto G es la union de entornos de sus 
puntos; en particular, en E„ es union de intervalos I. 

Pero para la teoria de la medida lo que interesa es que di¬ 
cha union sea numerable. En el caso de conjunto lineal abier¬ 
to G (contenido en E,) basta sustituir los intervalos rampan- 
tes del teor. 3 por su union, que es tambien intervalo. En- 
tonces, si a’ 0 eG y es b = extr sup x, para x > x 0 tal que 
(x 0 , x) (5=)G, tambien (.r 0 , b) (5=)G; y analogamente, si es 
a = extr inf x para x < x 0 tal que (x, x 0 ) (^)G, resulta 
(a, 7>) (fs) G, pero los extremos a, b no pertenecen a G. Por 
tanto, todo punto de G pertenece a uno, y solo uno, de los in¬ 
tervalos abiertos ( a, b) asi formados; y como esta familia, se- 
gun nota 1, 2 9 , es finita o numerable, resulta: 

Teor. 4. Todo abierto de E! es suma finita o numerable 
de intervalos abiertos disjuntos. 

Ha resultado de la demostracion que todos los puntos x, 
tales que el segmento determinado con x 0 pertenece a G (con- 
dicion de conexion, § 64-5), forman un intervalo, luego, segun 
§ 65-5, def. 1, resulta: 

Los recintos de E x son los intervalos abiertos (a, b). 

Observese que el teor. 4 no es valido para conjuntos abier¬ 
tos no lineales: por ejemplo, para el interior de un circulo, 
pues todo rectangulo contenido en el tiene en sus lados puntos 
interiores al circulo que no pueden pertenecer a otro rectan¬ 
gulo abierto sin puntos comunes con el anterior. 

Asi para E„(w>2) se impone esta modificacion: 

Teor. 5. Todo abierto G de E„ {n^2) es suma, finita o 
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numerable, de intervalos cerrados no rampantes con posibles 
fronteras comunes. En efecto, en el reticulo binario de E n , de 
lados 2~ r , las mallas Q r contenidas en G no son disjuntas todas, 
pero son no rampantes, pues solamente pueden tener comun 
algun segmento si n = 2, algun rectangulo si n = 3, etc.; es 
decir, un con junto de extension w-dimensional nula. Veamos 
como se descompone G en suma de mallas del reticulo. 

Comencemos por numerar las mallas de lado 1, contenidas en G, nu- 
mero que es finito, si G es acotado, es decir, parte de un mtervalo 1; 
a continuation, las mallas de lado \ contenidas en G, pero no en las ma¬ 
llas anteriores; luego las de lado \ contenidas en G, pero no en las ya 
numeradas, etc. Si para algun tamano hay infinitas mallas con la dobie 
condition explicada, tendremos una sucesion de sucesiones numerables o 
finitas, que reordenada segun § 2-11, teor., es una sucesion. Como todas 
las mallas elegidas son no-rampantes y estan en G; y, reciprocamente, 
todo punto de G tiene algun entorno que es una malla o suma de elias, 
la suma de la sucesion asi formada es precisamente el conjunto G. 

De los teoremas 4 y 5 y de § 94-1, def. 4, deducimos que la 
medida boreliana de todo conjunto abierto de E t es la suma 
de las medidas de sus intervalos disjuntos componentes; me¬ 
dida boreliana de todo conjunto abierto de E n es la suma de 
las medidas de los intervalos no rampantes que lo componen. 
Medida boreliana de todo conjunto cerrado F situado en el 
abierto G 0 de E n es | F | = | G« | — | CF |, donde CF es el com- 
plemento de F en Go, y es abierto (nota 3). Como este tiene 
medida positiva, resulta: Si un conjunto cerrado estd contemdo 
en un abierto, tiene menor medida que este. 

Del mismo modo, si Gi(<)G 2 es | Gi | < J G 2 1, pues G 2 
contiene al menos un intervalo de medida positiva no pertene- 
ciente a G,. En cambio, de las inclusiones F, (<)F 2 , G(<)F, 
resultan relaciones ^ entre las medidas (ponganse ejemplos 
de todos los casos). 

Teor. 6. En E w la medida boreliana de un abierto G coin¬ 
cide con su extension interior e(G) ; la medida boreliana de 
un cerrado F coincide con su extension exterior e(F) (§ 94-1). 

Pues cabe tomar en la serie de medidas de los intervalos 
componentes de G un numero finito suficiente de terminos pa¬ 
ra aproximar | G | con error tan pequeno como se quiera, lue¬ 
go | G | = e(G). Correlativamente, tomando complementos re¬ 
sulta | F | = e(F). 

Como caso particular: para los conjuntos cerrados son equi¬ 
valent es los conceptos extension nula y medida nula (§ 82-2). 

c) Tntroducida la distancia g(a,b) entre cada dos puntos 
de un espacio metrico (Cap. XVITT, nota I, d), la distancia en¬ 
tre dos conjuntos A y B de dicho espacio se define por 
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[94-5] q(A,B) = extr inf e(a, 6) , 

ae A, be B 

donde el segundo miembro represent a el extremo inferior 
(§ 23-14) de las distancias de cada punto asA a cada punto 
6eB. En particular, si A consta de un solo punto a, tal que 
A = {ct}, se obtiene por [94-5] lo que se llama distancia del 
punto a al conjunto B, que designaremos por e(ct., B). 

EJEMPLO 3. Dos intervalos abiertos disjuntos de Ei con un extremo 
comun, tales ( a,b ), ( b,c ), tienen distancia nula. 

Se llama didmetro d(B) de un conjunto B al extremo su¬ 
perior (§ 23-14) de las distancias de cada par de puntos b x 
y & 2 de B: 

[94-6] d(B) = extr sup Q(b u b- 2 ). 

b v b 3 eB 

Entonces se cumple, para tres conjuntos cualesquiera X, Y, 
Z, la propiedad triangular: 

[94-7] o(X,Z) < q(X, Y) -f e (Y,Z)+ d(Y). 

En efecto, para puntos cualesquiera x?.X, yi, y# Y, ze Z, se tiene 
(Cap. XVIII, nota I, d: propiedad triangular): 

q(x,z) < Q(x,yi) + Q(Vi,y*) + Q(y»,z). 

Por [94-5] y [94-6] es 

o(X,Z) < q(x,z) , q(Vi, y-i) < d(Y). 

Por otra parte, dado s > o arbitrario, existen xeX, yi, 2 /«eY, zeZ 
tales que 

Q(x,yi) < e(X,Y) + he , o(l/ 3 , Z) < o(Y,Z) + he. 

De estas dos y las anteriores se deduce 

0 (X,Z) < o(X, Y) + o(Y, Z) + d(Y) + e , 
que por ser e(->0) arbitrario, justifica [94-7]. 

d) Teoremas de cubrimiento. — En el Cap. XVIII, nota II, defini- 
mos el conjunto compacto X de un espacio topologico cualquiera cuando 
todo cubrimiento abierto de X contiene un subcubrimiento finito. En par¬ 
ticular el teorema de Borel dice: 

Teor. 7. Todo conjunto cewado y acotado del espacio euclideo E„ es 
compacto (cfr. Cap. VI, nota III). Mas generalmente demostraremos 
ahora: 

Teor. 8. (Lindelof-Hausdorff) : Todo cubrimiento abierto de cual- 
quier conjunto X de un espacio euclideo E„ contiene un subcubrimiento 
numerable. 

Pues la union de todos los abiertos del cubrimiento dado es un abierto 
(teor. 2) que puede descomponerse en una infinidad numerable de inter¬ 
valos (teor. 5), cada uno de los cuales por conveniente subdivision podra 
estar contenido en algun abierto de dicho cubrimiento; en otro caso, por 
dicotomia determinariamos un punto de un abierto que no podria ser in¬ 
terior a este. Entonces, basta elegir (cfr. § 94-7) alguno de los abiertos 
del cubrimiento dado que conticnen cada uno de los intervalos de la infi- 



10 


XXIV. teori'a de la medida 


§ 94 -2 


nidad numerable para obtener el subcubrimiento numerable buscado. 

Del teor. 8 deducimos: 

Teor. 9. (Cantor-Bendixson) : Todo conjunto cerrado F no numera¬ 
ble de un espacio euclideo E„ es la suma de un conjunto perfecto P y de 
un conjunto N a lo sumo nu.mevable (infinito, finito o vacio). 

Se dice que x es un punto de condensacion de un conjunto no-nume¬ 
rable X si cada entorno de x contiene un conjunto no-numerable de pun- 
tos de X. Todo conjunto no-numerable X contiene, perteneciente a el, 
algun punto de condensacion de X. Pues si cada punto de X pudie.se 
cubrirse por un entorno que solo tuviese una infinidad numerable de 
puntos de X, todo X quedaria cubierto por una infinidad numerable de 
dichos entornos (teor. 8) y X seria numerable (§ 2-11, teor.) 

Dado el conjunto cerrado F no-numerable, sea P el conjunto de sus 
puntos de condensacion, donde P(^)F por ser este cerrado. 

Por lo dicho anteriormente F —■ P = N ha de ser a lo sumo nume¬ 
rable. Basta ver que P es perfecto. P es cerrado, pues un punto de 
acumulacion de puntos de condensacion es punto de condensacion. Ade- 
mas, todo punto xeP es de acumulacion de P, porque todo entorno de x 
contiene un conjunto no-numerable de puntos de F que al suprimirle x 
continua siendo no-numerable y contiene por tanto algun punto de con¬ 
densacion de F, distinto del x y en su entorno. 

3. Medidas exteriores de Carat.heodory. — a) Toda funcion 
mimerica uniforme de conjunto |i(X)>0, definida para todo 
conjunto X de un espacio metrico E se llama una medida ex¬ 
terior metrica de Caratheodory si cumple las condiciones: 

Mi) |i(0)= 0 (la medida del conjunto vacio es cero) ; 
Mu) Xi(^)X 3 implica p(Xi)<p(X 2 ); 

co -o ., 

M 3 ) u( U X fc ) < 2 [i(X k ) respecto de cualquier sucesion 

fc=i fc=i 

finite, o infinita numerable de conjuntos X,,; 

M 4 ) Si es positiva la distancia q(X, Y)>0, entonces es 
p(X+ Y) = ].i(X)-f- p(Y). 

Notas: 1. Si se prescinde del axioma Mi, queda caracterizada por 
los tres primeros axiomas Mi, Ms, Ma una medida exterior para los espa- 
cios topologicos en general (Cap. XVIII, nota I, 6) que puede estar de¬ 
finida solo para una familia infinitamente aditiva de dicho espacio (94-1, 
nota 3). 

2. La extension exterior e(X) dada en [94-3] no es una medida 
exterior por no cumplir el axioma M a . Por ejemplo, el conjunto de pun¬ 
tos racionales de [0; 1] tiene extension exterior 1, mayor que _ la suma 
de las extensiones exteriores de cada uno de sus puntos en conjunto nu¬ 
merable. 

b) Dado un conjunto X cualquiera de un espacio euclideo 
E,„ todo cubrimiento de X mediante intervalos puede reducirse 
a un subcubrimiento numerable (§ 94-2, teor. 8) y la suma de 
las medidas elementales (§ 94-1) de estos intervalos en con- 
.1 unto numerable es In suma de una serie incondicionalmente 
<on\ei genie o diver}-,elite de lerminos positives. Al extremo in- 
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ferior (§ 23-14) de las sumas de todos los cubrimientos nu¬ 
merates de X por intervalos, designada por 

[94-8] m e (X) = extr inf -j 2 \h\\- , 

00 L /.- = l j 

X(s) U J k 

k = 1 

se le llama medida exterior (L) o de Lebesgue del conjunto X. 

Se la designa tambien por | X |, dado que la medida exte¬ 
rior (L) de un intervalo I coincide con su medida elemental 
I |. Mas generalmente: 

Teor. 1. Para todo conjunto X que contenga un intervalo 
I y este contenido en su clausura I, se cumple m e (X)= | I |. 


En efecto, sea primeramente X, = I. Dado un cubrimiento 

U It (^) I 

lc — 1 

por el lema de Boiiel (§ 94-2, teor. 7) existe un subcubrimiento finito 

U It (g) I 

A-=l 

que por las leyes de monotonia de las sumas finitas de numeros reales 
(§ 7-5) cumple 

111 < Z I Id < X 11*1 , 

7c = l fc = l 

de donde | I | < m, (I)._ Ademas es siempre posible tomar un intervalo 
abierto J que_ cubra I y tal que para todo e>o sea |J|<|I|4 -e. 
Entonces m.(I) < | J | < 111 + «» Q ue P or la arbitrariedad de e(-> 0) 
da m,(T)< | I |, la que con la anterior desigualdad contraria demuestra 

m. (f) = 11 |. 

Para todo otro conjunto X tal que I(g)X(^)I, cualquier cubri¬ 
miento de I lo es tambien de X y por tanto m„(X)_< m.(I) = 111. Ade¬ 
mas es siempre posible tomar un intervalo cerrado Ji(^)I(^)X tal que 
para todo e > o sea | Jx \ > | I | — e. Entonces m„(X) > m 0 (Ji)> | I I — e. 
que por la arbitrariedad de e(—>0) da m 0 (X)> | I |, la que con la an¬ 
terior desigualdad demuestra en definitiva m„(X)= 1 I 1 • 

Teor. 2. Para todo conjunto X de un espacio euclideo E„ 
su medida exterior (L) dada por [94-8] es una medida exte¬ 
rior metrica de Caratheodory. 


Bastara demostrar que cumple los axiomas Mi, Ma, M., M*. Los dos 
primeros son inmediatos. 

Demostremos Mr. Si 

CO 

v |X*1 = + w 

A- =-1 
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(en particular si alguna | X* | = + »), la propiedad es evidente. En 
otro caso, para e > 0 arbitrario, existe un cubrimiento para X» tai que 

S- 11*. - 1 < |X*| + s/2 fc , 

de donde, al ser la union de todos los I*, m un cubrimiento de 

CO 

U X, , 

lc =1 

sera 

I u X* I < S*s m I I»,« I < x I x* I + 8 , 

lc — 1 fc = 1 

y por la arbitrariedad de e(—^ 0), resulta Ms. 

Demostremos finalmente M«: Por la propiedad anterior es (X +Y |< 

< I X I + Y I. Si | X I 6 | Y | son infinitas, por M 2 sera |X+Y| — 

= I x I + I Y I = 4- oo . Sean, pues, | X |, | Y | finitas: entonces, para 
todo 8 > 0, si es Qn = o(X, Y) > 0, existira un cubrimientoi numerable por 
intervalos I* de X + Y tal que d (1^) <C Q» con 1 1* I *^1 ^ T ' K ‘ 
Cada intervalo I* no puede contener a la vez puntos de X y de Y , por 
lo que aquel cubrimiento It J- comprende la union disjunta de un cubrj- 
miento de X y otro de Y. Por tan to es | X | + | Y | < %k\ I« | <1 X Y ■+ 
4-e, de donde por la arbitrariedad de e(-M)) resulta |XJ + | x 

< | X + Y |, que con la anterior desigualdad contraria da en defimtiva M«. 

Teor. 3. Para todo conjunto X de un espacio euclideo E n , 
su medida exterior (L) es el extremo inferior de las m.edidas 
exteriores de todos los abiertos G que contienen X, es decu 

r94-91 I X I = extr inf \ G | . 

G(§)X 

Esta [94-9] equivale a poner que para todo s > 0 existe 
un abierto G„(^)X tal que | Go | < | X | + e, donde puede po- 
nerse < en lugar de <, si y solo si | X | es finito. 

En efecto, dado e > 0 arbitrario, por [94-8] puede hallarse un cu¬ 
brimiento numerable de intervalos I* tel que I « I ^<[ x I + 8 
| X | es finito) y basta tomar G« = UI* (§ 94-2, teor. 2). 

4 Con juntos medibles. — La condicion M 4 no asegura la 
aditividad' finita en todos los casos. Respecto de cada medida 
exterior u(X) (aun no metrica, § 94-3, nota 1) es fundamental 
considerar la familia de con juntos medibles (p) introducida por 
CARATHfiODORY asi: 

Def. 1. Un conjunto X se llama medible _ (p) , en simbolo 
Xe(p), cuando cualquiera sea el conjunto auxiliar W se cumple: 

[94-10] p(W) = p(W . X) + p(W — X). 

En particular, el conjunto X se llama medible (L) o medi¬ 
ble Lebesgue, en simbolo Xe(L), si [94-10] se cumple para la 
medida exterior (L) dada por [94-8] en E„. 

NOTASS 1. Aun cuando un conjunto es medible respecto de una de- 
terminada medida exterior, llamaremos en E„ simplemente medibles 
los medibles (L). 
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2. Cuando un conjunto X es medible, su medida exterior se llama 
simplemente medida de X y se designa por m(X) = I x 

Para otra cualquiera medida exterior (p), la respective familia de 
con juntos medibles da lugar entre otras a la llamada medida gene al 
Lebesgue-Stieltjes p(X). (Cfr. nota I). 

Ejemplo 1. Para un espacio cualquiera E de mas de ciosP ul jj;° s ’ ** 
se define uGOl) =0, p(E)=2, p(X)=l para los conjuntos X tales que 
0 (<) X(<) E, entonces se obtiene una medida exterior respecto de la 
que' sdlo son medibles el conjunto vacio y el tota En cambm, sr para 
todo X es p,(X)=0, todo conjunto es medible. (Cfr. teoi. 3). 

Definicion equivalente a la [94-10] se obtiene mediante 

Teor. 1. Es Xe(p) cuando y solo cuando para cada par de 
conjuntos AyB tales que A(^)X y B(=i)E —X se cumple 

[94-11] |i(A -T B) = p(A) -f p(B). 

Pues de [94-10], tomando W = A + B se deduce [94-11] . 
Reciprocamente, de [94-11], tomando A = W.X y B — 

= W . (E — X) se deduce [94-10] . . 

La simetria de la condicion [94-11] tiene como corolario 

inmediato 

Teor. 2. Si un conjunto es medible (p), tambien lo es su 

pn'YYl'Yll P'YYI P'll I/O 

En virtud de la condicion M ;t , se cumple [94-10], cuando y 
solo cuando es 

[94-12] p(W) > p(W . X) + p(W — X) , 

la que es obvio basta verificar para p(W) finita. 

Analogamente, en [94-11] puede sustituirse = por >. 

Teor. 3. Todo conjunto de medida exterior (u) nula es me¬ 
dible, es decir, p(X)=0 implica Xs(p). . , 

Pues en virtud de M 2 es p(W . X) < u(X) = 0 verificandose 
[94-12] por la misma condicion M 2 : p(W) > p(W A). 

Corol. El conjunto vacio (§ 94-3, Mi) y el total (teor. 2) 

son siempre medibles. , . , n ,. 

La definicion 1 (Caratheodory) tiene la ventaja de apli- 
carse a conjuntos no acotados en un espacio abstracto cual¬ 
quiera. Primitivamente Lebesgue para un conjunto X(g)i ae 
un espacio euclideo E„ creo una teoria paralela a la de Peano- 
Jordan (§ 94-1) definiendo la medida exterior m c (A) — | A | 
por la misma [94-8] y la medida interior nu(X) mediante 

[94-13] mj (X) = | I | — 11 — X |. 

Entonces, la definicion de Lebesgue de conjunto medible 
dice: Es Xe(L) cuando y solo cuando se cumple m e (X) - mi (A), 
es decir 
[94-14] 


111 - IXI + |I-X 
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La condicion [94-14] exige aparentemente menos que la 
[94-11] por ser caso particular de esta, probandose asi su ne- 
cesidad. En § 94-6, notas 1 y 5, veremos que [94-14] es tam¬ 
bien suficiente para que se cumpla [94-11] o su equivalente 
[94-10] . 

Nota 3. Mediante la medida boreliana de conjuntos (§ 94-1, def. 4) 
aplicada previamente a los abiertos y cerrados (§ 94-2), se llega auna 
definicion equivalente a la de Lebesgue. Para ello se introduce m»(X) = 

= I X I mediante [94-9], pero entendiendo la medida | G | en el sentido 
boreliano (§ 94-1, def. 4). Correlativamente se define la medida interior 
m, (X) mediante el extremo superior de las medidas borelianas de todos 
los cerrados F contenidos en X, es decir 
[94-15] nii(X) = extr sup | F | , 

L F(g)X 

para el caso de X ctcotado. Entonces [94-15] resulta de [94-9] y [94-13], 
PU6S im(X) = 11 | — ! I —X | = | 11 - egiyn^l G, | = 

= extr sup (| I | — | Gi |) = extr sup 11 - Gi | = extr sup |F| , 

Gi(g)I — X I —Gi(;g)X 

donde para I — Gi= F (^)X es | F | = | 11 I Gi | (§ 94-2, b). 

La definicion [94-15] no puede aplicarse a conjuntos de medida in- 
finita por dar lugar a incongruencias, tal la de que podna . rest * r *® de 
un conjunto inedible otro tambien medible, am que la diferencia lo fucr . 

Valida para conjuntos no acotados es la definicion de VALL^E-Poussin 
de car&cter constructive (cfr. § 94-6, teor. 8) *. 

Es Xe(L) cuando y solo cuando para cada e > 0 se pueden construir 
cfectivamente un conjunto continente abierto G y un conjunto contemdo 
cerrado F, tales que cumplan 

[94-16] F(^)X(^)G con |G — F | < e. 

Evidentemente, para conjuntos acotados y por tanto de medida fi- 
nita, donde (§ 94-5) es | G-FI = G -1F |, la. [94-16] equ.vale a 
que en [94-9] y [94-15] m,(X) _m,(X). , 

Tambien veremos (§ 94-6, teor. 6) que la definicion [94-16] equivale 
ci decir * 

Es Xe(L) cuando y solo cuando para cada numero e>o existe un 
conjunto abierto continente G(^)X tal qu-e 
[94-17] | G —X | < e. 

Por [94-9] sabemos que para cualquier conjunto X de medida exte¬ 
rior finita, existe un conjunto abierto Go(i?)X tal que 

[94-18] | Go | — | X | < s , 

por lo que [94-17] es mas restrictivo que [94-18] al probarse (§ 94-7) 
que “existen” conjuntos no medibles (L). 

5. Operaciones borelianas con conjuntos medibles. — La im¬ 
portance de los conjuntos medibles (§ 94-4, def. 1) radica en 
la aditividad de su medida y en que forman una familia mti- 
nitamente aditiva (§ 94-1, nota 3), aun tratandose de una me¬ 
dida no metrica (§ 94-3, nota 1). 
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Teor. 1. Si A es medible y B es de medida exterior finita, 
'para cualquier conjunto V, se cumple 

[94-19] [i(A v w B v ) = [i(A v ) + p(B v ) — p(A v .Bv). 

designando Av = A . V, B v = B . V. 

En efecto, por ser A medible, para W cualquiera, segun [94-10] es 
n(W) = g(W . A) + g(W — A) , 
de donde, tomando primero W = Av - Bv y luego W = Bv, se obtiene: 
H(Av-Bv) = M-(Av) q(Bv—Av) , 

g(Bv) = g(Av.Bv) + g(Bv — Av) , 
y restando, resulta [94-19]. Para V = E se obtiene: 

[94-19'] p(A - B) = n(A) + n(B) — g(A . B). 

Corolario. Si A es medible y B es un conjunto disjunto al A para 
cualquier conjunto V, se cumple 

[94-19''] p,(Av - Bv = (i(Av) + g(Bv) , 

designando 

Av = A . V , Bv = B . V . 

Pues si |x(B v )= + co, la [94-19"] es evidente. 

Teor. 2. Si A fc es una sucesidn de conjuntos medibles, dis- 
juntos dos a dos, para cualquier conjunto V se cumple: 

CO CO 

[94-20] j.i(V. 2 Aj) — 2 p(V.Ai). 

i=l i=l 

k—1 

En efecto, 2 A< es disjunto con A* medible, por lo que (corolario al 
i = l 

teor. 1) es 

k k—i 

I*(V . 2 A,) = g(V. 2 A,) + p,(V . At) 

i=l i=l 

de donde, por induction completa (§ 2-2), para todo k finito es 
g(V. 2 AO = 2 g(V . Ai). 

i = l i=l 

Por ser 

co k 

V. 2 A,(^)V. 2 A, , 

j=l i=l 

por la condicion M 2 de § 94-3 es 

oo k 

g(V. 2 AO > 2 n(V.A0 

t=l i=l 

para todo k finito, de donde (§ 22-2, a) 

CO 00 

|t(V. 2 AO > 2 n(V.A0 , 

i i <=i 
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que con la desigualdad contraria obtenida de la condicion M a de § 94-3, 
demuestra [94-20]. Para V = E se obtiene: 

GO CO 

[94-20'j n( S Ai) = S H(A ( ). 

t=;l i — I 

Nota 1. Observese que las demostraciones de los teoremas 1 y 2 son 
validas para una medida exterior de un espacio topologico general 
(§ 94-3, nota 1). Por otra parte, el teorema 2 asegura la aditividad in- 
finita de la medida en los con juntos medibles, pero aun no demuestra 
que estas forman una familia infinitamente aditiva (§ 94-1, nota 3), 
pues aun no sabemos si sera inedible la union de infinitos Ai. 

Teor. 3. La intersection de dos conjuntos medibles es ine¬ 
dible. Tambien lo es la union de dos conjuntos medibles. 

Dem.: a) Dados dos conjuntos medibles A, B y su interseccion 
D = A . B, cualesquiera que scan X e Y, por [94-10] se cumple 

l*(X) = n(X.A) + n(X —A), 
u(Y) = n(Y.B) + n(Y —B). 

Para W conjunto cualquiera, tomando en la primera de las anterio- 
res X = W— D y en la segunda Y = W . A, se obtiene: 

p( W — D) = p(W .A — D) -f- n(W —A), 

H(W.A) = n(W.D) + n(W.A — D). 

Eliminando entre estas dos p,(W.A— D) y teniendo en cuenta que 
A es medible (§ 94-4, def.) resulta 

H(W.D) + n(W — D) = p(W.A) + n(W —A) = p(W), 
que expresa que es D medible. 

Por induccion (§ 2-2), resulta medible la interseccion de un numero 
finito cualquiera de conjuntos medibles. 

b) Si A y B son medibles, tambien lo son sus complementos E—Ay 
E—-By por tanto su interseccion (E — A).(E—B)=E—(A-B)e(p), 
es decir, A - B es medible, como queriamos demostrar. Por induccion com- 
pleta resulta medible la union de un numero finito cualquiera de conjun¬ 
tos medibles. 

Teor. 4. La union (y tambien la intersection ) de una 
infinidad numerable de conjuntos medibles es medible. 

a) Vamos a probar que si A,£(p.), (i = 1, 2, ...), entonces es 

m k 

U A ( e(n). En efecto, por el teor. 3 es U A ( e(|x), pudiendo suponerse, por 
<=l <=l 

dcscomposicion finite, quo los At son disjuntos. Entonces, en virtud de 
[94-20] y aplicando [94-10] para cualquior conjunto W oh: 
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p(W) = p,(W. 'i At) + p(W— S A, ) = 2 p(W. At) + p(W — X At) 

t—1 i = l j = l jrrl 

k co 

Como W— X At(g)W— X At, si aplicamos la condicion M 2 de 
»-l i=i 

§ 94-3, se obtiene: 

k co 

P(W) >2 |i(W.A«) + p(W— 2 A.) . 

i — 1 i = 1 

Si en esta hacemos tender fc -» co, y volvemos a aplicar [94-20] se 
obtiene: 

CO CO 00 

[94-21] p(W) > X M-(W . A,) -f ji(W — 2 At) = p,(W . 2 A,) + 

t —1 i— 1 t = l 

co 

4-n(W— X A,) , 

i = l 

co oo 

que en virtud de [94-12] prueba que es X A,- = U A,e(p), como queria- 

i=l »=i 

mos demostrar. 

b) Si At son medibles, tambien lo son E — A, (§ 94-4, teor. 2) y por 

co oo co 

tanto su union U (E — A,)=E— n A,, de donde n At es medible, co- 

t=l t = i i=l 

mo queriamos demostrar. 

Notas: 2. De este teorema y de § 94-4, teoremas 2 y 3, se deduce que 
los conjuntos medibles forman una familia infinitamente aditiva (§ 94-1, 
nota 3). La demostracion es valida para una medida exterior de un espa¬ 
cio topologico general (§ 94-3, nota 1). 

3. Los conjuntos con extension (§ 94-1, def. 2) no forman una familia 
infinitamente aditiva, pues cada uno de los puntos racional.es tiene exten¬ 
sion (nula) y su union (que es numerable, § 2-7, ejemplo 4) no tiene 
extension (§ 94-1, ejemplo 1). 

Asi mismo, la interseccion de una infinidad numerable de conjuntos 
con extension, puede no tener extension. Asi ocurre, si del intervalo [0; 1] 
oxtraemos sucesivamente cada uno de los numeros racionales, obteniendo 
ima sucesion de conjuntos de extension 1, cuya interseccion es el con¬ 
junto de numeros irracionales, sin extension (cfr. § 94-3, ejemplo 1). 

Teor. 5. Respecto de una medida exterior metrica [que 
eumpla la con-didon M 4 de § 94-3], todo conjunto abierto es 
medible. 

Dem.: Rasta suponer que el conjunto abierto G es distinto del vacio 
y del total (§ 94-4, Corol.). Sea F = E — G no vacio, el conjunto cerrado 
eomplomento del G. Este es la union de la sucesion monotona de conjun- 
toH abicrtos encajados 

[114-22] G, = \x tales que (?(*, F) > l/q[(<) G, +l (g)G = U G, , 

< 7=1 
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pues por ser F cerrado, si un punto x verifica q(x, F) > 1/q (§ 94-2, c), 
existe un entorno de x cuyos puntos tienen la misma propiedad (§ 64-4, 
def. 5). Ademas, como G es abierto, cada uno de sus puntos esta a una 
distancia positiva p de su complemento F y para q < 1/p dicho punto 
esta en G,. 

Sea W un con junto arbitrario, que podemos suponer de medida ex¬ 
terior finita (§ 94-4). Como W.G,,(^)G, y W — G(5=)E— G = F, 
sera q(W — G, W . G,) > q(F,G 9 )> 1/q > 0, de donde, por las condicio- 
nes M a y M ( de § 94-3, resulta: 

q(W) > q[(W — G) + W.G,] = |*(W-G) + q (W . Gij) . 

Para demostrar que G es inedible, por [94-12] bastara probar que 
lim q(W.G<,) = q(W.G). 

<7—>00 

El primer miembro existe, pues, del encaje [94-22], tomando su in- 
terseccion con W resulta, desde p numero natural cualquiera en adelante: 


^p+k-2 


I W.G P (^)W.Gp«(^) ... (g)W.Gp +t (^) ... (S)W.G ; 

[94-23] J oo •« 

I W . G = U (W . G„) = W . G P + S (W . G p+ * — W . G P+ »i) ; 

l 0=1 lc =i 

donde los conjuntos sumandos del ultimo miembro son disjuntos, pero a 

sus pares consecutivos no se les puede 
aplicar la propiedad aditiva (Mi) de 

Ga € F § 94-3 por no estar a distancia positiva. 

Por la definicion [94-22] para todo 
punto xeW . G P+ *-a y todo punto 
2/eW . G P+ * — W . Gp+fc-i , 
se cumple 

0(*,F) > l/(p + fc —2) ; 

0(1/,F) < l/(p + fc—1). 

Fijado el punto y y un numero s > 
> 0 cualquiera, por definicion de q(?/, F) 
(§ 94-2, c), existe siempre un punto zeF 
ZZZZ^r tal que 

_ q(V,z) < e + i./(p-\-k — 1). 

P + k Entonces, al ser tambien q(x,z) > 

>1 f(p + k — 2), por aplicacion de la 
Flg> 321, propiedad triangular (Cap. XVIII, nota 

I, d) sera (fig. 321) : 

0(*,2/) > 0 (*,*)“ 0(1/,*) > ■ (p + fc __ 1) (p + fc_"2)' — 8 ’ 

que siendo valida para todo e(—> 0), por [94-5] prueba que es positiva 
la distancia 

o(W . Gp+ 4 - 2 , W . Gp*i — W . Gp+it-i) > (p (p _|_ k — 2) > °‘ 

Esto permite aplicar la propiedad M* de § 94-3 a: 

q[W . Gp+is -2 + (W . Gp+k — W . Gp+fc-i) ] = 

— [x (W . Gpti-s) -f- q (W . Gp+t W . Gp+k-i) , 

y como _ . 

W . G P+ k(^)W . Gptk-a + (W . Gp+k — W . Gp+k-i) 

([94-23] y fig. 321), de la anterior, y la condicion Ms de § 94-3 resulta: 

q(W.Gpu)— qCW.Gpu ») > q(W . G,.,» — W . G p 11 i) • 


Fig. 321. 
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Teniendo en cuenta esta desigualdad y la aplicacion de la condicion 
M 3 de § 94-3 a [94-23] se obtiene: 

CO 

q(W.G) < q(W.G P ) + S q(W.Gp +1 —W.Gp.k-x) < . 

k -1 


co 

< q(W.Gp)+ 2 [q(W . Gp+k) — q(W . Gp+k-s) ] = 

lc — 1 

= — q(W . Gp-i) + 2 lim q(W.G,). 

Q—> CD 

Como esto es valido para cualquier p numero natural, haciendo p co 
queda 


q(W.G) < lim |i(W.G,). 

<]—>00 


fista y la desigualdad de sentido contrario obtenida por aplicacion de 
la condicion M a de § 94-3 a la sucesion monotona [94-23], prueban la 
igualdad que queriamos obtener para demostrar que G es medible. 


Este teorema 5, con los 3, 4 y el teorema 2 de § 94-4, prue¬ 
ban que la familia B infinitamente aditiva de conjuntos (B) 
o de Borel del espacio metrico E (§ 94-1, nota 3) esta siem¬ 
pre contenida en la familia de conjuntos medibles con respecto 
a cualquiera medida exterior metrica ji, la que por el teorema 
2 es infinitamente aditiva en dicha familia. En particular, para 
la medida exterior (L) dada en [94-8], esto y el teorema 1 de 
§ 94-3, prueban que la medida boreliana de un abierto y un 
cerrado, o de otro con junto cualquiera dada por la definicion 4 
de § 94-1, coincide con la [94-8] de los espacios euclideos E». 


Nota 4. La generalidad de la teoria de Carati-ieodory aplicable a 
espacios metricos eualesquiera hace necesarias las penosas demostraciones 
ue los teoremas 3 y 5. 

Su profundidad queda evidenciada al observar que existen conjuntos 
abiertos sin extension. Tal. es el obtenido asi en la recta real: Si del seg- 
mento [0, 1] extraemos el intervalo I, abierto central de longitud de 
los 2 segmentos restantes los respectivos intervalos abiertos L, I, cen¬ 
trales de longitud 1/4 2 , de los 2 2 segmentos restantes los respectivos in¬ 
tervalos abiertos L, L, Io, L centrales de longitud 1/4® y asi sucesiva- 
mente, el conjunto abierto extraido G = h + I 2 + I 3 -f L 4- • • • no tiene 
extension, pues por ser denso en [0,1] es e(G)=l y por suma de sue 
componentes es 

e(G) = -i- + 2.-1,+ 2 s . + 2*.-i-+ ... = A-< 1 = e(G). 

El complemento a [0,1] es ejemplo de conjunto perfecto (§ 64-4, 
nota 2) sin extension. 

(’• Medida exterior regular. — Una medida exterior de Caratheo- 
noitv (§ 94-3, nota 1) se llama regular si q(X) es el extremo inferior 
(•': 2.3-14) (!'• Ian me did as de todos los conjuntos medibles (§ 94-4, def. 1) 
quo con tienen X, es decir 

194 21] q(X) = extr inf q(A). 

X (r)Ae(/*) 





20 


§ 94 -6 


MEDIDAS INFINITAMENTE ADITIVAS 


21 


XXIV. TEORIA DE LA MEDIDA § 94 -6 

Teor. 1 La medida exterior (L) dada por [94-8] es regular, es 
decir, 

[94-25] | X | = extr inf | A |. 

X(g) Ae(L) 

Pues llamando p al segundo miembro de [94-25], si X(^)A, sera 
| X | < | A |, de donde (§ 23-14) resulta |X|<p. Por otra parte, si 
■jl*[ es un cubrimiento por intervalos de X y es A su union, sera 

00 

XI < | A | < Si I» | , 

k=l 

y aplicando [94-8] resulta p < | X |. Ambas desigualdades de sentido con- 
trario demuestran [94-25]. 

Observese que [94-25] generaliza [94-9] . 

Para una medida exterior regular se define la medida interior p<(X) 
como el extremo superior de las medidas de todos los conjuntos mediblea 
contenidos en X, es decir, 

[94-26] p.(X) = extr sup p(B). 

X<^)B€(/0 

Teor. 2. Si una medida exterior de CarathEodory es regular, se 
cumple : 

a) MX)<n(X); 

b) Existe un conjunto medible S contepiendo X tal que p(S) = p(X); 
llamaremos a S capsula isometrica de X; en particular, para la medida 
exterior (L) puede tomarse como capsula isometrica un conjunto seudo- 
abierto , interseccion numerable de abiertos (§ 94-1); 

c) Existe un conjunto medible N contenido en X tal que p(N) = 
= |Xi (X); llamaremos a N nucleo isometrico de X; 

d) Si es finita la medida exterior p(X) y es S su capsula isome¬ 
trica, entonces es 

[94-27] MX) = M-(S) — p(S — X). 

Dem. a) Corolario inmediato de las definiciones [94-24] y [94-26]. 

b) Si es n(X)= + oo, se toma S = E. Si es p(X) finita, por ser 
regular, para todo numero natural lc existe un conjunto medible A fc con- 
teniendo X, tal que p(A*)<p(X) + l /lc, y basta tomar como c&psula 
la interseccion (§ 94-5, teor. 3) de todos los A* (fc = 1,2, 3, ...). Por 
[94-9], en el caso de medida exterior (L), puede tomarse para cada A k 
un conjunto abierto G* y asi su interseccion da como capsula un seudo- 
abierto G 5 . 

c) Si |Xi(X)=0, puede tomarse como nucleo el conjunto vacio 
(§ 94-4, corol.). Si MX)>0, P ara todo numero natural k, por [94-26] 
existe un conjunto medible B* contenido en X, tal que p(B k ) ^ Pi(X) Ilk, 
y basta tomar como nucleo la union (§ 94-5, teor. 4) de los B* (k = 1, 
2,3, ...). 

d) Si B es medible contenido en X, tambien S — B es medible, pues 
S —B = (E —B).S (§ 94-4, teor. 2; § 94-5, teor. 3), de donde (§ 94-3, 
Ms, y § 94-5) es 

p(S —X) < p(S — B) = p(S) — n(B), 
la que aplicada a la definicion [94-26] da (§ 23-14) : 

MX) < n(S)— p(S-X). 

Por otra parte, si T es la capsula isometrica do S — X, el conjunto 
modible S —T esta contenido en X y por aplicacidn de In definicion 


[94-26] y de § 94-5, teor. 1 resulta, al ser p(S.T) < p(T) = p(S— X), 
(§ 94-4, Ms) : 

MX) > p(S — T) = p(S) — p(S.T) > p(S) — p(S-X), 

que con la desigualdad de sentido contrario antes obtenida, prueba en 
definitiva [94-27]. 

Teor. 3. Si una medida exterior es regular, la condicion necesaria y 
auficiente para que un conjunto X de medida exterior finita sea medible, 
es que se cumpla: 

[94-28] MX)=p(X). 

Por [94-27], la [94-28] es equivalente a probar 
H(X)= |x (S) — |i(S —X), 

cuya necesidad es evidente (§ 94-5, teor. 2) para X medible. Reciproca- 
mente, de la igualdad anterior se deduce que n(S — X)= 0 y por tanto 
(§ 94-4, teor. 3) S — X es medible y tambien lo es su union con E—S, 
cuyo complemento X (§ 94-4, teor. 2) sera por tanto medible. 

Nota 1. Consecuencia inmediata del teorema 3 es la equivalencia de 
la definicion de LebEsgue [94-14] de conjunto medible con la de Cara- 
THJ&ODORY para conjuntos acotados en E„, una vez que demostremos (no¬ 
ta 4) la equivalencia de la definicion [94-26] con la de medida interior 
de Lebesgue en el caso (L). 

Vamos ahora a obtener la equivalencia de la definicidn de Cara- 
theodory con la [94-17]. 

Respecto de una medida exterior cualquiera p,, aun no metrica, esto 
es, solo determinada por Mi, M a y Ms, de § 94-3 se tiene: 

Teor. 4. Si X es un conjunto de un espacio topologico E tal que 
para todo ntimero e > 0, existe un conjunto medible continente A(g)X 
cumpliendo 

[94-29] p(A — X) < e . 

entonces X es medible (p). 

En efecto, por hipotesis, existe una succsion de conjuntos medibles 
]A*[, tales que 

A*(^)X ; p(A* — X) < 1/k ; (fe = 1,2,3,...). 

Si se toma 

A = n A„(^)X , 

k 

que sera medible (p), se cumplira 

p(A — X) < p(A k — X) < 1/k , (k= 1,2,3,...), 

que siendo valido para todo lc, nos dara 

p(A — X) = 0 , 

es decir (§ 94-4, teor. 3) A — X es medible (p) y siendolo A, tambien 
lo sera X, por poder poner (§ 94-5, teor. 4; § 94-4, teor. 2) : 

(E —A) + (A —X) = E —X. 

Respecto del reciproco, en el espacio euclideo E„, si Xe(L), se cum¬ 
ple [94-29], pero esto ya no subsiste para una medida exterior cualquiera 
(p) en un espacio abstracto cualquiera. En general solo podemos afirmar: 

Teor. 5. Para una medida exterior (p) regular definida en un es- 
pnrio topologico E que sea la union de una infinidad numerable de con- 
jinitos II, de medida exterior finita, la condici/m necesaria y auficiente 
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para que un conjunto X sea inedible (p) es que para todo numero e j> 0 
exista un conjunto inedible (p) continente A(= 2 )X cumpliendo [94-29] . 

Observese que se cmnplen las condiciones de hipotesis para el espacio 
euclideo E„, donde pueden tomarse para U r los con juntos abiertos consti- 
tuidos por las esferas de radio r y centro el origen y para la medida 
(L) que es regular (teor. 1). 

En las condiciones de hipotesis del teorema anterior, la suficiencia 
de [94-29] se ha demostrado en el teorema 4. Veamos ahora la necesi- 
dad. Demostremos primero que para todo conjunto Xe(p) existe una in- 
finidad numerable de conjuntos disjuntos Xrs(p) de medida finita 
p(X r )< + tales que 

CO 

X = S Xr. 

r — 1 

Pues basta considerar las capsulas isometricas S r (^)U r tales que 
S r e(p) con medids. p(S r )= p(U r )< + °° y tomar 

r—1 

[94-30] Xr = X.(S r — U S*)e(p). 

L k-i 

Por ser la medida exterior p regular, por [94-24] existe para todo 
numero e>0 un conjunto Ae(p) continente del X cualquiera dado, tal 
que p(A)<p(X)+e, pudiendose poner <, si p(X) es finita. En este 
caso, si ademas Xe(p) es (§ 94-5) 

p( A — X) = p(A) — n(X) < c 

y el reciproco en cuestion queda probado. 

Si p(X) = -j- co y Xe (p), se considera la descomposicion 

co 

X = S Xr 

r = l 

en conjuntos [94-30] y por lo que acabamos de ver, existiran A, (^)X, 
tales que p(A r — X r )< e/2 r+1 , A r e(p), y entonces es 

X (^) U Ar = Ae(p). 

r = l 

De esto y ser 

A — X (5i) U (Ar —Xr) 
r = 1 

se deduce 

cn co 

p(A -X) < p[ U (Ar —Xr)] < % H(Ar —Xr) < 6 , 

r = l r=l 


como queriamos demostrar. 


Nota 2. Aun para una medida exterior metrica, no siempre en 
[94-29] puede tomarse en lugar de A un conjunto, abierto G, pues, por 
ejemplo, respecto de la medida pi de Hausdorff (vease, bibliografia, nota 
IV) no existe ningun conjunto abierto de E a de medida finita. 

El teorema anterior as! modificado subsiste solo si el espacio metrico 
E es la union de una infinidad numerable de conjuntos abiertos G r de 
medida finita. Tal ocurre en los espacios euclideos. 

Demostremos finalmente en estos el teorema que nos de la equivalen- 
cia de la definicion de Caratheodory con la [94-17] . 


Teor. 6. En ei espacio euclideo E„, la condition necesaria y , sufi- 
ciente para que un conjunto X sea inedible (L) es quo para todo numero 
f. > 0 exista un conjunto abierto continente G(^)X, tal que cumpla: 


[94-17] 


G —X | < e. 
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Pues para demostrar que [94-17] es suficisnte para ser Xs(L), basta 
en el teorema 4 tomar G k en lugar de A* y en lugar de A resulta un 
seudoabierto (§ 94-1) medible 

G^nG.f^X con | Gg — X | = 0 , 


de donde, como antes, se deduce que Xe(L). Reciprocamente, si supone- 
mos que Xe(L), teniendo en cuenta [94-9], si ademas | X | < + co, por 
§ 94-5, teor. 2 seran |G — X | = | G | — | X | < e, como queriamos demos¬ 
trar. En el caso de ser | X | = + co y Xe(L), se considera como en el 
teor. 5 la descomposicion [94-30], tomando para U r = S r las esferas de 
radio r y centro el origen y en lugar de A r , conjuntos abiertos G r (^)X r , 
tales que | G r — X r | < e/2 r , siendo entonces 


abierto, y como 


X (g) U Gr = G 

r — 1 

co 


resulta 


G — X (^) U (Gr — Xr) , 

r = l 


G —XI < 


U (G-X,.) 

r = 1 


como queriamos demostrar. 


Teor. 7. En el espacio euclideo E„, la condicion necesaria y sufi- 
ciente para que un conjunto X sea medible (L) es que para todo numero 
e > 0 exista un conjunto cerrado contenido F(^)X tal que cumpla 

[94-31] | X — F | < e. 

Pues G(i=)E — X es equivalente a que F = E — G(^)X, siendo 
X — F = X— (E— G)= G— (E — X)= G.X. 

Y entonces, de los teor. 6 y 7, se deduce inmediatamente la equiva- 
lencia de la definicion [94-16] de La Vall£e Poussin con la de Cara¬ 
theodory en los espacios euclideos. Es decir: 

Teor. 8. La condicion necesaria y suficiente para que Xe(L) es que 
para todo numero e > 0 exista un conjunto continente abierto G y un 
conjunto contenido cerrado F tales que cumplan 

[94-16] F(^)X(^)G con |G —F|<e. 

Pues si se cumple [94-16], con mayor razon [94-17] 6 [94-31], y 
por los teoremas 6 6 7 sera Xe(L). Reciprocamente, si Xe(L). por los 
teoremas 6 y 7 existiran G(^)X y F(^)X tales que | G — X [ < e/2 y 
| X — F | < e/2, de donde 

| G — F | < |G — X | + | X — F | < e , 
como queriamos demostrar. 


Notas: 3. De la Vallee Poussin emplea la definicion [94-16] en 
lugar de la [94-17] 6 [94-31], para poder hacerlo en forma constructiva, 
ya que tambien presupone la existencia de G(2:)X y de F(g)X en el 
sentido de “ poder construirse”. Por fin, la medida de G — F la ha intro- 
ducido en la forma constructiva “boreliana” explicada en los §§ 94-1, 2. 


4. Medida interior (L) de conjuntos acotados. — Observese que en 
la definici6n [94-26] de medida interior de Caratheodory, los conjuntos 
medibles (B) pueden ser conjuntos cerrados F como en [94-15] si X es 
acotado y nos referimos a la medida (L). Pues, si X(^)I sera (§ 94-3, 
teor. 3): 
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m. (X) = extr sup |B| = extr sup |I — (I — B)| = 

V ' X(S)Be(L) I-X(g)I-B 

= | I 1 — extr inf | I — B | = | I | — extr inf | G | = 
I_X(g)I— B I— X(<pG 

= extr sup | I — G | = extr sup 1 F | , 

X(^)I — G X(g)F 

donde I_G = F es cerrado. Por tanto, para la medida (L) coincide la 

definicion [94-26] con la de medida interior de Leeesgue [94-4] . 

5. Cdpsula y nucleo borelianos de un conjunto medible (L). — Si en 
el teo'rema 4, tomamos conjuntos abiertos A* = G* en lugar del con junto 
A, obtendriamos un conjunto boreliano posiblemente seudo-abierto: 

G 5 = flG t (^)X , 

tal que cumplira | G 3 - X | = 0 y por ser G 5 y X medibles, de esta 
se deduce (cfr. teor. 2, b ): 

[94-32] | G s | = | X |. 

El conjunto G s es la llamada cdpsula boreliana isometrica del con- 
junto medible X. 

Si el conjunto medible X esta acotado, por complementos deducire- 
mos el conjunto boreliano posiblemente seudo-cerrado: 

F = UF,(^)X , 

° k 

tal que 

[94-33] |F ff | = I X | , 

eiendo F el nucleo boreliano isometrico del conjunto medible X. 

Para X medible no acotado subsiste [94-33], pues basta considerar 
una sucesion de conjuntos medibles acotados disjuntos cuya suma sea 
Esta sucesion existe siempre, pues si Ur es una esfera de radio r 
centro en el origen (r numero natural) y U 0 = 0, sera 

CO 

X = $ X.(Ur— Ur-l) 
r=l 

de sumandos evidentemente medibles y acotados. 

7. El axiom a de Zermelo y la existencia d e conjuntos no medibles 
(L). _ a) En la demostracion de los teoremas de cubrimiento, tal el de 
Borel (Cap. VI, nota III) o el de Lindelof-Hausdorff (§ 94-2, teor. 8) 
se ha dejado al arbitrio la eleccion de los elementos de un conjunto pos- 

teriormente utilizado. , , . . _ 

Algunos matematicos objetan este tipo de razonamientos en que la 
determinacion de un cierto ente se hace depender de infmi as eleccion^ 
arbitrarias, de otros entes a,, a* ..., dentro de certos conjuntos 
Xi, X 2 , ...» sin dar un criterio previo que determine cual es el elemen 
ch.,’ que debe elegirse en Xi, despues el Oz en X 2 , etc. 

Se debe a Zermelo haber puesto en evidencia este hecho, por lo que 
se llama axioma de Zermelo (o tambien pnnctpio de eleccion arbitral m) 
al siguiente: r 

Dada una familia <£ cualquiera de conjuntos X, no vacws y disjuntos 
(sin elementos comunes) dos a dos, existe siempre un conjunto 

D(^)U* X , 

tal que tiene exactamente un solo elemcnto comun con coda Xe®. 
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El axioma postula solamente la existencia del conjunto D, aun cuan- 
do no podamos dar ningun criterio que lo determine explicitamente, es 
decir, mediante el cual podamos decidir si un elemento perteneciente 
a U* X, pertenece o no a D. Por esta razon, muchos matematicos de- 
clinan usar dicho axioma, que sin embargo es necesario para fundar ri- 
gurosamente muchos teoremas importantes. 

EJEMPLOS: 1. Consideremos todas las funciones reales f no identica- 
mente nulas definidas en 0 < a; < 1. Cada funcion f con su opuesta 
—f forma un conjunto X de dos elementos, y todos estos conjuntos po- 
sibles X forman la familia <T». El axioma de Zermelo afirma que existe 
un conjunto D de funciones f que efectua en cada X la seleccion de una 
tomada en el par de f que constituyen X, aun cuando no_ sabemos dar 
ningun criterio para determinar explicitamente un tal conjunto D. 

2. Consideremos los conjuntos de dos elementos formados por pares 
de numeros reales no nulos y opuestos: X = -|x, — x\', x =1= 0. Aqui tam¬ 
bien el axioma de Zermelo postula la existencia de _D que tiene con 
cada X un solo elemento comun, pero este caso es distinto del anterior, 
por no necesitarse del axioma de Zermelo para construir efectivamente un 
tal conjunto D. Asi podria tomarse para D el conjunto de numeros posi¬ 
tives o bien tomar para x racional el elemento positivo de X y para x 
irracional, el neg-ativo de los dos de X; etc. 

3. Dados un par de caleetines blancos y un par de calcetines grises, 
ipodremos decir que existe o queda determinado o definido un par que 
conste de un calcetin bianco y de uno gris sin especificar cual de los dos 
blancos y\ cual de los dos grises han de formarlo? Claro esta quo enton- 
ces no existe criterio que permita reconocer para cada ente si pertenece 
o no al conjunto. Introducir un tal par gris-blanco en esta forma es ha- 
cerlo por ei axioma de Zermelo. fiste se llama tambien “axioma multi¬ 
plicative” porque pueden formarse 2x2 pares gris-blanco indistinguibles 
entre si y solo a propiedades comunes a todos ellos (por ejemplo, al color 
distinto de ambos calcetines, al ridiculo que hara quien los lleve, etc.) 
nos podremos referir al aplicar dicho axioma para “definir” un conjunto. 

Para los matematicos idealistas, existe el infinito actual (cfr. Cap. 
II, nota II), estatico y terminado; existen todos los numeros reales, todos 
los puntos, todos los entes geometricos, independientemente de los hom- 
bres, que solamente pueden definir o elegir algunos de ellos y dar normas 
para definir otros. Para los intuicionistas solo existen los entes que han 
sido creados, es decir, pensados o definidos por algun hombre o puedan 
serlo mediante una ley o norma establecida_; de aqui que exijan un cri¬ 
terio de eleccion, un procedimiento constructive sin el cual no queda defi- 
nida la sucesion convergente que por ejemplo determina un punto de acu- 
mulacion, ni por tanto queda demostrada la existencia de este, que exige 
dar una ley de aproximacion indefinida. Para un idealista existen tantos 
puntos de acumulacion como posibilidades de eleccion; es decir, cada su¬ 
cesion convergente que contenga infinitos puntos del conjunto X deter¬ 
mina un punto de acumulacion; mientras que para un intuicionista solo 
existen los determinados por una ley que no deje lugar al arbitrio; las 
unicas demostraciones admisibles para el son constructivas. En cambio, 
la demostracion dada del teorema de Borel no es constructiva, pues no 
indica como debe hacerse la seleccion de los entornos para cubrir el con¬ 
junto. 

Tales demostraciones por el absurdo, se basan en el principio Iogico 
del teroero exoluido, que en este caso (Cap. VI, nota III) se. expresaria 
nsf: existe un conjunto finito de entornos que cubren el conjunto, o no 
existe; como esta segunda hipotesis conduce a contradiccion, tenemos que 
admitir la primera. 

Tales demostraciones por el absurdo. no son admitidas por los intui- 
cioniatas brouwerianos; para ellos cl numero 10 10 ' 0 + 1 no es primo ni 
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compuesto, pues no es posible averiguarlo por calculo, ni hay criterio que 
permita afirmarlo; la cifra que oeupa el lugar 10 ° en la expi’esion deci¬ 
mal de n no es par ni impar para ellos, el teorema del maximo y mimmo 
de toda funcion continua es falso; y en general, casi toda la grandiosa 
teoria de las funciones reales edificada en este siglo, carece de sentido. 

Como estas acometidas, cuyo origen es antiguo, se repiten penodica- 
mente, con alternativas de virulencia y apaciguamiento, sera prudentc 
esperar la construccion del nuevo edificio, que penosamente intentan le- 
vantar en sustitucion de la grandiosa obra cantoriana. 

b) Con junto no medible (L) de Hausdorff. — Designemos por su 
abscisa p los puntos de la recta euclidea El Consideremos todos los 
puntos p eEi, repartidos en conjuntos A (p) tales que si pzA(p), tam¬ 
bien p + rs.A(p), donde r es un numero racional cualquiera. Sea B(p) — 
= A(p)~(0, 1) el conjunto de los puntos de cada A(p) contenidos en el 
intervalo (0,5). Por ejemplo, Jt — 3 eB(;ti), o bien todos los puntos ra- 
cionales de (0,5) formaran B (1). Por aplicacion del axioma de Zer- 
MELO, “existe” un conjunto II tal que II (^) (0,5) contiene un elemento 
y uno solo de cada B(p). Vamos a probar que II no es medible (L). 
Llamemos H r al conjunto obtenido sumando a cada elemento de H el nu¬ 
mero racional r. Los Hr son conjuntos disjuntos y congruentes, es decir, 
cada pi e H r| esta en correspondence biunivoca, con un paeH^ de ma- 

nera que p 2 — Pi = r a — n. 

Por tanto, los conjuntos H y Hr tendrian que tener la misma me- 
dida si son medibles. Los conjuntos II, Ht/ a , Hi/ S) Hi/„, ..., son 

todos interiores al intervalo ( 0 , 1 ) y cumplen, por tanto, 

| H Hi /•• -+- Hi /3 -f- . • • | ^ 1 • 

Si fuesen medibles, por la propiedad de aditividad infinita (§ 94-5, teor. 
2 ), quedaria 

I H + S Hi/n I = | H I + S I Hi/n I = lim (n. I H I) < 1 , 

n=2 n~2 n-+CO 

es decir, habria de ser | H | = | Hr | = 0 para todo numero racional r. 
Para la sucesion de numeros racionales r seria | H r I = 0 y como la 
recta entera se puede considerar como la suma % r Hr = E,, tendriamos 
la contradiccion de que la longitud de la recta seria nula, luego los H r 
congruentes con H no son medibles (L). . 

Por analoga demostracion se prueba que cualquier conjunto X de 
mcdida exterior no nula, | X | > 0, contiene un conjunto H, no medible. 

Sin el axioma de Zermelo no se ha logrado todavia definir ningun 
conjunto no medible (L). 

c) Conjuntos de secciones nulas. — Si un conjunto acotado superfi¬ 

cial X del piano euclideo E 2 esta contenido en el intervalo cerrado 
a, ; a a < y < 6 a y para todo y 0 e(a 2 , bo), a menos de un con¬ 

junto de medida lineal nula (§ 82-2), la interseccion de X con la recta 
y = y 0 da puntos con ££.[>„ 61 ] que forman conjuntos de medida lineal 
nula, en el caso de que X sea medible (L), la medida superficial de X 
es tambien nula. 

Pero W. Sierpinski ha dado ejemplo de conjunto X no medible (L) 
(y por tanto con | X | > 0) que tiene la misma propiedad respecto de 
las secciones y = y 0 . 

d) Descomposicion finita de Banach y Tarski. — La existencia de 
conjuntos no medibles (L) deducida del axioma de Zermelo tiene por re- 
sultado consecuencias cada dia mas sorprendentes. 

Dos conjuntos de puntos A y B son congruentes, si existe una fun¬ 
cion <p que transforme biunivocamente A en B y satisfaga a la condi- 
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cion: Dados dos puntos arbitrarios ai y ch del conjunto_ A y sus corres- 
pondientes q)(a-i) y cp(a. 2 ) en B, son iguales las distancias: 

g(a 1 , a--) = o[<p( £t i)> cp(a 2 )]. 

Dos conjuntos de puntos del espacio euclideo E„ se llamaran equiva- 
lentes por descomposicion finita, si pueden ser descompuestos en un nu¬ 
mero finito e igual de partes sin puntos comunes, respeetivamente con¬ 
gruentes. 

S. Banaci-i y A. Tarski ( Sur la decomposition des ensembles de 
points en parties respectivement congruentes, Fundamenta Mathematicae, 
6, p. 244; 1924) han demostrado que en un espacio euclideo de n ^ 3 
dimensiones, dos conjuntos arbitrarios, acotados y con puntos interiores 
(por ejemplo, dos esferas de radio distinto, como el sol y una urveja) 
son equivalentes por descomposicion finita. Claro esta que las “partes” 
no pueden ser todas medibles. El metodo ha sido simplificado por W. 
Sierpinski (Le paradoxe de Hausdorff et le paradoxe de Banach et 
Tarski, Lincei Rendic. Sc. fis. mat. e nat., (8), 4, p. 270; 1948) y pre¬ 
cede de un teorema analogo para conjuntos situados sobre la superficie 
esferica (M. Hausdorff: Mathematische Annalen, 75, p. 428, 1914, re- 
producido por E. Borel en Logons sur la theorie des fonctions, 2 $ ed., 
p. 255, Paris, 1914). 

El teorema correspondiente al espacio euclideo de 1 6 2 dimensiones 
es falso. 

Por otra parte, en un espacio euclideo de n > 1 dimensiones, dos 
conjuntos arbitrarios (acotados 0 no), conteniendo puntos interiores, son 
equivalentes por descomposicion numerable. 

Un corolario de estos teoremas es en cambio la siguiente propiedad 
intuitiva, cuya demostracion no se ha logrado sin el axioma de Zermelo: 
Dos poligonos pianos tales que uno esta contenido en otro no son nunca 
equivalentes por descomposicion finita. 

8. Funciones medibles. — Sea dada una funcion real f(.r) 
definida en los puntos x de un conjunto medible X del espacio 
euclideo E„. Supondremos que nos referimos siempre a la me¬ 
dida (L). 

Def. 1. Se dice que la funcion real —00 < f (#) <-j-co, 
definida en X(^|)E„, es medible, cuando es medible el con¬ 
junto de puntos x tales que f (x) > k para cada valor real k 
(finito 0 infinito con signo determinado ). 

Si son medibles todos los conjuntos f (x)^k, tambien lo 
son los complementarios f(.r)<A:; y como cada conjunto 
i(x) = k es la interseccion de los f (x) < k„, siendo k n | k, es 
medible segun § 94-3, teor. 3; y tambien lo es, por tanto, el 
f (a) < k. 

Inversamente, del caso < se pasa al complementario >; 
de este al =, como antes; por tanto, al >. E 11 resumen: 

TEOR. 1. Condicion necesaria y suficiente para que f(x) 
sea medible, es que lo sea para todo k alguno de los conjuntos: 

f(:c) > k , f(x) < k , f(z) > lc , f(.r) < k. 

Teor. 2. Es snficcinte que estas cuatro condiciones equi- 
valcnies sc vcrifiqucn para todo numero racional h. Pues si k 
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es irracional y se elige una sucesion h n ^ k el con junto f (&) > fc 
es la interseccion de los f (x)^h n (n= 1,2,3,...) y, por 
tanto, medible. 

Nota 1. En cambio, no puede afirmarse que una funcion f(cc) sea 
medible, porque sea medible para todo k real el con junto de puntos x 
tales que f (x) = k. Demos un ejemplo (con ayuda del axioma de Zer- 
melo). En la recta euclidea Ei, sea un conjunto A no medible (§ 94-7, b) 
al que no pertenezca el origen x = 0. Definase f(a;) tal que valga x si 
*sA y valga —x si xsEi — A. Entonces el conjunto f(x)=k consta 
de dos puntos, uno o ninguno y por tanto es medible (con medida nula). 
Sin embargo, f(x) no puede ser medible, porque si lo fuera, serian nie- 
dibles (teor. 1) los conjunto-s X„ donde f(cc)>0 y X„ donde f(x)<0; 
si llamamos P al conjunto medible de los numeros reales x > 0 y N al 
conjunto medible de los numeros reales x < 0, sera 

X p = A . P + (Ei — A).N ; X„ = A.N + (Ei—A).P , 

de donde A = X p . P + X». N seria medible (§ 94-5), en contradiction con 
la hipotesis. 

Teor. 3. Toda funcion integrable (R) y en particular toda 
funcion continua es medible. Si x es punto de acumulacion del 
conjunto f(x)^k y es de continuidad, en el es tambien 
f(a;)> k, por tanto pertenece al conjunto; si x es de disconti¬ 
nued, pertenece a un conjunto N de medida nula (§ 94-3, 3?). 

En definitiva, el conjunto f(z)> Jc es del tipo F — N que es 
medible (§ 94-5). 

Teor. 4. Sean f x y f 2 dos funciones medibles en un con¬ 
junto X medible y c una constante. Entonces son medibles las 
funciones : 

a) fi + c ; b) cf t ; c) fi ± f 2 ; 

d) | fx I ; e) fif 2 ; /) fi/f 2 si f 2 =j=0 en X. 

Dem. a) El conjunto donde fi + c>fc es aquel donde 
fi > k — c, que es medible por hipotesis para todo k real. 

b) Si c > 0, el conjunto donde cf t > k, es el mismo donde 
fi > k/c, medible por hipotesis. Analogamente para c < 0; si 
c = 0 la conclusion es evidente. 

c) El conjunto donde fi ± f 2 > k es el mismo donde fi > 
> k rp f 2 , union de los infinitos conjuntos fi (a) > h r > k qz f 2 , 
siendo h r todos los numeros racionales. Cada uno de estos con- 
juntos, definido por dos condiciones, es la interseccion de los 
conjuntos medibles i x {x)'^h r y ±f 2 (|)>fc — h r , luego es 
medible (§ 94-5, teor. 3) y tambien lo es su union (§ 94-5, 
teor. 4). 

d) El conjunto donde | fi | > k es la unidn de los ft > k 
y — lc si fc > 0, y coincide con X si k < 0; en todo 
caso es medible. 
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Nota 2. Observese que el retiproco no es cierto, es decir, puede ser 
[ fj. | medible, sin serlo f x . Por ejemplo, sea fx(z) la funcion caracterls- 
tica (§ 94-1, del) de un conjunto no medible X contenido en un inter- 
valo lineal I (§ 94-7, b ). Entonces la funcion no medible fi(x) = 
= fx(x )—£, definida en el intervalo I, vale l si a;eX y vale —£ si 
a:el — X, por lo que su valor absolute jf,(x)|=i es medible en I. 

e) Por ser fits = i[(fi + fa) 2 — (fi — U)~], basta demos- 
trar que P es medible si lo es f. El conjunto donde P > k 
es la union de los f > y/k y f < — \Tk si k > 0, y coincide 
con X si k < 0; en todo caso es medible. 

/) El conjunto donde fi/f 2 > k es la union de dos inter- 
secciones: la primera donde a la vez i x > kf 2 y f 2 > 0; la 
segunda donde a la vez es fi < kf 2 y f 2 < 0, siendo todos 
estos conjuntos medibles (§ 94-5). 

Teor. 5. Las funciones extr sup f n (x) y extr inf f„(x) de 
funciones medibles, son medibles. Pues si es F(x) el extremo 
superior de los valores f„(a0 para cada x, el conjunto F(.r) > k 
es la union de todos los conjuntos f„(z) > k, y por § 94-5, 
teor. 4, es medible. Analogamente, o por cambio de signo, el 
otro caso. 

Teor. 6. Si las funciones medibles f»(«) t F(«), o bien 
f»(#) l f (x), es medible la funcion limite. Pues en el primer 
caso, de sucesion creciente (§ 78-1, teor. 2), es F = extr sup f„ 
y en el segundo es f = extr inf f n . 

Teor. 7. Si f (*) = lim f„ (&) para oo, siendo medibles 
las f n (x), tambien lo es f(a;). Puesto que para cada x y 
cada g > 0, desde un n es —£ < '£„(&)—f(a?)< £, las funcio¬ 
nes g n (x) = extr sup (f„, f„+i, f„ +2 , ...) satisfacen a la misma 
acotacion; luego g,, («)-» f (a:) y por los teoremas 5 y 6 ante- 
riores, es medible. 

Notese, de paso, que tambien resultan medibles las funciones 
lim f n y lim f„. 

Teor. 8. La suma finita o numerable de funciones medi¬ 
bles es medible. Para la suma finita ha sido demostrado en 
teor. 4, c. Para las series convergentes es consecuencia de esta 
propiedad y del teor. 7. 

Teor. 9. Es medible toda funcion derivada. Es consecuen¬ 
cia inmediata del teor. 7, por ser la derivada f'(x) el limite 
para h —» 0 6 para n — 1/h —» cc de la sucesion de funciones 
continuas w[f(aH- 1/w) — f (a?) ] . 

t Nota 3. El teorema 7 implica que una funcion continua de funcion 
inedible es una funcion medible. Sin embargo, no es cierto que sea siem- 
pro medible cualquier funcion medible de funcion continua (vease ejer- 
clcio 13). 
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1. Una funcion o(X) de conjunto se llama infinitamente (finitamen- 
te) aditiva sobre H si esta definida para los conjuntos de una familia H 
infinitamente (finitamente) aditiva (§ 94-1, nota 3), es o(0) = 0, y para 
cualquier sucesion infinita (finita) de conjuntos X» de H dos a dos d.is- 
juntos, es o(2X„) = 2o(X„)- Demostrar que para toda funcion a (finita 
o infinitamente) aditiva de conjuntos con XeH, YeH se cumple: a) Si 
X(^)Y y o(Y) es finita, entonces o(X — Y) = a(X) —o(Y) ; b ) Si 
X(g)Y y o(Y) es infinita, entonces o(X)=:o(Y); c) Si o(X)=-f co, 
entonces o(Y)t^= — co. 

2. Si a es una funcion infinitamente aditiva sobre H (ejercicio 1) y 
todos los conjuntos de la sucesion monotona Xi(^)Xi:(^)... (^)X„(^)... 
pertenecen a II, entonces es lim o(X») = o(limX n ) para n —donde 
lim X„ = UX„. 

OO 

3. Sea una serie convergente de terminos reales y para cada 

conjunto finito N de numeros naturales definamos o(N) = 2 «•«, mien- 

itcN 

tras que o(Nod ) = + °°» si es un conjunto infinito de numeros na¬ 
turales. Demostrar que o es finita, pero no infinitamente aditiva y me- 
diante este ejemplo probar que en el ejercicio 2 no puede reemplazarse 
la frase “infinitamente aditiva” por “finitamente aditiva”. 

4. Definida la funcion monotona creciente de conjunto por la con¬ 
dition: “X(^)Y implica o(X)^o(Y)” (y analogamente para decrecien- 
te con ^), demostrar que toda funcion finita o infinitamente aditiva de 
conjunto (ejercicio 1) es creciente (decreciente) cuando y solo cuando 
admite solo valores no negativos (no positivos). 

5. Si o es aditiva sobre H (ejercicio 1), para cada XeH se define la 
variation superior V e inferior V de o en X por 

V(a,X) = extr sup o(P) , V(<r,X) = extr inf o(P) , 

X(^)PeII X(^)feH 

donde los extremos superior e inferior (§ 23-14) se toman respecto de 
todos los conjuntos P de H contenidos en X. Demostrar que las varia- 
ciones superior e inferior de una funcion de conjunto finitamente (infi¬ 
nitamente) aditiva son funciones monotonas finitamente (infinitamente) 
aditivas. 

6. Demostrar que para una funcion o aditiva de_ conjunto, con va- 
riaciones finitas (ejercicio 5), se cumple o(X) = V (o, X) -f V (o, X). 
(Teorema de descomposicion de Jordan). 

7. Deducir del ejercicio 6 el teorema de § 55-9, d), introduciendo la 
funcion finitamente aditiva de conjunto o(X) = 2i n (f (®< + hi)--f{Xi)\, 
donde X representa cualquier conjunto que pueda expresarse por la union 
de un numero finito de subintervalos (an, an + hi] no rampantes de [a, 6]. 

8. Sea E un espacio cualquiera y a, b numeros reales fijos tales 
que 0 < a < b < 2a. Si se define |x(0)=0, p(E)=6 y m-(X) = a para 
todos los demas conjuntos, probar que p es una medida exterior de 
Caratheodory y determinar la clase de los conjuntos medibles. Deter- 
minar si p es metrica para E = Ei (recta euclidea). 
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9. Probar que si una medida exterior de Caratheodory es finita¬ 
mente aditiva, tambien es infinitamente aditiva. 

10. Determinar en que casos es regular la medida exterior definida 
en el ejercicio 8. 

11. Demostrar que es medible (L) todo conjunto de E» que.es trans- 
formado por la inversa de una funcion f medible (L) de un conjunto (B) 
de E, (§ 94-1, nota 3). 

12. Sea K el conjunto perfecto de medida i complemento del G cons- 
truido en § 94-5, nota 4, sobre el intervalo [0; 1] del eje x, y H un con¬ 
junto no medible contenido en K (§ 94-7, 6). Sea K 0 el conjunto terna- 
rio de Cantor de medida nula (§ 50-2, nota 3) contenido en el intervalo 
[0; 1] del eje y, siendo y = g(x) la funcion creciente que transforma li- 
nealmente los intervalos contiguos a K en los correspondientes intervalos 
contiguos a Ko. Demostrar que los limites laterales existentes (cfr. § 80, 
ejercicio 8) de g(cc) en cada extremo de los intervalos de G son iguales, 
engendrando asi una funcion f(x), prolongacion de la g(x), definida en 
[0; 1], monotona y continua, que transforma cl conjunto no medible H 
en un conjunto Ho contenido en Ko de medida nula y por tanto medible 
(L). Demostrar mediante el ejercicio 11 que Ho medible (L) no es un 
conjunto (B), (§ 94-1, nota 3). 

13. Mediante el ejercicio 12 dar ejemplo de una funcion continua 
que transforme un conjunto medible en otro no medible, asi como de una 
funcion medible de funcion continua que no es funcion medible. 

14. Si una medida exterior p se define solo para una familia infini¬ 
tamente aditiva H de conjuntos (§ 94-1, nota 3), la familia infinitamente 
aditiva (§ 94-5, nota 3) de conjuntos medibles (p) de H puede dejar de 
contener algun conjunto Z tal que Z_este contenido en un conjunto de 
II de medida nula (p). Se dice que p es la completada de p, si para 
todo X de H y todo Z contenido en un conjunto de H de medida nula (p), 
se define p(Z~X) = p(X) y se dice que p es completa si p = p. De¬ 
mostrar que es_infinitamente aditiva la familia de Z-X donde p esta 
definida y que "p = p. Probar que los conjuntos (B) de un espacio eu- 
clideo En (§ 94-1, nota 3) tienen una medida boreliana (§ 94-1, def. 4) 
que no es completa, siendo su medida completada la [94-8] de Lebesgue. 


§ 95. Integral de Lebesgue 


1. Definicion de integral (L). — a) Sea la funcion real 
0 < f(*X+ co, definida en el conjunto medible X del espa¬ 
cio euclideo E w , siendo f(x) medible. Entonces (§ 94-8, def.), 
es medible el conjunto de puntos x tales que f (x)^y, para 
cada numero y > 0. Esta medida, que depende de y es, por 
tanto (§ 94-4, M 2 ), una funcion decreciente £ =\i(y) ; y adop- 
tarcmos como definicion de integral (L) de f(z)>0 la inte¬ 
gral (R-C) (§ 80-1) : 

[95-1] (L) f f(aj)da? = (R-C) f + °V(2/)d y = lim f [i(.y)dy. 

•/x •''o Y—> + co* / '0 
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Su significado geometrico aparece claramente en la figura 
322, a cuyo margen se ha dibujado la grafica auxiliar de esa 
funcion £ = 



Fite. 322. 


Ejemplos: 1. Si 
f(cc) es la funcion de 
Dirichlet (§ 23-3, ej. 4), 
definida en (0, 1), la 
funcion Z=[x(y) es nu- 
la para todo y, excepto 
p,(0) = l, luego su inte¬ 
gral (L) vale 0. 

2. Si f (cc) = x~ a pa¬ 
ra 0 < a < 1 en (0, 1) , 
resulta ser g(l/)=l si 
0 < y < 1 y = y 1 /' 
si a > 1, por lo que 


< L >/’■ 


dx = (R-C) 


n(y)dy = 


+ lim 

Y-> + co 



coincidente (cfr. § 95-2, teor. 13) con el valor (R-C) de la integral 
del primer miembro (§ 80-1) : 

(R-C) { x~ a dx = lim ( x~° dx = 1 ~ . 

Jo e—>0 J e 1 — a 

Nota 1. De la definicion [95-1] resulta inmediatamente que si X = 
= X, -f Xi la integral de f(cc) sobre X es la suma dc las integrals solve 
los conjuntos medibles X, y X 2 , pues el integrando de [95-1] es la suma 
\i(y) = p,i(y) -f p-i(v) de los integrandos correspondientes a estas integra¬ 
ls' por la aditividad finita (§ 94-5) de la medida de conjuntos (genera¬ 
lization en § 95-2, teor. 8). 

Si X es de medida infinita, subsiste la definicion [95-1], pero enton- 
ces, si su valor es finito, como p(0) = -f- co, la integral (R-C) sera ade- 
mas impropia en y = 0, y para e > 0 arbitrario, existira 8 > 0 tal que 
(§ 80-2) : 


^ u 

con (i(8) finito; por tanto, el conjunto X podrd descomponerse en un 
conjunto X, de medida finita (donde f (sc) >8 ) y en un conjunto inedible 
X ( de medida infinita■ (donde 8>f(»)> 0), tal que en el 


siendo 


f f(x)dx < e , 

Jx, 

f f(cc)dx = f f(*)dx + f f(x)dx. 
Jx Jx ; Jx, 


b ) Si la funcion real inedible f(a:) toma tambien valores 
negativos en el conjunto medible X del espacio euclideo E„„ se 
adopta la siguiente definicion general: 

Dep. 1. Sea o no acotada, finita o infinita, la funcidn real 
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medible f(a:), llamamos integral (L) en el conjunto medible 
X del espacio euclideo E m , a la integral (R-C) (§ 80-3) en 
( —co, -f-oo) de la funcion \i(y) definida asl: 

p.(?/) = medida del conjunto f{x)^>y, si es y > 0 ; 

— ]i(y) = medida del conjunto f(a:)< y, si es y < 0. 

Cuando la integral sea finita, la funcion se dira integrable 
(L). Con la terminologla de Lebesgue, suele llamarse sumable 
en X. Su valor se designa por 

(L) f f(z)dz , 

Jx 

pudiendose simplificar la notacion hasta J’f si son consabidos 
sin confusion los demas datos. 

NOTA 2. En la definicion de integral (R) es esencial la acotacion de 
f(x). Si esta no es acotada, se generaliza la integral (R) mediante el 
paso al limite (§80) designandola (R-C). En cambio, la diversidad con 
que se presentan en muchas exposiciones de la teoria de Lebesgue, los 
casos de funciones acotadas o no, desaparece con la definicion 1 anterior, 
siendo innecesarias dos designaciones y dos notaciones. 

Para y = 0 resultan como valores llmites }i(0)=|X + |, 
|i(0-) =— | X" |, llamando: X + al conjunto donde f(a:)>0; 
X" al conjunto donde f(z) < 0. Entonces la definicion 1 se 
reduce a [95-1], pues equivale a descomponer: 

[95-2] (L) f f da: = (L) f f da: + (L) f f da: = 

Jx ^x- •'x- 

= (L) fj f Ida: — (L) j' \f\dx. 

En cambio es: 

[95-3] (L) f | f |daj = (L) f | f \dx + (L) f | f |da: > 

J X Jx* J X-. 

> I (L) f tax . 

| Jx 

Nota 3. Observese que si f(a) es medible, tambien lo es |f(cc)|, 
pero que el reciproco puede no ser cierto (§ 94-8, nota 2). 

Como resumen, llegamos a este resultado importante: 

Teor. 1. Toda funcion integrable lo es absolutamente; y 
el valor absoluto de la integral no suyera a la integral del va¬ 
lor absoluto. 

Nota 4. A diferencia de la integral (R-C) (§ 80-8), la integrabili- 
dud (I,) do f(flj) implica, pues, la de |f(x)| y reciprocamente si f(a) 
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es inedible, lo que no ocurria en la integral (R) (§ 49, ejer. 1). Hay que 
subrayar con enfasis este hecho: la teoria de la sumabilidad, o sea la 
integral (L), en su maxima generalidad, es paralela a la teoria de las 
series absolutamente convergentes, dejando de lado la integracion condi- 
cional, porque prescinde del orden de los valores de f(x); y la sencillez 
de los resultados de Lebesgue radica en esta mutilation de la familia de 
funciones. 


c) Integral (L) de funcion acotada. — Si | f(»)| < K, de- 
be integrarse \x(y) en (—K, H-K), y si es finita la medida del 
conjunto basico | X | = | X + | + | X - | = |i(0)— j-i(0"), es tam- 
bien finita la integral [95-1], definida en el intervalo (—K, K). 
Por tanto 


Teor. 2. Toda funcion real, inedible y acotada en un con - 
junto X inedible, de medida finita, acotado o no, del espacio 
euclideo E„„ es integrable (L). 



d) Metodo de Lebesgue. — Aunque 
la teoria se desarrolla muy simplemen- 
te partiendo de la definicion 1, conviene 
(para facilitar la lectura de los libros) 
exponer brevemente el metodo usual, mas 
laborioso, que consiste en dividir el in¬ 
tervalo (— K, +K) de la variable y en 
partes iguales o desiguales, por una es- 
cala de valores: 

— K < yx < y, < ... < y n < K 

y considerar los conjuntos X, definidos 
por las acotaciones (fig. 323) : 


y llamando 


[95-4] y r -1 < f(x) < y r 

(es decir: f (x) > y,-i, pero no f (x) > y r ), 


8r = 1 Xr I = n(2/r-l) — g(j/r), 


formemos las sumas de Lebesgue 

[95-5] S = S Vr-jbr , S = SVrbr , 

cuya diferencia, cuando la norma sea y r — 2/r-i < e, sera: 

S — s = %(y r — y r - 1 ) 8r < e S Sr = e | X | , 

es decir: si la funcion medible f es acotada y el conjunto X es de me¬ 
dida | X | finita, las dos clases (s, S) son contiguas y definen un numero 
frontera, que Lebesgue adopto como definicion de la integral. 

Para funcion no acotada y conjunto medible X de medida finita, se 
efectua (Vallee Poussin) la misma descomposicion [95-2] y para el 
caso f(x)>0, se considera la funcion truncada fit(x) que valga f(x) 
si 0 < f < K y valga K si f(x)>K. Entonces, por definicion, es 

[95-G] ( f(x)dx = lim | f K (x)dx , 

J x+ K—> + co J x+ 

siempre existente, finito o infinito. Analogamente para X”. La funcion 
f(x) se llama sumable, si ambos terminos del ultimo miembro de [95-2] 
son finitos, dando [95-2] su valor. 
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EJEMPLO 3. Por este metodo, para la funcion del ejernplo 2 se en- 
cuentra 


(L) 

como antes. 


x “ dx = lim 

0 K—> + oo 


K-V a 


K dx + 


'K-V a 


x “ d.r 


u 


J 


1 — a 


e) Esta definicion d) de Lebesgue-Vallee Poussin coincide con la 
dada anteriormente, si | X | es finita, pues si consideramos por ejernplo, 
el caso f (x) > 0, y la funcion de medida correspondiente a fic(x) es 
gicOj), coincidente con p, (y) para y < K y nula para y > IC, entonces 

r k+i 

[95-1] es igual, para K —> cc, al limite de | gx(y)dj/, de donde in- 

tegl’ando nor partes entre 0 y K + 1 resulta esta integral de Stieltjes 
(§79-1):' 


[95-7] 



K+l 

K+l 


|iic (y) dy = y . u K (y) 


K-fl 

) 


fK-l-1 

y • dp K (y) = — ydg,c(?y), 

J o 


ya que hk(K + 1) =0. Las sumas inferiores y superiores del ultimo 
miembro como integral de Stieltjes (§ 78-1) son las anteriores de Le- 
BE3GUE, pues 

— An(y) = ll(yr-l) — n(2/r) = I Xr I = 8r. 


Observese que la def. 1 es mas general que la (d) de Valt.ee Poussin, 
pues aquella incluye el caso en que |X|= + oo. (C:fr. § 95-2, nota 1). 


2. Propiedadcs de la integral (L). — Mientras no se acl- 
vierta lo contrario nos refer!remos a funciones reales cuales- 
quiera, me.dibles (L), acotadas o no, definidas en un conjunto 
medible (X), de medida finita o infinita, acotado o no. 

Teor. 1. En cualguier conjunto de medida imla, toda fun¬ 
cion medible es integrable (L) con integral de valor nulo. 

Pues en § 95-1, def. 1, es \x(y)== 0 (§ 94-3, M 2 ). 

Teor. 2. La funcion caracteristica rpx(^) (§ 94-1, def. 1) 
de un conjunto medible X tiene por integral (L) en todo con¬ 
junto A(^)X: 

[95-8] (L) J* cpx(^) d^ = | X |. 

Pues aplicada al primer miembro de [95-8] la definicion 
[95-1] resulta \i(y) = 0 si y > 1, u(?y) = | X | si 0 < y < 1, de 
donde 

(L) f ipx(^) dx = (R-C) f ].i(y)dy = (R) f | X \dy = | X |. 

• 'a 

Teor. 3. Si c es constante y f integrable, tambien lo es cf 
y se tiene: 

[95-9] f cf(x)dx = c f f(a:)d^. 
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Pues para c > 0, la funcion de medida \x c (.y) de cf (§ 95-1, 
def. 1) en X + , se relaciona a la p(?/) de f mediante p c (2/) = 
= \x(y/c), de donde, por [95-1] es 

r /•+<» z’+co 

cfdx= \i c (y)dy = [i(y/c)dy = 

■'X+ J o J o 

J -* +00 /• 

\i(y)dy = c ! f(z)da:. 

9 -X + 

Analogamente para X~ y para el caso c < 0. 

Teor. 4. (MONOTONfA). — Si f(x) es medible y estd com- 
prendida en X entre las funciones integrables g(x) y G(a:), 
es decir: g(z)< f (%) < G(ic) para todo x de X, es f(x) in¬ 
tegrate y se verifica J g < f f < / G. En efecto, para y > 0, 
las respectivas funciones de medida (§ 95-1, def. 1) son 
m (?y)< p(?/)< M(?/) porque la seccion de f contiene la de g 
y esta contenida en la de G (§ 94-3, Mo), luego igual acotacion 
exis^e entre las respectivas integrales [95-1]. Lo mismo su- 
cede en X~, pero en sentido contrario; y como figuran con 
signo —, subsiste el resultado. Corolario de los teor. 3 y 4 es: 

Teor. 5. Primer teorema del valor medio. — Si k < 
<f(^)<K y <p(a;)>0, se verifica: 

[95-10] 1c { cp(aOd£ < f f(a;)<p(aj)daj < K f <p(z)da: , 
Jx ^x -'x 

si existen ambas integrales. Luego la integral del producto 
f(:r)cp(aO es igual a la de cp(x) por un factor intermedio en¬ 
tre k y K. 

En particular, si cp(#)=l, resulta 

Corol. Si la funcion integrate f (a:) estd'comprendida en¬ 
tre las cotas k y K, su integral en X de medida finita, estd 
acotada entre k | X | y K | X |. 

Otra consecuencia inmediata de § 95-1, teor. 1, es esta: 

Teor. 6. Si f(a;) es medible y en valor absoluto se con- 
serva inferior a una funcion integrate G(a;) > 0 sobre un con- 
junto medible X, tambien f es integrate, y se verifica: 

[95-11] \[ f(x)dx < f | f (cc) |da: < f G(x)dx. 

Mx •'x J X 


Recuerdense las notas 3 y 4 de § 95-1. 

La propiedad evidente para las funciones acotadas, de tener 
valor arbitrariamente pequeno su integral (R, o bien L) sobre 
con junto de medida suficientemente pequena, y que en la inte¬ 
gral (R-C) de funcion no acotada es consecuencia de la defi- 
nicidn como limite, tiene en la integral (L) este alcance mas 
general: 
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Teor. 7. Si f (z) es integrate (L) en X, y es X r una su- 
cesion de conjuntos contenidos en X, tales que | X r | —> 0, tam¬ 
bien tienden a 0 las respectivas integrales sobre estos con- 
juntos. 

Basta demostrarlo para f(o:)>0, y sea f K (z) la funcion 
£runcada correspondiente a la cota K (§ 95-1, d). Por [95-6] 
y § 95-1, e, a todo numero s > 0 corresponde un K = K(e), 
tal que 

f fda: — f f K da: < e . 
j x + j x * 

Para este K fijo, del teor. 5, corol., y de la hipotesis, se deduce 
que existe un r 0 = r 0 (£, K(e)) = r 0 (e), tal que para todo r > r 0 
sea 

f f K da: < K | X r + 1 < e. 

*'x r + 

Por tanto (§ 95-1, nota 1) : 

f f da < f f K da: + f f da: — f f K da: + 

JyL* J x+ J x r * + 

-f- I f f da: — f f K da:) = 

\ *'X-* — X r + X- 1 — x,+ / 

= f f K da: + f f f da: — f f K da: ) < 2e 
*'x/ \ J x* ^x + I 

para todo r > r 0 (e), como queriamos demostrar. 


Teor. 8. La integral (L) como funcion de su conjunto de 
definicion es infinitamente aditiva. Es decir: Si f(x) es inte¬ 
grate en X = 2X r (suma finita o serie indefinida de X r dis- 
juntos dos a dos ), la integral sobre X es la suma de las inte¬ 
grales sobre los X r - 

Dem. Si la suma es finita, la integral [95-1] tiene el inte- 
grando q(i/) = 2|L r (?/), luego se descompone en suma de inte¬ 
grales, de acuerdo con el enunciado. Si la descomposicion es 
infinita, siendo | X | finita, en la serie 2 | X r | = | X | (§ 94-5, 
teor. 2), se toma una suma parcial 2 W suficientemente grande 
para que el resto sea < e, y entonces, de la descomposicion X = 
= 2 n X r + Xo, resulta ser la integral sobre X 0 (que tiende a 
cero para n—> co segun teor. 7) la diferencia entre la inte¬ 
gral sobre X y la suma de las integrales sobre los X r , es decir 
la convergencia del enunciado. 

Si f(a:) es integrable en el conjunto medible X de medida 
infinita, basta suponer f(a:)>0, y aplicando la descomposi- 
ci6n de § 95-1, nota 1, es decir X = X,-f Xi = 2X r , si se de- 
signa por X/ = X r ~ X r , X f 4 = X; - X r , se tendra (§ 94-3, M 2 ) 
para cada suma parcial 
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y como, al ser | X f | finita, por lo anterior es 



en definitiva resultara: 



que por la arbitrariedad de e(-»0), justifica la anulacion del 
primer miembro, como queriamos demostrar. 

Nota 1. Si es infinita | X | = + oo, podra siempre descomponerse X 
en sumandos X r disjuntos de medida | X r | finita (§ 94-6, nota 5) y el 
teor. 8 asegura que la suma (convergente o no) de las integrales sobre 
los Xr sera independiente de la descomposicion de X; entonces podra to- 
marse a dicha suma como generalizacion de la integral de Lebesgue- 
Vall£e Poussin para el caso donde tambien pueda ser | X | = + oo, ya 
incluido tambien en § 95-1, definition 1, que da un concepto coincidente 
con el de esta generalizacion (teor. 8). 

Teor. 9. Si es nula la integral de f(a)> 0, es f(x) = 0, 
salvo a lo sumo en un conjunto de medida nula. 

Pues solo siendo j.i(?/) = 0 para todo y > 0 puede ser nula 
la integral [95-1] de funcion decreciente. 

Teor. 10. Si f(x) es integrable en un conjunto medible X, 
entonces tiene medida nula el conjunto de puntos de X donde 
f (#) = + °o . 

Este es medible, como intersection (§ 94-5, teor. 3) de to- 
dos los f(x)^k; y si su medida fuera m > 0, la integral 
[95-1] en X + , de integrando \i(y)^m para todo y, seria di- 
vergente (§ 80-2). 

Nota 2. Indicaremos que una propiedad se verifica con la posible 
exception de un conjunto de medida nula de X, diciendo que se verifica 
en casi todo X (abreviadamente: c. t. X) o en casi todos los puntos de X; 
tal nomenclatura es traduction de la original de Lebesgue: presque par- 
tout (p. p.) que muchos autores emplean sin traducir. Asi, pues, la con¬ 
clusion del teor. 9 puede expresarse diciendo que f(x)=:0 en casi todo 
X, mientras que la del teor. 10 diria que f(a?) es finita en casi todo X. 

Def. Dos funciones f(a) y g(x) se diran casi iguales en 
X (o equivalentes (L) en X) si se cumple f(x) = g(.r) en 
c. t. X. 

Teor. 11. Si f(x) es integrable en X y g(z) es casi igual 
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a f(x) en X, entonces g(x) es integrable y su integral coin¬ 
cide con la de f. 

Pues, llamando X 0 al conjunto de medida nula donde pue- 
dan dejar de ser iguales f(x) y g(x), X f v al conjunto donde 
f > y, Xg v aquel donde g > y, resulta medible (§ 94-5) X s u = 
= X 0 .X g 3/ -f(X — X 0 ).X f y , por ser el primer sumando de me¬ 
dida nula (§ 94-3, M 2 , y § 94-4, teor. 3), siendo por tanto 
g(a;) medible (§ 94-8, def. 1). Por otra parte, es (teor. 1 y 8) : 



+ f g dx = | g dx 
dx— x 0 J x 


por ser nulos los primeros sumandos de los miembros inter- 
medios y ser iguales los integrandos de los segundos sumandos. 

Teor. 12. Comparacion con la integral (R). — Es in¬ 
tegrable (L) toda funcion acotada integrable (R) en un inter¬ 
vals finito I; y ambas integrales coinciden. 

Si f {x) es integrable (R), entonces es medible (L) (§ 94-8, 
teor. 3). Siendo medible y acotada f(^) admite integral (L) 
(§ 95-1, teor. 2) en cada intervalo parcial I r de I, y con la 
notacion de § 82-1 (o de § 83-1), el valor de esta integral 
estara comprendida entre m r b r y MA (teor. 5, corol.), lue- 
go, segun teor. 8, la integral (L) en I esta comprendida entre 
las sumas inferior s y superior S de Riemann; por tanto 
(§ 7-6) dicho valor (L) coincide con el de la integral (R). 

EJEMPLO 1. Un caso trivial de funcion integrable (L) y no (R) es 
la de Dirichlet (§ 95-1, ejemplo 1; § 49-2, ejemplo). 

Teor. 13. Comparaci6n con la integral (R-C). — Es in¬ 
tegrable (L) toda funcion medible definida en el espacio eucli- 
deo E m cuya integral impropia (R-C) sea absolutamente con¬ 
vergente (§§ 80-8 y 87-2) ; y ambas integrales coinciden. 

Pues los dominios D„, supuestos en sucesion monotona 
(§ 87-1, c) que definen por paso al limite la integral (R-C) 
en [87-1] son medibles (§ 94-5, teor. 5, y § 94-4, teor. 2) y 
en ellos f(x) es medible (§ 94-8, teor. 3). Entonces, la inte¬ 
gral (R-C) tiene por valor la serie 



cada uno de cuyos terminos es integral (R) coincidente con 
la (L) (teor. 12), y por ser la serie absolutamente conver- 
<)cnte, su suma representarii la integral (L) de f(x) en E m 
'(nota I). 
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Notas: 3. En cambio, una integral (R-C) solo condicionalmente con- 
vergente (§§ 80 y 87) no podra ser una integral (L) (§ 95-1, nota 4). 

4. Como ocurre con la integral (R-C) absolutamente convergente, si 
fi(a:) es integrable (L), no equivalente a una funcion acotada en X, 
existe siempre una funcion f 2 (ic) integrable (L) en X, tal que el pro- 
ducto fi(«) .i*(,x) no es integrable (L) en X. 

Ejemplos: 2. En § 95-1, ejemplos 2 y 3, se han visto los distintos 
modos de calcular una integral (R-C) absolutamente convergente por los 
metodos de Cauchy, [95-1] y de Lebesgue - Vallee Poussin. 

3. Sea en E a : 

f (0) = 0 ; f(x) = ^ (x* serf ^ = 2x sen 3 ^ sen 

en a;={=0, cuyo primer termino es acotado e integrable (L) en todo in- 
terval o finito , mientras que en el segundo termino los valores x = 
= 2/ V2n — 1 dan ordenadas que forman serie armonica divergente 
(§ 22-1, d), luego (§ 95-1, nota 4) al no serlo |f(aj)|, tampoco i(x) 
es integrable en ningun intervalo finito que contenga 0 en su interior o 
en un extremo. En cambio, existe la integral (§ 80-3) : 

(R-C) f f dx = lim ( f da; = as* sen* 

Jo e —>0 -'e 

Notas: 5. Comparando con los textos mas acreditados de otras len- 
guas, observese la sencillez alcanzada en las demostraciones anteriores, 
aun en el caso mas general de funcion no acotada y conjunto de defini¬ 
cion inedible cualquiera, a causa de poder utilizar las propiedades de la 
integral (R-C) de [95-1] para el estudio de la teoria de la integral de 
Lebesgue. La definicion (§ 95-1, b) que ha permitido esta simplification, 
ha sido oi*iginariamente expuesta en J. Rey Pastor: Elementos de la 
Teoria de Funciones (39 ed. Ibero-Americana, Madrid-Buenos Aires, 1953; 
id. 1^ ed., 1947), cuya exposition hemos procurado afinar y completar 
aqui. 

6. La propiedad de aditividad finita respecto del integrando de la 
integral (L) que con el teor. 3 de distributividad, jufltifica la linealidad 
de la integral (L), es punto de delicada demostracion que parece opor- 
tuno hacer preceder por el estudio de las funciones escalonadas en E m , 
por otra parte de gran interes intrinseco. 

3. Funciones escalonadas en E w y linealidad de la integral 
(L). — a) Observese el parecido entre las sumas s y S de 
Lebesgue y las s y S de Riemann ; la diferencia es: en estas 
se fracciona el intervalo basico X en numero finito de inter¬ 
vals (ordenados por sus abscisas si el espacio es Ei), y en la 
(L) se fracciona X en numero finito de conjuntos medibles, 
ordenados por sus alturas; y por eso quedan excluidas las fun¬ 
ciones condicionalmente integrables, como tambien acontece en 
el metodo (R) para E„ t (m > 1)*. Hagamos ahora resaltar la 

* Este caracter absoluto de la integral sobre Es. E:i .no significa dcficiencia del 

mbtodo (R) ; es natural derivacibn de no existir una ordenacibn natural del espacio, 
mientras que en Ei la bay y ea Hoslnyada por el mbtodo (I,) ; el cual es insuatltuible en 
los drums eBpaclog, hnsta Iob m&a almtractos, dondc so puede organi/.ur una teorfu de la 
mediilu (como hl/o Haas), 
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esencia comun de ambos metodos, mediante un concepto muy 
general, de frecuente uso en Analisis: 

Def. 1. Funcion escalonada sobre el espacio E m es la que 
tiene valor constante iji en cada uno de los conjuntos medibles 
Xi en que se fracciona E m = 2Xi (a lo mas numerable). Si la 
funcion escalonada E(a;) esta definida solamente en X(^)E m 
puede completarse su definicion, atribuyendole valor 0 en el 
conjunto complementary. 

Def. 2. La funcion escalonada E(:r) se dira finita, cuan- 
do es finito el numero de sus valores o escalones yi, es decir, 
cuando el fraccionamiento de E OT es finito. La escalonada finita 
mas sencilla sobre X es la funcion caracteristica de X (§ 94-1, 
def. 1). 

Def. 3. La funcion escalonada E(&) se dira infinita, cuan¬ 
do es infinito numerable el numero de sus valores y if es decir, 
cuando la particion de E m es infinita numerable. 

Bien sea directamente de la definicion de § 95-1 de inte¬ 
gral, o de su interpretacion geometrica, M como medida del con¬ 
junto de ordenadas, resulta inmediatamente: 

Teor. 1. La integral de la funcion escalonada de bases X* 
y valores y\ es la suma de yrocluctos de estos por las corres- 
poyidientes | X» j, es decir: 

[95-12] f E(x)dx = f E(x)dx = Si/i. I X* I , 

■'X J E a 

debiendo ser absolutamente convergente esta serie, en el caso 
de funcion escalonada infinita, para que esta sea integrable. 

En el caso mas simple de escalonada finita se tiene el teor. 
2 de § 95-2. Todo teorema sobre la integral da otro sobre la 
medida de conjuntos. 

Dos funciones escalonadas y' = E^z), y" = E"(x) sobre las 
particiones E„ t = EX/ y E,„ = SX/', definen otra escalonada 
sobre la particion producto E,„ = 2Xiy donde es X i? - = X/ ~ X/', 
si la funcion toma en cada X i; el valor yd + y", siendo, por 
tanto: 

J[E'(a;) + E,"(x)-\dx = 2 (yd + yf) | X ly | = 

= j E'(rc)da; + j ' E"(a?)da; , 

es decir: 

Teor. 2. La suma de escalonadas, en numero finito, es una 
escalonada cuya integral es la suma de las integrates de 
aquellas. 

b) Linealidad de la integral. — Vimos (§ 94-8, teor. 4, c) 
quo si f'(x) y f"(x) son medibles, tambien lo es f'(a;)+ f"(a;) • 
VeumoH ahora su integrabilidad. 
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Nos apoyaremos en la propiedad aditiva de las escalonadas; eoncepto 
introducido precisamente para facilitar esta demostracion, pero qiie tiene 
interes en otras cuestiones, sobre la cual basan entre otros Vitali y 
Sansone (citado en Cap. IX, nota VIII, 3), Halmos o Munroe (citados 
en nota IV-4) toda la teoria de integracion. 

Si las funciones f'(x) y f"(x) acotadas en X de medida finita, es~ 
tan comprendidas entre escalonadas de valores y r (§ 95-1, d) : 

e'(x) < f'(x) < E'(ir), de donde ^ 2/‘- 18 * < S f'(&)dx < %yi 8 ( , 

e"(x) < f'(x) < E"(x), „ < S f"(*)d* < ZVib, ; 

que dan acotaciones de las integrales sumandos difiriendo en menos de 
t, para integral 1 la acotacion suma: 

e'(x) + e"(x) < f'(x) + £"(*) < E'(x) + E"(x) , 

formaremos la partition product©, llamando X r = Xu = X, ~ Xj, es decir,, 
ordenaremos los con juntos intersecciones, y la integral de la suma esta 
definida por las acotaciones: 

X (y'r -1 + 2/"r-l) 8r < J [f' (x) + f" (x ) ] dx < £ (V'r + V" r) 5r , 

que al diferir en menos de 2 e, prueban (§ 95-1, d) que la integral (L) 
de la suma coincide con la suma de las dos integrales. 

Si las funciones sumandos f'(x) y f"(x) no estan acotadas, pero 
son integrables en X medible de medida finita, demostremos primcro la 
aditividad en el conjunto X + donde a la vez es f' > 0 y f" > 0. Si es 
S(x)=f'(x) f"(as), consideremos las funciones truncadas (§ 95-1 d) : 

Sk(x) ^ f'ic(a!) + f"ii(x) < S 2 ii(a;) , 
y por el caso de acotacion: 

j/ S K dx < j f' K dx + j f"ic dx < ^ Saic dx , 

que para K—» + oo, demuestra por [95-6] la aditividad en X + . En el 
conjunto donde f' > 0 y f" < 0, se considera por una parte el subcon- 
junto donde S = f' + f" > 0 y se aplica el caso anterior para f' = 
= S-f (—f"), y por otra pai’te el subconjunto donde S < 0, poniendo 
— f" — f' + (—S). Analogamente se tratan los casos f'< 0 y f" > 0 6 
f' < 0 y f" < 0. Si X es de medida infinita, se descompone en con- 
juntos sumandos de medida finita y en definitiva por aplicacion de § 95-2, 
teor. 8 (nota 1), queda demostrada la propiedad aditiva respecto del in- 
tegrando, que se extiende inductivamente (§ 2-2) a cualquier numero fi- 
nito de sumandos, dando: 

Teor. 3. La suma de funciones integrables, en numero fi- 
nito, es tambien integrable, y su integral es la suma de las in¬ 
tegrales de los sumandos. 

El caso de infinitos sumandos (serie convergente) se tra- 
tara en § 95-4. Del teor. 3 y de la distributividad vista en 
teor. 3 de § 95-2, resulta la linealidad de la integral, expre- 
sada asi: 

( Sc r f r (a:)da: = S c r ( f r (z)d:r. 


[95-13] 
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4. Teoremas de eonvergencia. — He aqui el punto culminan- 
te de la teoria de Lebesgue, porque permite la permutation del 
signo de integral con el limite (cfr. §§ 94-1 y 85-1), sin mas 
restriction que la acotacion uniforme del integrando entre dos 
funciones integrables, o bien la acotacion del modulo respecto 
de una funcion integrable. 

La uniformidad de la acotacion con que Lebesgue sustituye 
la uniformidad de la eonvergencia (§ 85-1), se transforma en 
esta misma atenuada mediante la exclusion de un conjunto de 
medida arbitrariamente pequena; y esta parte de la demostra¬ 
cion, desglosada por su utilidad para otras cuestiones, consti- 
tuye esta proposition: 

Teor. 1. (Lema de Egoroff). Si una sucesion de funcio¬ 
nes medibles f„(£) converge hacia un limite finito f (x) en casi 
todo un conjunto X (§ 95-2, nota 2) de medida finita, enton- 
ces existe en X un subconjunto X$ de medida menor que un 
numero prefijado arbitrario ft > 0 tal que en X — X (5 es uni¬ 
forme la eonvergencia de f„ hacia f. 


Dem. Si f„(»)-» f (a;), medible (§ 94-8, teor. 7) en X 
con | X 0 | = 0, sera medible 

(§ 94-8, teor. 4) la funcion I ' i 

g„(x)= | f(x)— f»(x) | -» L J 

-» 0 para a: de X — X 0 . A 

Por definition de conver- 1/,s ”\\Kr-yr//' 

gencia ordinaria, para s Vy g, \l\\ 

numero natural cualquie- \ / ]/| 

ra, es g»(a;) < 1/s si _ J\ 

n> r(x,s). Agrupemos en ' ----f 11 

el conjunto medible (§ |[ ' XI 

94-8, teor. 1) X/(^)X— 11 !! 

— X () los puntos x donde j h< X, H | 

se verifiquen las anterio- h -X s - h 

res desigualdades para s y Fig 324 _ 

r numeros naturales dados. 

Como evidentemente es (fig. 324) 

Xl*(^)X 3 *(^) ... (^)Xr'(^) ... (^)X —Xo 


sienao X — X 0 la union de todos los X r * (s fijo, r — 1, 2, .. .), 
sera (§ 94-5, teor. 2) lim | X r s | = | X — X 0 | para 00 , y 
por tanto existe r = r(s) tal que | (X — X 0 )— X* r(8) | < ft/2 8 . 

Sobre la interseccion medible (§ 94-5, teor. 3) de todos los 
X"ru) para s = 1, 2, 3, ..., es g n (%) < 1/s, si n > r(s) cual- 
q in e ra que sea el punto x tornado en dicha interseccion, es de- 
cir, en ella la eonvergencia es uniforme y su complemento X 

a X Uene por medida 
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|x s i = | x — n s x\ (8) | = | (x — x 0 ) — n,x* r(a) | = 

= I u s [(X — x 0 ) — x* r( „] | < 

< I (X — Xo) — x\ (s) I < 8/2® = 5 , 

como queriamos demostrar. 

Notas: 1. El lema falla para funciones no medibles (§ 94-7) o para 
X de medida infinita. 

2. En este lema se hace referenda a cuatro tipos de convergencia. 
Elios son: la convergencia ordinaria o puntual g„(a;)-»0 en X — Xo, 
la convergencia puntual g„(x)—>0 en c. t. X (al ser | X 0 | = 0, § 95-2, 
nota 2), la convergencia uniforme g„(x)—>0 en X — Xg , y la que po- 
demos llamar (Weyl) convergencia esencialmente uniforme g n (x) —>0 
en X (al ser X s de medida 5>0 arbitrariamente pequena). En casi 
todos los textos a este ultimo tipo de convergencia, se le llama menos 
acertadamente “convergencia casi uniforme en X” que puede confundirse 
con convergencia uniforme en c. t. X (es decir, uniforme en X — X u con 

I Xo I = 0). 

Con esta nomenclatura, el lema de EGOROFF dice que la convergencia 
puntual de las funciones medibles f„ (x) —> f (cc) en c. t. X de medida )i- 
nita, implica la convergencia esencialmente uniforme en X. 

Se usan las abreviaturas: g„(a;) —>0 con 

[c.p. en X — Xo] , [c. p. en c. t. X] , [c.u. en X — X s ] , 

[c. e. u. en X] . 

Teor. 2. (Lebesgue). Si en una familia de funciones me¬ 
dibles, acotadas entre dos funciones integrates g(x) y G(z) 
sobre un conjunto X de medida finita o infinita y, por tanto 
(§ 95-2, teor. 4), integrates en X, se verified f n (x)-> f (a), 
es tambien 


f f n (x)dx -> f f(z)da;. 

Jx Jx 

DEM. Para probar la convergencia del resto hacia 0, su- 
puesto X de medida finita, haremos la descomposicion del lema: 

f [f n (z) — f(x)]dx = f [fn(^) — f(z)]da; + 

Jx ‘'X—Xfi 



El sumando 1<>, en virtud del lema, tiene valor absoluto < e 
desde un n 0 ; el 2? y el 3?, por § 95-2, teor. 4, estan acotados 
entre las integrales de g y G sobre el conjunto X§ , cuya me¬ 
dida puede hacerse tender a 0; luego, por 95-2, teor. 7, desde 
un h en adelante, son menores que e. Siendo, pues, el resto 
< 3e desde w n , resulta la convergencia del enunciado. 

Si X es de medida infinita, siendo | G(z)| y | g(*)| inte- 
grables en X (§ 95-1, teor. 1), dado e>0 arbitrario, se po- 
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dra descomponer X = X f + Xi de modo que el conjunto ine¬ 
dible X r sea de medida finita y en X* medible valga 

f (| G(a) | + | g(a;) |)dz < e 

(§ 95-1, nota 1). Entonces, para todo n sera tambien: 
f [fjx) — f(x)]dx < 

< f (|f.| + \f\)dx <2 f (| G | + | fir |) da? < 2e , 

Jx ( J Xj 

aplicandose para X t de medida finita el razonamiento ya ex- 
puesto. 

Nota 3. Como corolario de teor. 2 resulta de nuevo la aditividad res- 
pecto del conjunto basico (§ 95-2, teor. 8). En efecto, suponiendo, en 
virtud de [95-2] f(x) > 0, las funciones f r (x) =f(*) en X r y nulas en 
el complement, todas las sumas parciales de % f r = f, estan compren- 
didas entre f„ y f; luego son integrables, segun § 95-2, teor. 4, y por 
teor. 2, se verifica: 

f f = s ff, = s ft. 

Jx Jx Jx,. 

Teor. 3. (Fatou). Si 0 son medibles en X medi¬ 

ble, donde f {x) es tambien inedible, cumpliendo 
0 < f (&) < lim f„(x) 

n—?Sj 

en casi todo X, entonces es 

[95-14] f f(x)dx < lim f f. n (x)dx , 

Jx 

en el sentido de que si el segundo miembro es finito, entonces 
f(&) es finito en casi todo X e integrate, mientras que si f (x) 
no es integrate en X, entonces es 

[95-15] lim f f n (a;)daj = + oo . 

n— >oo ■'X 

Dem. Supuesta | X | finita. basta utilizar las respectivas funciones 
truncadas (§ 95-1, d ) cumpliendo: 

0 < fu < lim (fn) IC . 


Entonces, para todo x es 0 < y„(ce) = inf (f m ) K < (fn)xc < K, por lo 

m^n 

que y„ sera integrable cumpliendo lim„ y„da; < lim I (f„) icd.r; como para 

— Jx “ Jx 

cada x fijo la sucesion y„ es creciente (en sentido amplio), existira el 
lim., y«(»)= lim B (f,,)K > fK(sc), por lo que podemos aplicar teor. 2 con 
j.' 0 y G = K. dando 

f K da; < (lim,, y„) do: = lim„ • y„ dx < 

J x J x 



< lim ( (fn)Kda: < lim ( f»d£C. 
nzn J* — dx 
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Si f(a) es finita en c. t. X, se deduce [95-14] de la anterior,_ ha- 
ciendo K + oo. Si f(a) = + cc en un conjunto Xi de medida positiva 
| Xi | > 0, entonces 

J^ficdx > K . | Xi j 

y se obtiene [95-15] . 

Si |X|=:4-o3 y f(x) no es integrable en X, se obtiene [95-15]. 
En efecto, si fuese 


lim 

n—±co ' 


f n (x)dx 


finito, descomponiendo X en una suma numerable de conjuntos medibles 
disjuntos X r de medida finita (§ 95-2, nota 1), por el caso anterior exis- 
tira y sera 


f f da < lim j f„ da , 
Jx, 


J 

\ f da < Xr lim 

f f„ da < 

— Sr L 

J 

X r n—><X) ' 

J x r 

n—>co * /A ' 


< lim I f„ da 

n —»ud J x 

finito, es decir (§ 95-2, nota 1) seria f(a) integrable en X. 

Si f (a) es integrable en X de medida infinita, se aplica la descom- 
posicion de § 95-1, nota 1, y por ser | X t | finita: 

f fda < lim f f„da < lim f f„da 
./X f „—*' x r »—»co * x 

r 

y como ademas fda < e, de estas dos resulta: 

x. 

f fda 4- ( fda = f fda < lim f f„da -f e , 

J X t Jx t Jx »—>co x 

que justifica [95-14] por la arbitrariedad de e -» 0. 

La acotacion de Fatou es muy util en diversas cuestiones de Analisis 
cuando por no disponerse de la acotacion uniforme (teor. 2) no puede 
asegurarse la convergencia de las integrales. 

Teor. 4. (Beppo Levi). Sea f(x) el limite finito o infinito 
de la sucesion creciente 

0 < f x (x) < f 2 (a;) < ... < f n(x) < ... 


de funciones medibles no negativas en un conjunto medible X. 
Entonces es: 

[95-16] lim f f n (x)dx = f f (ar)da: 

n —>od ^X ^ X 

en el sentido : 

1 <?) Si el 'primer miembro es finito, entonces f (x) es finito 
en c. t. X (§ 95-2, nota 2) y es integrable, cumpliendo [95-16]. 

2 (? ) Si i(x) es integrable, el primer miembro de [95-16] es 
convergentc y se rumple la igualdad. 
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3 9 ) Si el primer miembro de [95-16] es infinito, f (a:) no es 
integrable y reciprocamente. 

Dem. Si el primer miembro de [95-16] es finito, entonces 
por el teor. 3 de Fatou es f (a;) integrable, y por el teor. 2 de 
Lebesgue quedan demostrados los casos l 9 (§ 95-2, teor. 10) 
y 2 9 . De estos dos, se deduce por exclusion el caso 39. Coro- 
lario inmediato es: 

Teor. 5. Si u„(a;)> 0 es medible para todo n y punto x 
perteneciente a un conjunto medible X, entonces es 

[95-17] [ 2 u„(aO J da: = 2^ u„ (a) da , 

si uno de los dos miembros existe. En particular, la convergen¬ 
cia del segundo miembro implica la convergencia de la serie 
2u„(a:) en c. t. X. 

Notas: 4. Observese la extraordinaria simplicidad del paso al limite 
bajo el signo integral obtenido en los teor. 4 y 5 para la integral de 
Lebesgue y comparese con las limitaciones requeridas en la integral de 
Riemann e ilustradas en el ejemplo de § 85-1, nota 2. 

5. El teorema 4 fue enunciado y demostrado por B. Levi (1906) an¬ 
tes que IL Lebesgue (1910) dedujera el teor. 2 y en otras exposiciones 
(tal la excelente de F. Riesz y B. S. Nagy, ver nota IV, 4) el de Lebes¬ 
gue se deduce del de B. Levi, siendo ambos en realidad equivalentes. 

Ejemplos: 1. Sea en (0,1) de E, la sucesion de funciones acotadas 
(no uniformemente acotadas en su conjunto) : 

f„(a) = wa n_1 , (» = 1,2, 3, ...) 

con lim f„(a)= f (a)= 0 para wo°. 

Entonces, sera: 

0 = f f da = f ( lim f„)da < lim j f„ da = 1 , 

Jo Jo n —»co n —+.o JO 

que no cumple los teor. 2 (Lebesgue) y 4 (Beppo Levi), pero si el 3 
(Fatou). 

2. Sea en (0,1) de Ei la sucesion de funciones 

f„(a) = wa"' 1 —(>i4-l)a n , (n — 1,2,3,...) 
dando (§ 37-4) : 


S(a) = X i«(x) = lim S„(a) 
n — l n —>co 

y resulta 


lim [1— (n + 1)*"] = 1 

n —>co 


/• i ri 00 CO rl 

1 = ( lim S„) da = ( X f«)da > X fn da = 

Jo n—> 00 Jo n~ 1 n — UO 

= lim j S„ da = 0 , 

n —>co J 0 

que no cumple el teor. 2 (Lebesgue), pero tampoco el 3 (Fatou), pues 
las Si.(a) cambian de signo en (0,1). 

3. Sea en Ei la sucesion decreciente de funciones medibles, no nega¬ 
tivas tales que f„(a) = 1 si x>n y nulas en a < n. Para estas es 


lim fn(a) = f(a) = 0 

ti »>/) 


y por tanto 
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re o 

r co 

r 

f d* = 

1 ( lim f„)da; 

< lim 

'o 

Jl) n —> O) 

71—>CO •J0 


in dx = 


[' « 

= lim da; = + oo. 

n —3 J n 


No se eumple el teor. 4 (B. Levi), pero si el 3 (Fatou). 

Observese que las f„(a;) no son integrables. Demuestrese que el paso 
al limite [95-16] es tambien cierto para una sucesion decreciente de fun- 
ciones integrables no-negativas. Para una sucesion creciente de funciones 
no-negativas bastaba que fuesen medibles. 

Por el teor. 2 (Lebbsgue), si la sucesion de funciones me¬ 
dibles no-negativas f„(a?)>0 esta uniformemente acotacla en 
el con junto medible X por una funcion integrable y ademas 

f„(a)->0 en c. t. X, entonces j f, t d.r -a 0. 

El reciproco no es cierto (cfr. ejemplo 4), a pesar de § 95-2, 
teor. 9; tal se muestra en el ejemplo siguiente: 

Ejemplo 4. Si dividimos el intervalo [0,1] de Ei, en 2, 3, 4, ... 
partes iguales y consideramos la sucesion de funciones caracteristicas 
(S 94-1, def. 1) i„(%) de los intervalos L = [0,1/2], la = [1/2,1], 

1, = [0,1/3], I«= [1/8, 2/8], I, = [2/3,1], I, = [0,1/4], ..., sera 

JV in dx = 11.1 -» 0 

y en ningun punto de [0,1] tiende a cero f„(x) para n -» co. 

Nota 6. Ademas de los tipos de convergencia examinados en la nota 

2, puede considerarse tambien la convergencia en medida: 

Se dira que la sucesion f„(x) tiende en medida a f(x) sobre X si 
para cada e>0 fijo, tiende a cero con 1 In la medida p„(e) del con- 
junto de puntos * de X donde |f(tf)—f«(cw) | 

En el ejemplo 4, si bien los f, (ac) no tienden a cero en ningun 
punto de [0,1], en cambio convergen en medida a cero sobre [0,1]. 

En general, se tiene: 

Teor. 6. Si f„ (x) > 0 / orman una sucesion de funciones 
integrables sobre un conjunto X medible, tal que 

f f„ dx -> 0 , 

J x 

entonces la sucesion f„ (x) tiende en medida a cero sobre X. 

Pues si para e>0 fijo, es X„ el conjunto donde f„ <» > e, sera 
e | X* | < Jx f„ da; < .f x f. da- -> 0, con 1/n, y por tanto | X„ | -» 0, como 

querlamos demostrar. 

Nota 7. En Cap. XXV, nota III, examinaremos otro tipo de con¬ 
vergencia, llamado convergencia en media, que origina uno de los mas im¬ 
portances resultados de la teorla de integration de Lebesgue. 

Teor. 7. Si i n (x) > 0 / orman una sucesion de funciones in¬ 
tegrables sobre un conjunto X medible, tal que 


( f# da; 
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entonces existe una sucesion parcial de f„ (a;) que tiende a cero 
en c. t. X para n r —> 0. 

Pues por el teor. 6, para eualquier k natural y todo 8 > 0, existe m k 
tal que si n > m k , es |x n (l/2*) < 6/2*, siendo p,„ (l/2' ; ) la medida del conjun¬ 
to contenido en X donde f„ (x) > 1/2*. Si se toma w, = rth, n 2 = 
= max[n, -f- 1, m,], n a = max[w 2 + 1, m ; ,], etc., y es X* el conjunto conte¬ 
nido en X donde i n i.x) > 1/2*, sera j X* j < 8/2*. Para todo e > 0, existe 
a tal que 1/2" < e, y entonces, si r > s, sera 0 < f n (x) < 1/2' < e en la in- 
terseccion de todos los conjuntos X — X* para los que Ic > s, y con mayor 
razon en la interseccion de todos los conjuntos X — X k (k = 1,2, ...), con 
la medida de la union de los X* menor o igual que % k \ X k | < S/2* < 8, 

es decir, la convergencia f„ (a;)—>0 es esencialmente uniforme en X (nota 

2). Esto, por el lema de EGOROFF (teor. 1), implica que f„ —> 0 en c. t. X, 

r 

pues si existiese un X £ con medida exterior | X e j > e > 0, tal que en sus 
puntos no tendiese f„ a cero, tomando 8 < e, para eualquier Xg de medida 

r 

| Xg | < 8, no podria haber convergencia uniforme de f„ (a;) a cero en 

r 

X — X^ , que forzosamente contendria puntos de X e . 

Nota 8. Observese que si f(a;) coincide con la funcion caracteristi- 
ca de [0, i] y f 2 „(x) con la funcion caracteristica de [i, 1], a pesar de ser 
lim,, f„ (cc) = 0 en [0,1], no existe sucesion parcial f„ (a;) que tienda a ce¬ 
ro en c. t. [0,1]. 

Teor. 8. (Comparacion de la integral (L) con las in- 
tegrales superior E inferior de Darboux). — Sea una fun¬ 
cion f (x) medible y acotada cualquiera, definida en un inter¬ 
valo finito I del espacio euclideo E m y 
f(x) = lim [extr sup f(£)] , f_(x) = lim [extr inf f(£)] , 

h —>0 (.eOAx.h) h —>0 £eQ(a h) 

las funciones superior e inferior (§ 82-5, def.) de f(a;), donde 
Q (x,h) es un entorno cubico cerrado de centro x y lado h. 
Entonces, las funciones f(a) y f(#) son integrables (L) y sus 
integrates son respectivamente iguales a las integrates superior 
e inferior de Darboux: 

(I/) f i(x)6x = f f (;u)die ; (L) f f(z)da: = f f(a;)da:. 

i ' ! -i 

Dada una particion (§ 83-2) de I en cubos Q, r sean m r y M r los ex- 
tremos de f(a;) en Q r , formando las funciones escalonadas finitas (§ 95-3) 
«•(•'') y E(x) que toman respectivamente los valores constantes m r y M r 
■ ■II (d interior de cada Q r . Si tomamos una sucesion numerable de par- 
liciones cada vez mas finas, con norma que tienda a cero, la frontera de 
!<>n Qr para cada particion es de medida m-dimensional nula y lo mismo 
ocumrA para la union numerable de todas las fronteras de los Q r corres- 
liondientes al conjunto numerable de particiones, por lo que las funciones 
inferior y miperior f(.r) y f(x) serun respectivamente los limites me- 
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dibles (§ 94-8) de las esealonadas e(x) y E(x) en c.t.I. Por el teor. 2 
de convergencia acotada (Lebesgue) existiran y seran: 

(L) f_(^)da = lim (L) ( e(x)dx = lim(S r 7n r | Q r |) = \ f(x)dx, 

(L) ^ I(x)dx = lim (L) f E(x)dx = lim(2rM r | Qr |) = J i(x)dx. 

Nota 8. En particular, restando las dos anteriores, la condicion ne- 
cesaria y suficiente para que las integrales de Darboux sean iguales, es 
decir, para que f(x) sea integrable (R) (§ 83-1), es que sea 

(L) ( (T(a;) — f_(*))da: = 0 , 

__ 

es decir, (§ 95-2, teor. 9) que en c.t.I sea f(x)=jf_(a;) condicion que es 
equivalente a la continuidad de f (cc), volviendo a encontrar la condicion 
3^ de § 82-3 y el teor. 12 de § 95-2. 

5. Continuidad absoluta y funcion integral (L). — a) Aun 

cuando muchos resultados son ciertos en E m , como en este es 
complicada la teoria de la derivacion, vamos a considerar solo 
el caso mas sencillo de integral (L) definida en la recta real Ei. 

Si como en el caso de integral (R) (§50) llamamos fun¬ 
cion integral F(a:) a la integral (L) de f(x) en (a, x) con- 
tenido en (a, b), donde suponemos que f(a;) es integrable (L), 
el teorema 7 de § 95-2 prueba inmediatamente que F(a;) es 
una funcion continua, como en el caso de. integral (R). Si 
ahora nos proponemos estudiar la existencia de la derivada 
F'(x) de la funcion integral (L) y su relacion con el inte- 
grando f (a), sera convenient^ anteponer el siguiente resultado, 
uno de los mas sorprendentes e importantes de la teoria de 
funciones de variable real: 

Teor. 1. (Lebesgue). Toda funcion monotona continua 
f (z) admite derivada finita y determinada en^casi todo punto 
x de su intervalo de definicion (§ 95-2, nota 2). 

Dem. (F. Riesz). Apoyarcmos la demostracion en el siguiente lema 
de Riesz: Sea g(x) una funcion continua en el intervalo [a, 6] y sea C 
el conjunto de puntos x interiores a este intervalo tales que exista un 
punto $>x donde g(0>g(*)- Entonces el conjunto C es o bien vacio, 
o bien abierto, suma de un numero finito o una infinidad numerable 
(§ 94-2) de intervalos abiertos disjuntos (a f ,&,), siendo para todos estos 
intervalos g(<u) < g(L). . „ , . . . , , 

El conjunto C es abierto, porque si a;„ f C, es decir existe £,> x 0 tal 
que g(!)>g(^o), por la continuidad de g(a:), las relaciones x con 
g(0 > g(x), continuan siendo validas en un entorno de x 0 (§ 26-1). Sea 
ahora (a,, &*) uno cualquiera de los intervalos abiertos que componen C, 
a cuyo conjunto no pertenecera bi. Vamos a probar que si xz(ai,bi), 
entonces g(x)< t g(b i ). Pues si fuera g(x)>g(D, como C contiene x 
y no bi, existira un tz(x, 6.) tal que g(£) > g(x) > g(b t ), y el maximo 
absolute (§ 26-5) de la funcion continua g(x) en [x, &,] se daria en un 
punto de (x,bt) e C, sin que pudicse curnplir la condicion que caracte- 
riza los puntos de C. Haciendo x-*a t , por continuidad resultard tam- 
bidn g(«i) < g(b,) y el lema queda dSmostrado. 

Para fijar las ideas supongamos (pie !'(.'■) sea continua y crcc-iente 
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(en sentido amplio) en a < * < b. Vamos a ver que entonces los cuatro 
numeros derivados (Cap. IX, nota V) de f(«) son iguales y finitos en 
c. t. ( a,b ), que es lo afirmado por la tesis a demostrar. Para esto bas¬ 
tard probar que en c. t. (a, b) se cumplen las relaciones: 

F) D f < + CO ; 2») D + < D- ; 

pues aplicando la 29- a la funcion creciente —f(— x ), resultard en c. t. 
(a,b), que tambien es D~ < D+, y combinando con la y 2^ se obtiene 

D + < D- < D" < D + < D + < -f co , 

debiendo valer por tanto los signos de igualdad, con valor finito por ser 
no negativos (Cap. IX, nota V). 

Dado un numero positivo K cualquiera, sea C* el conjunto de puntos 
de (a, b) donde D + > K. Esta relacion implica la existencia de un £ > x, 
tal que [f(£) — f(*)]/(£ — x)>K, es decir, g(0>g(*) para g(aj) = 
= f(.r)—K. t. Por el lema, el conjunto C* esta contenido en un conjunto de 
intervalos abiertos (a,, bi) donde f(6,)— K6 f > f (a,)—Ka,, es decir, su- 
mando queda: 

[95-18] KS«(&» —a.) <S«[f(&<)“f(«<)] < f (6) — f (a). 

Para K arbitrariamente grande, debera ser (bt — a { ) tan pequeiia 
como se quiera, lo que muestra que el conjunto C , donde D' = + co es 
de medida nula (§ 82-2), quedando probada la relacion l’l. 

Vamos a ver ahora que dados arbitrariamente los numeros positivos 
k < K, los puntos en donde simultdneamente sea D + > K y D_ < k for- 
man un conjunto Cut de medida nula. La relacion D- < k implica la 
existencia de un € < x tal que f (f) — f (x)> /e($ — x), es decir gl (_{)> 
>gi(— x) para gi(cc) = f(— x) + Icx, y aplicando el lema como antes, 

los puntos donde D. < k estaran situados en un sistema de intervalos 

abiertos (a,, b,), tales que ga(— a,) > gl (— b,), es decir 

S/[f(M— f (a,)] < k%, ( b) — a,). 

Si ahora en cada (a,,bi) consideramos la funcion g(a) = f(x) — Ka:, 
tendremos por el lema un sistema de intervalos (an, bn) al que sera 
aplicable [95-18], de modo que: 

K2. (bn—a it ) < 2<[f (bn)— f(a,,)] < f(&,) — f(a,) 
y sumando respecto de j, quedara 

Kv 2 < kti , 

donde 

= Si (bn — a ti ) , v x — {b, — rr,' , 

estando en el sistema los puntos donde a la vez sea D’ > K y D- < k. 

Si repetimos en los intervalos del sistema el procedimiento an¬ 
terior y seguimos asi sucesivamente, se tendra en general 

2a, < (k/ K)2a.-i < (k/ K)2 s ,- a , 

de donde 

2a, ^ (k/ K) n v 1 —> o para n —> oc , 

y como los puntos en donde simultaneamente es D* > K y D- < k estan 
en todos los 2a«. es | C K * | = '0. 

Si ahora formamos los conjuntos Ck* correspondientes a todos los 
pares de numeros racionales positivos k < K, formaran una infinidad 
numerable (§ 2-7, ejemplo 4) y su union tendra medida nula (§ 94-5, 
teor. 2). Como a esta union deben pertenecer los puntos donde D* > D-, 
lines en este caso siempre es posible encontrar (§ 7-6, c) un par de nu- 
meros racionales positivos k y K tales que sea D* > K > k > D-, que¬ 
da ni demostrada tambien la relacion 2^ y por tanto el teorema 1 de 
LBWDb'GUB. 

Como toda funcion es de variacion acotada cuando y solo cuando 
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puede expresarse como diferencia de dos funciones crecientes (§ 55-9, d), 
un inmediato corolario del teor. 1 es: 

Teor. 2. (Lebesgue). Toda funcion de variation acotada admite de- 
rivada finita en casi todo punto. 

Nota 1. Tanto el teorema 1 como el lema de Riesz se extienden fa- 
cilmente a funciones con solo puntos de discontinuidad de primera espe- 
cie (§ 25-4, b) (hagase), por lo que se puede prescindir en el enunciado 
del teorema 2 de la hipotesis de la continuidad. Por otra parte, el con- 
junto de puntos de discontinuidad de una funcion de variacion acotada es 
numerable (§ 94-2, a, nota 1) y por tanto de medida nula (§ 94-5, teor. 2). 

b) Basandonos en las descomposiciones [95-2] y [95-3] no 
es diflcil probar que la funcion integral F(x) es de variacion 
acotada y que su variacion total (§ 55-9) viene dada por: 

[95-19] V,, 6 F(a) = J | f (x) \ dx. 

a 

Pero la funcion integral es algo mas que continua y de va¬ 
riacion acotada. En efecto, cualesquiera que sean los intervalos 
(a*, hi) , (i= 1, 2, 3, ...) no rampantes, de longitud total h, 
cuyo conjunto suma llamaremos X;„ los correspondientes in- 
crementos de F(x) son 

Ai = F(& { ) — F(a-i) = ( f(x)dx , 

a i 

luego 

S | Ai | < 2 I* *| f (x) | dx = J | f (*) | da: < e 

a, " x h 

para valores de h suficientemente pequenos (§ 95-2, teor. 7). 

Esta propiedad fue definida en general por Vitali: 

Def. Una funcion se llama absolutamente+continua en (a,b) 
cuando para cada e > 0 existe un h > 0, tal que para toda fa- 
milia finita de intervalos hi no rampantes de longitud total 

< h sea la correspondiente suma absoluta de incrementos 
2 j At | < e. . 

En particular, para un solo intervalo, resulta la continui¬ 
dad uniforme (§ 26-6) y por tanto la ordinaria, incluida en 
la absoluta. 

Nota 2. Aunque algunos autores, siguiendo a Vitali, exigen mas 
estrictamcnte la acotacion de la suma absoluta de incrementos para toda 
familia, finita o infinita de intervalos no rampantes, es obvio que si la 
condition % | Af I < £ se verifica para toda suma finita de longitud total 
< h, tambien vale para toda serie (§ 22-2, a) de suma < h. Ambas 
definiciones son, pues, equivalentes. Vitali llamaba borslianos a tales 
conjuntos, sumas de intervalos en liumero finito o infinite numerable a 
no confundir con el concepto mas amplio de conjunio inedible (B) (intro- 
ducido anteriormente (§ 94-1). 

EJEMPLO. El rmis sencillo de funcion mon6)ova, continua, no absoln- 
lamente, del que partid Vitali, es la funcion de Cantor (Cap. IX, nota 
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VI, b). Tara los intervalos que encierren el correspondiente conjunto 
ternario de Cantor (§ 50-2, nota 3), cuya suma es arbitrariamente pe- 
quena, la suma de incrementos vale 1. Por tanto, esta funcion continua 
y de variacion acotada, no es integral indefinida (§ 50-1, b ) de ninguna 
funcion. 

Pero ademas la continuidad absoluta es propiedad caracte- 
ristica de las funciones integrales (L), resultado capital que 
completa el de Vitali, dando: 

Teor. 3 (Lebesgue). Para que F(.r) sea una integral in¬ 
definida (§ 50-1, b) es necesario y suficiente que sea absoluta - 
mente continua. 


Dem. Antes se ha demostrado la necesidad. Reciprocamente, si F(a;) 
es absolutamente continua, entonces es de variacion acotada. En efecto, 
dado ? > 0, y un h > 0 correspondiente a la definition de continuidad 
absoluta, descompongamos el intervalo (a, b) en subintervalos cuales¬ 
quiera, cada uno de longitud < 111. En la correspondiente ^ | Ai I, habrd 
a lo nuts m grupos de sumandos, con 


tales que la longitud total de los subintervalos respectivos sea < h y 
por tanto, la contribution de cada grupo a la suma % \ A< | sea < f. 
Por tanto, la variacion total (§ 55-9) sera 

V.>F(«) < s( 2(i, -V + 1 ) . 

Aplicando la descomposicion de Jordan (§ 55-9, d), resultaran tam¬ 
bien absolutamente continuas las variaciones positiva y negativa de F (x) 
y por tanto podremos suponer que F(x) es creciente. 

Entonces, el cociente incremental [F(x + /;)—F(x)]//i es no-nega- 
tivo y tiende (teor. 1) en c. t. x hacia F'(x). Como ademas, su integral 
en el intervalo (a, |1) vale 

1 r&+h I ra+h 

4- F(x)dx — 4- F(x) dx 
h J i j h Jc, 

y siendo F(x) continua, esta integral tiende hacia F(|3)—F(a) para 
h —> 0 (§ 50-1), podremos aplicar el teorema de FATOU (§ 95-4, teor. 3) 
para afirmar que F'(^) es integrable (L), cumpliendo 

[95-20] fV(x)dx < F (P) — F (a). 


Por tanto, si G_(x) es la funcion integral de F'(x), la diferencia 
F(x) — G(x) es creciente y ademas absoli'tamente continua, pues lo son 
F(x) por hipotesis y G(x) por el teorema directo. Ademas en c. t. x 
existe (teor. 1) y es G'(x)=F'(x). Pues de [95-20] deducimos, por 
formation de los respectivos cocientes incrementales, que debe ser G'(x)< 
< F'(x) y por el teorema de convergencia acotada (§ 95-4, teor. 2) por 
la funcion integrable F'(x), es 


lim 
/i—>o 


X 


P G(x 4- /')— G (x) 


dx = 


G'(f*)dx 


cuya integral del primer miembro igual a 

i rp+h ! ravh 

— G(x)dx — — r- I G(x)dx 

/i Up ri „ 

tiende hacia G((l)- G(n), por In continuidad de G(x) (§ 50-1). 
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Por tanto 

(V(x)dx — f^G'(*)dz = f [F'(*)— G'(x)] dx = 0 , 

Ja Ja Ja 

que al tener integrando no-negativo, prueba (§ 95-2, teor. 9) que este es 
nulo en c. t. punto. 

La demostracion queda, pues, redueida a probar que si F(&) es cre- 
ciente, absolutamente continua, con derivada F'(x)= 0 en c. t. x, entonces 
F(x) se reduce a una constante. En efecto, es de medida nula el conjunto 
C donde no exista o no sea nula F'(x). Entonces, el conjunto imagen 
F(C) es tambien de medida nula por la continuidad absoluta de F, ya 
que dado e > 0 arbitrario, puede cubrirse C por un sistema de intervalos 
no rampantes de longitud total < h y las imagenes de estos intervalos 
sera de longitud total < e (definicion de continuidad absoluta) y cu- 
briran F(C) (§ 82-2). Finalmente, es tambien de medida nula el con¬ 
junto imagen F(E) del E donde es F'(ir)=0. Pues, dado e> 0 arbitra- 
riamente pequeno, se podra hacer corresponder a cada punto x de E un 
i > x tal que F (£)— F(a;)<e(£ — a:), y si se toma g(x)=sx—F (x) 
para aplicar el lema de RieSZ visto en la demostracion del teorema 1, el 
conjunto E esta comprendido en un conjunto abierto suma de intervalos 
abiertos disjuntos ( a,,b i) para los que g(a t ) < g(6<) , es decir F(M — 
— F(a f )<e(6 < — a,); por tanto, el conjunto F(E) esta constituido con 
una suma de intervalos de longitud total <e(i> — a) arbitrariamente pe- 
queiia. Por tanto el intervalo de extremos F(a), F(5) cubierto por dos 
conjuntos de medida nula, debera ser de medida nula, es decir F(a) = 
= F(6), como queriamos demostrar. 

De la demostracion anterior deducimos ademas que si F(x) es ab¬ 
solutamente continua, en [95-20] vale el signo de igualdad y por tanto: 

Teor. 4. Si F(&) es absolutamente continua en ( a,b ), eiv- 
tonces es la funcion integral de su derivada (a menos de una 
constante, § 50-1, b), cumpliendo: 

[95-21] = F(x) — F (a). 

a 

NOTA 3. El mismo metodo de demostracion anterior da la llamada 
descomposition canonica de Lebesgue de una funcioik monotona o mas 
generalmente de una funcion de variacion acotada cualquiera. Sea F(x) 
una funcion creciente y continua cualquiera. Por el teorema de Fatou se 
demuestra como antes que su derivada (teor. 1) es integrable y si G(s:) 
es su funcion integral, la funcion H(a:)r=F(a:)—G(cc) es creciente. 
Como F'(®)> 0, es G(x) tambien creciente y entonces H'(£c)=0 en c. t. 
x. A una funcion de esta clase se le llama funcion singular (tal la fun¬ 
cion de Cantor; Cap. IX, nota VI, b), y por tanto: 

Teor. 5. Toda funcion monotona continua F(a) puede descomponerse 
en suma de dos funciones monotonas continuas G(#) y H(a;), siendo 
G(:r) absolutamente continua y H(x) singular, es decir, tal que H'(a;)=0 
para c. t. x. 

Si F(x) monotona, no es continua, se le debe anadir una funcion de 
saltos que da la suma numerable (§ 94-2, a, nota 1) de estos en los 
puntos de discontinuidad (que son de 1 $ especie, § 25-4) de la funcion 
monotona. 

Nota 4. El teorema 3 fue generalizado por J. Radon a un espacio 
euclldeo cualquiera E,„, demostrando finalmente O. Nikodym su validez 
en espacios abstractos para una funcion medible infinitamente aditiva en 
un conjunto inedible suma, a lo nuis, de una irifinidnd numerable de con- 
juntos de medida finite. 
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Teor. 6. Toda funcion f(a;) integrable (L) en (a,b) es 
igual en casi todo punto a la denvada de su funcion integral. 



Teor. 7. Si <p (aj) es integrable y su funcion integral es 
nula para todo x de (a, b), entonces es cp(^) — 0 para casi todo 
x de (a, b). 


Pues si la funcion integral es nula en todo intervalo de [a, 6], lo es 
tambien en todo conjunto abierto (§ 94-2, teor. 4), compuesto de una 
lnfimdad numerable de intervalos (§ 94-2, teor. 8) y por tanto en todo 
conjunto cerrado de [a, 6], complemento de un abierto. Si <p(x-) cornser- 
vase un mismo signo (por ejemplo positivo), en un conjunto de medida 
positive, lo mismo ocurriria con un conjunto cerrado contenido en el y 
de medida tambien positiva (§ 94-6, teor. 7) y al ser nula su funcion in¬ 
tegral en el, deberia ser nula cp(sc) en casi todo punto de dicho conjunto 
cerrado (§ 95-2, teor. 9), contrariamente a lo supuesto. 

c) Estamos ahora en condiciones de ver en que condicio- 
nes se cumple la regia de Barrow (§ 50-2) para la integral de 
Lebesgue. Dada una primitiva <s>(x) de f(x), es decir: 

[95-22] d>'(.r) = f(x) , 

si ${x) es absolutamente continua, por el teor. 4 puede escri- 
birse la formula de Barrow: 

[95-23] j~ f(£)df = <l»(a:)— <P(a) , 

y reciprocamente, la expresion [95-23] para prueba por 
el teor. 3 que <£(#) es absolutamente continua. De aqui resulta: 

Teor. 8. Si f(x) es integrable (L) en [a. 6] y en casi 
todo x de (a, b) se cumple _ [95-22], la condicion necesaria y 
suficiente para que sea vdlida la f&rmula de Barrow [95-23] 
para todo x de [a, b], es que $(:r) sea absolutamente continua 
en ya, ft]. 

Nota 5. Tambien se demuestra que para la validez de [95-21] es 
suficiente no necesario), que exista y sea finita en todos los puntos de 
("• 7 a derivada F (t), siendo ademas integrable (L) en (a b) En 
jiarlicular (§ 95-1 teor. 2), es suficiente que F'(*) sea finita en todos 
“*'• l ,unt «>s de (a, b) y acotada, lo que no ocurria para la integral (R) 
com- mostro cl ejemplo de VOLTERRA (Cap. XIII, nota IV). Por otra 
l’ a|,| '’» 'd ejemplo de la funcion dc Cantor (§ 50-2, nota 3) prueba que 
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aun siendo <£(x) de variacion acotada y <I>'(z) integrable (L), puede 
no cumplirse [95-23]. 

Sin embargo, aunque una funcion F(x) pueaa tener derivada finita 
en todo punto de (a, b), si esta no es acotada, puede no_ ser integrable 
(L) y no ser aplicable para esta integral la formula [95-21]. Tal ocu- 
rria en el ejemplo 3 de § 95-2. Para resolver este caso se generaliza la 
integral de Lebesgue (ver nota IT.), mediante la consideracion de inte¬ 
grates no absolutamente convergentes, siendo particularmente importante 
el prove so transfinito de totalization empleado por Denjoy quo resuelve- 
por completo el problema de integracion de derivadas fimtas. 

6. Integracion por partes y por sustiiucion. — a) Teor. 1. 
Si F ( .r ) es absolutamente continua en (a,b) y g(x) es inte¬ 
grable, con f uncion integral G (x), es vdlicla la formula: 

[95-24] | **F(aj)fir(a?) dsc = [F(»)G(a;)] — f F'(x)G(x)dx. 

- l( a ' a 

Pues existen en c.t. punto (§ 95-5, teor. 4 y 6) las derivadas F'(x) 
y G'(»)= g(a>) y por tanto existira (§ 32-4): 

~r-[F(x).G(x)] = F'(x)G(x) + F(x)g(x) , 

ax 

a la que puede aplicarse la formula de Barrow (§ 95-5, teor. 8), dando 
T95-241, por ser el producto F(x)G(x) absolutamente continuo con los 
factores F(x) y G(*) (§ 95-5, teor. 3). En efecto, cualesquiera scan 
los intervalos no rampantes ^ = 1,2,3,...) contenidos en 

S | F(6i)G(6i) — F(a,)G(a,)| = 

= % | [F(6i> — F(a,)] G(6,) + F(a,)[G(L) — G(a,)] | < 

< M(2 I F(&i) — F(at) I + S I G(&i) — G(a,)| ) , 
donde M designa una cota comun (§ 20-5) de F(x) y G(x) en (a,b). 

Nota 1. Aqui se han generalizado y precisado las condiciones im- 
puestas en § 51-5, b, pero aun resultan mas restringidas que las obte- 
nidas mediante la integral de Stieltjes (§ 79-1). 

Por ejemplo, si F (x) es la funcion ternana de-CANTOR (§ 50-2, 
nota 3) monotona y continua, pero no absolutamente (§ 9o-5, ejemplo) y 
g(x)= l en todo (a, 6), la [95-24] no es valida, pues el primer miem- 
bro vale 1/2 y el segundo 1, por anularse 

J* F'(»)G(x)dx , 

lo que no ocurre con ^ 

(R-St) f xdF = l , 

u 0 

siendo en cambio valida [79-4] para a(x)=F(x) funcion de Cantor y 

U *' X ^Mediante la utilizacion de la integral de Lebesgue-Stieltjes (nota 
II, b), pueden generalizarse los resultados del § 79 a este caso. 

b) Teor. 2. Si la funcion x = G(t) es una funcion ere- 
ciente (en sentido amplio) y absolutamente continua en el in- 
tervalo a < t < (3, y i(x) es una funcidn integrable en G(a) = 
= a<&<b = G(p), entonces la funcidn f[G(£)]G'(£) es in- 
tegrable en (a, (]) y se tiene 
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[95-25] ( b f(x)dx = Pf[G(£)]G'(£)d£. 

' a * a 

La funcion inversa de x = G(£), de la que son valores ay p, 
puede no ser univoca si G(£) se conserva constante en algunos 
intervalos. Pero si a un valor dado de x corresponde mas de 
un valor de t, estos forman un intervalo cerrado y la funcion 
inversa se hace uniforme eligiendo, por ejemplo, el extremo 
derecho de este intervalo. 

Si F(x) es la funcion integral de f(x) y por tanto absolutamente 
continua en (a, 6) y G (t), absolutamente continua, es ademas mondtona 
en (a, (5), entonces F[G(t)] es absolutamente continua en (a, (3). Pues 
los subintervalos no rampantes (ui,(3,) se transforman en los subinter- 
valos tambien no rampantes (a t ,b <), mediante la funcion monotona 
x = G(t) y como F(x) es absolutamente continua, la ^|[F[G((3i)] — 
— F[G(a,)] | tiende a cero con ^|G([3i)—G(cq)|, lo que asi ocurre 
para 2)((i 4 — a,)—>0 por ser G(f) absolutamente continua en (cx, (3). 

Entonces, en c.t. (a, |3) existe la derivada de F[G(£)1 y es (§ 95-5, 
teor. 4 y 8) : 

[95-26] J^-^-mG(Ond t = F[G ((3) ] - F[G(cx)] = 

= F(6) — F(a) = pf(*)d*. 

da 

La dificultad de la demostracion reside ahora en no poder afirmar 
que en c. t. (a, |3) sea 

[95-27] -A-[F[G(«)]| = f[G(«)].G'(S) , 

pues aunque 

F[G(t + ft)] —F [G(Q] F_[G(t + A)]— F[G(i)] G(t + h)—G(t) 
h G(t + h)—G(t) ‘ h 

y el segundo factor del ultimo miembro tienda a G'(i) en c. t. (a, (3), 
mientras que el primer factor tienda a f[G(£)] en c. t. (a = G(cx)< 
< x < G((3)= b), no es cierto que un con junto de medida nula en (a, b ) 
sea siempre correspondiente de un conjunto de medida nula (ni aun tan 
solo medible) de (a, (3) mediante x = G(t). 

Sin embargo, la dificultad queda salvada si se observa que los 
conjuntos imagen de puntos de medida nula en x obtenidos mediante 
x = G(t) son precisamente los que provienen de los conjuntos de me¬ 
dida nula en t y de aquellos donde G’ (t) = 0 (§ 95-5, teor. 3, ultima 
parte de la demostracion), pues un conjunto C de medida exterior (L) 
positiva contenido en (a, |3) donde sea G'(i)>0, no puede tener un 
conjunto imagen G(C) en (a, b) de medida nula en x. En efecto, si 
C„ es el conjunto (acaso vacio) contenido en C donde G'(t)> 1/n, cuya 
union numerable da C (» = 1,2,3, ...), por ser la medida exterior de C 
no mayor que la suma de las medidas exteriores de los C„ (§ 94-3, Ms), 
bay algun Cm de medida exterior | C N | > 0. Encerremos cada punto t 
do C\ en un intervalo ( t — h 2 , t -j- hi) tal que, al existir en dicho punto 
t. la derivada G'(t)>l/N, sea 

G (t -j- hi) — G (t — /is) = G (t -\- hi) — G (/) + G (t) — G(t — h 2 ) 
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Por tanto, la medida exterior de G(C) sera no menor que 
5|Cx|/N>0, es decir, no nula. 

Asi, pues, dividiendo a menos de un conjunto de medida nula, el in- 
tervalo (a, (1) en los conjuntos medibles T* donde G'(f)>0 y T 2 donde 
G'(f) = 0, se ha de cumplir [95-27] en c. t. Ti, mientras que en T 2 el 
segundo miembro de [95-27] es nulo y |G(Ta)| = 0 en (a, b). Si ahora 
cubrimos T 2 por un abierto de medida que tienda a la de T 2 (§ 94-6, 
teor. 6), a este abierto, suma numerable de intervalos disjuntos (§ 94-2, 
teor. 4), le correspondera mediante G(t) monotona una suma numerable 
de intervalos disjuntos de longitud total tan pequena como se quiera, por 
ser | G (T a ) | = 0. Sobre cada intervalo sumando sera valida la [95-26], 
lo que prueba (§ 95-2, teor. 7 y 8) que debe ser nula la integral 

f , 

d T a d t 

al serlo 

f f(a)d* (§ 95-2, teor. 1). 

^G(T) 

Entonces, el primer miembro de [95-26] sera igual a la integral en 
Tt del segundo miembro de [95-27], por lo que existe el segundo miem¬ 
bro de [95-25] y es igual a [95-26], como queriamos demostrar. 

Notas: 2. No siempre una funcion absolutamente continua F(x) de 
funcion x = G(t) absolutamente continua, es funcion F[G(i)] absoluta¬ 
mente continua si G(t) no es monotona, fallando la demostracion antes 
dada, porque a los subintervalos no-rampantes («*, |3 ( )> puede correspon- 
derles subintervalos rampantes (»«,&<)• Por ejemplo, F(a)=+Va en 
0 < x < 1 y x = G(t)=t a cos a (l/t), cn 0 < t < 1 con G (0) = 0, son ab¬ 
solutamente continuas, mientras que F[G(0] = t | cos(l/i) |, no es abso¬ 
lutamente continua ni tan solo de variacion acotada, en O^Kl (cir. 

§ 55-9, ejemplo). 

3. Ci-i. J. de la VallSe Poussin ha probado que si G (t) es abso¬ 
lutamente continua, aun cuando no sea monbtona y existe el segundo 
miembro de [95-25], entonces existe el prime.ro y se cumple la igualdad. 
Un caso particular de este teorema, con condiciones que aseguren la in- 
tegrabilidad (R), es el considerado en § 51-3 b. En «ambio, como caso 
particular del teor. 2, puede darse un teorema para la integral (R) dis- 
tinto del entonces visto, que diga: Es valida para integral (R) la for¬ 
mula [95-25] si se supone solo que f(x) es integrable (R) y que G (t) 
es la integral (R) de su derivada G’(t), siempre que ademas G (t) sea 
monotona. 

4. La integracion por sustitucion esta intimamente ligada con la 
relacion estudiada en § 78-2 entre la integral de Stieltjes y la integral 
de medida ordinaria. Un estudio completo de la cuestion en los distintos 
casos (R-St), (R), (L-St) y (L) se ha efectuado en el trabajo: P. Pi 
Calleja: Sobre la integral de Stieltjes (Math. Notae, V, p. 19-44, Ro¬ 
sario, 1943) donde esta por primera vez expuesta la sencilla demostra¬ 
cion dada del teorema 2. 

5. Otros teoremas utiles en el manejo de la integral (L). — Para 
no extender mas la exposition vamos a enunciar solo otros teoremas cuya 
demostracion puede encontrarse en la bibliografia citada en Nota IV. 

Teor. 3. (Segundo teorema del valor medio). — Snbsistc la for¬ 
mula [79-6] para integrates (L) en las mismas condiciones, con la signi- 
ficacion integrable (L). 

Teor. 4. (Fubini). Para toda funcion f(i t,y) super ficialnusnto su- 
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mable en el rectdngulo I <a) = [Oi, 6ij Os, & 2 ], donde I la) puede comprender 
todo el piano euclideo, existe la integral 


i{x, y)dx 


en c. t. (a 2 , 6 2 ) y tambien existe 


C bj 

I f(x,y)dy 

J a i 

en c. t. (o,, 6i), siendo valida: 

[95-28] j f f(x, y)dxdy = f dx \ f(x,y)dy = f d y f i(x,y)dx. 
J ^I (a > • / a 1 " ^ a 3 J a 1 

El reciproco no es cierto, pues Sierpinski ha dado ejemplos de exis- 
tir y ser iguales las integrales reiteradas para funcion f (x,y) superfi- 
cialmente no medible en I la) y tambien para funcion medible, pero su- 
perficialmente no integrable (L) en I (a> . Sin embargo, Tonelli ha de- 
mostrado: 

Teor. 5. Si una cualquiera de las tres integrales 

r r , , r'' 1 c ba r 6 * 

j j ^ ^ | f | dx dy , J dec J | f | dy , J dy J | f | dec 

existe, entonces existen las tres integrales de f y se cumple [95-28] . 

Un corolario de este teorema es el siguiente (cfr. § 87-2, nota 3) : 

Teor. 6. Si f es medible (L) en el piano euclideo, y si existen las 
integrales de Riemann-Cauchy (§ 80) : 

X oo r co /■ co r 03 

dx f(x,y)dy , dy f(ec, y)dx , 

—00 J —CO J —CO •/—CO 

siendo una■ de ellas absolutamente convergente (existente para |f |), en¬ 
tonces ambas son iguales. 

Para convergence condicional, habra que hacer un estudio especial 
en cada caso (cfr. § 86). Sin embargo, para integral (L) se ha demos- 
trado recientemente (1952) : 

Teor. 7. (F. Cafiero). Si f{x, y) es medible en I (a) = [cti bi] a s , 6a], 
existen las integrales 


en c. t. (a 2 , b 2 ), y tambien 


cn c. t. («i, &i), y para conjuntos medibles cualesquiera X, Y contenidos 
respcctivamente en [«i, b,l y [Os, & s ], existe la integral reiteradci 


f d. f 

dx dy 


fd y , 


cvionc.cs, existe tambien con igual valor la integral 
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E JERCICIOS 

1. Si f(x) es integrable (L) sobrc X, probar que si Xk ss el sub- 
conjunto de X donde |f(x)|^K, entonces es | Xu | = o(l/K). 

2. Estudiar la integrabilidad seg-un Eiemann, Cauchy, Harnack y 
Lebesgue de la funcion f (x) tal que f(x) = 0 en il con junto ternario de 
Cantor (§ 50-2, nota 3) y f (x) = p en cada uno de los inlervalos com- 
plementarios de longitud 3 -v y calcular el valor de la integral en caso 
de existir. 

3. Demostrar que si f,(x) es medible y acotada y f,(x) es integra¬ 
ble (L), entonces el producto fi(x) . fs(x) es integrable (L). (Cfr. § 95-2, 
nota 4). 

4. Probar que las definiciones dadas en § 95-1, a, d (Rey Pastor o 
Vallee Poussin) de la integral de Lebesgue de funcion medible, no- 
negativa y posiblemcnte no-acotada sobre un conjunto medible X, coinci- 
den con las dos siguientes (aun para | X | = 4- co) : a) (Saks) Es 

(S) I f(x)dx = extr sup y e r | X,- | , 

Jx V r=z 1 

donde y representa una cualquiera de tcdas las particiones de X en un 
numero finito n cualquiera de conjuntos medibles X,- disjuntos, siendo 
e r = extr inf f(x) para xsX r ; b) (CarathiSodory) Si f(x) ^0 medible, 
esta definida en un conjunto medible X(i2)E„, su integral es la medida 
de Lebesgue en E»+i del conjunto de ordenadas, es decir 

(C) f f (x) dx = m„«-{ (x,z) tal que xeX, 0^zgf(x)' f . 

*/x 

5. Si la escalonada E(x) es finita (§ 95-3, a), muchos autores 
(§ 95-3, b) siguiendo a F. Riesz, definen inicialmente su integral (L) 
niediante [95-12], y para f(x) no-negativa y medible en X medible, de¬ 
finen esta funcion como integrable en X, si exisle una sucesion creciente 
Ei(x)gE a (x)S ...gEj(x)^ ... gf(x) de cscalonadas finitas E;(x), 
cada una de ellas integrable en X (es decir, con integral finita), tal que 

para cada xeX sea lim> E;(x) = f (x) con iimj ( Ej(x)dx finito; en 

«' X ^ 

este caso, por definicion se toma este ultimo limite como valor de 
(E) J* f (x)dx. Demostrar que esta definicion es equivalente a la dada 
en § 95-1, a. 

6. Hahn y Rosenthal (nota IV, 4) definen la integral (o) ( f(x)dg 

*' X 

en un espacio metrico E de medida finita, como la funcion de conjunto 
<y(X) infinitamente aditiva tal que si X es cualquier conjunto medible 
(p.) y si /c^if(x)^K para todo xeX, entonces es /cg(X) g o(X) 
^ICp(X). Demostrar que esta definicion coincide con la de § 95-1 para 
el caso de medida (L) (§ 94-3, b) con | X | finita. 

7. En el lema de Egoroff (§ 95-4, teor. 1) puede sustituirse la res- 
triccion de que | X | sea finita por la mas apropiada para el teorema de 
Lebesgue (§ S5-4, teor. 2) de la acotacion integrofuncional de la suce¬ 
sion f„. Demuestrese asi: Para que f„(x)—>f(x) con [c. e. u. en X], 
siendo las f„(x) y X medibles, basta que f„(x)-> f(x) con [c. p. en c. t. X] 
y existan dos funciones inteyrablcs g(x) y G(x) en X, talcs que para 
todo n sea g(x)^f„(x)^G(x) en c.t. X. 

8. Demostrar quo si f(x) es el limite de una sucesidn de creciente 
fi (x) f a (x) r- ... • f„(x) - ... > 0 do funciones intcgrablca no-negoU- 
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vas en un conjunto medible X, entonces existe y es f(x)dx = 

r J x 

= lim„J f„(x)dx; (cfr. § 95-4, ejemplo 3 y teor. 4). 

9. Demostrar que una serie funcional convergente en c. t. X medi¬ 
ble cuyas sumas parciales medibles se conservan acotadas por una misma 
constante M, puede ser mnltipiieada por cualquier funcion integrable 
4>(x) sobre X e integrada termino a termino sobre X. 

10. Demostrar que si f„(x) y g,(x) medibles tienden en medida a 
f(x) y g(x) respectivamente sobre X medible, entonces la suma f„(x) -f- 
-fg.(x) tiende en medida a f(x) -f g(x) sobre X. 

11. Demostrar que si f„(x) y g„(x) medibles tienden en medida a 
f(x) y g(x) respectivamente sobre X de medida finita . entonces cl pro¬ 
ducto f„(x).g„(x) tiende en medida a f(x).g(x) sobre X. 

12. Si en c.t. X de medida finita tiende f„(x) medible a f(x), enton¬ 
ces f„(x) tiende en medida a f(x) sobre X. 

13. Si en c.t. X medible tiende f„(x) medible a f(x) y existen dos 
funciones integrables g(x) y G(x) en X tales que para todo '» sea g(x) g 
Sf„(x)$G(x) en c.t. X, entonces f„(x) tiende en medida a f(x) so¬ 
bre X. 

14. Dada la funcion f(x) integrable (L) en el conjunto medible 
X„(f£)E,„, sea la funcion infinitamente aditiva de conjunto o(X) = 

= I f(x) dx, definida para todo conjunto medible X(s=)X„. Demostrar 
•S x 

que las variaciones superior e inferior (§ 94, ejercicio 5) vienen dadas por 

V(o,X) = ( t (x)dx ; V(<r,X) = — ( f ( X )dx , 

•'x *'x 

donde f 1 (x) = max. -jf(x), 0}-; f (x) = max. j—f(x),0|. Deducir de 
aqui que [95-3] da la variaeion total V(o, X) = V(cr, X) — ^Jo, X) = 

= f |f(x)|dx. 

. x 

15. Probar que si f (x) es absoluLimente ccntinua en [a, b’\, tambien 
lo es | f (x) |" con p g: 1. 

16. Demostrar que si f (x) es integrable (L) en [a, 6], d llamado 
conjunto de Lebesgue, definido por la condicicin 


\f(x + t)—f(x)\dt = o(h) 

J o 

con h-> 9, comprende las x de casi todo [«,&]. 

17. La densidad de un conjunto medible X en un punto x de la recta 
euclidea Ei puede definirse por el lim | XH |/(2/i) para h —> 0, donde H es 
el intervalo (x — h, x + h). Demostrar que la densidad vale 1 en c.t. X 
y 0 en c. t. E, — X. 

18. Aunque ambas scan integrates eonvergentes de Riemann-Cauchy, 
probar que son desigualcs 


(e--m — 2 ) dx -/=■ 


(e-*v — 2e- 2a; i/) dy = I 2 . 


19. A pesar de ser absolutamente convergente cada una de las cuatro 
intcgraciones del ej rcicio 18 anterior, si comptetamos el integrando fuera 
del rectdngulo 1 r' x : cc, 0 V" ?/ -7 1, con f = 0, £por que no contradice 
ilioho ejcrcicio a § 95-6, teor. 6? 

20. /.Por qu6 no contradice cl ejercicio 18 a § 95-6, teor. 7? 
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21. Tomemos para E el con junto de numeros naturales y para 
X(g)E sea g(X) el numero de puntos de X. Demostrar que si f(n) es 
una funcion real no-negativa definida en E (es decir, una sucesion de 
numeros reales no-negativos), entonces i(n) es integrable (g) si y solo 
si la serie 2,f(«) es convergente. Demostrar que la teoria de la inte- 
gracion en E respecto de la medida (g) se reduce a la teoria de las series 
absolutamente convergentes. 


NOTAS AL CAPlTULO XXIV 


I. Generalizaciones de la teoria de la medida. — a) Medida de Lebes- 
GUE-Stieltjes. — Una generalizacion inmediata de la medida exterior (L) 
dada por [94-8] consiste en dar un “peso” a los intervalos I fc de cubri¬ 
miento, distinto a su longitud, como se ha hecho al estudiar la integral 
de Riemann-Stieltjes en § 78. En la recta euclidea Ei, tomemos como 
alii, una nueva “metrica” definida por cualquier funcion creciente (en 
sentido amplio, § 23-11) de valor finito g(x) que supondremos ademas 
continua a la derecha en cada punto (§ 25-5), lo que no impone restric- 
cion nueva especial respecto de la clase g(x) de funciones consideradas, 
pues dicha condicion solo fija en el conjunto numerable de sus puntos de 
discontinuidad (§ 94-2, a) el valor de la funcion mediante su limite la¬ 
teral derecho, siempre existente (cfr. § 80, ejercicio 8). Entonces, se 
define como medida de Lebesgue-Stieltjes g(X) a la obtenida sustitu- 
yendo en [94-8] la “longitud” del intervalo abierto de cubrimiento | L | 
por el “peso” g(6*) — g(a*), llamando tambien aqui (cfr. § 78-2, nota 2) 
funcion de repartition o dc distribucidn a la funcion g(x) que determina la 
funcion de conjunto g(X), que como en § 94-3, teor. 2, se prueba es una 
medida exterior metrica de Carat iiiSodory (§ 94-3, a). En dicha demos- 
tracion basta hacer uso de la supuesta continuidad a la derecha de g(x), 
pudiendose tambien tr asi a dar la de § 94-3, teor. 1, a probar que 
gj (a, 6] [ = g(6) — g(a). En cambio, es facil dar ejemplos de funciones 
g(x) crecientes y continuas a la derecha, para las que g] (a, b) j- < 
<g(5)— g(a) < g-J [a, b] [ (y claro esta, tambien =, pero no >), pu- 
diendo ser g-j [a, b) [ menor, igual o mayor que g(b )— g(a). Si a es 
un punto de discontinuidad de g(x), es g(-ja.[) = g(a + )— g(cf), (cfr. 
§ 25-4), diciendose entonces que a es un punto de “masa concentrada”. 

Observese que g(x) es solo una funcion de distribucion de la medida 
exterior de Lebesgue-Stieltjes g(X), pues g(x) -f con^tante es otra fun- 
cion de distribucidn de la misma medida g(X). 

La medida (g) de Lebesgue-Stieltjes es regular (§ 94-6, teor. 1) y 
los intervalos finitos (abiertos, semi-abiertos o cerrados) son medibles 
(g), (§ 94-4), con medida finita, pudiendo cubrirse Ei con una infinidad 
numerable de dichos intervalos; entonces los teoremas 2, 3, 4, 5, 6, 7 y 8 
de § 94-6 se aplican tambien a esta medida (g) de Lebesgue-Stieltjes. 

Como en § 78-6, podemos considerar tambien que la funcion de dis- 
tribucion g(x) es de variacion acotada continua a la derecha, sin mas 
que aplicar la descomposicion de Jordan (§ 55-9, d) g(x) = gx(x )— g 2 (x), 
con gi(r«) y g 2 (x) funciones crecientes continuas a la derecha, resultando 
para g(X) la correspondiente descomposicion (§ 94, ejercicio 6). 

Para el caso de piano euclideo E» (y analogamente se procederia en 
un espacio euclideo E„ de cualquier numero de dimensiones), se aplica 
tambien la definieion [94-8], sustituyendo la “medida” | I* | del intervalo 
abierto de cubrimiento cu < Xi < b,, a 3 < x 2 < por el “peso” g(b,,bj) — 
— g(ai, 6 2 ) — g(6i, Os) + g(a„ a-) , adoptando para funcion de distribucidn 
g(xi,Xa) una funcion continua a la derecha en cada variable sepai-ada- 
mente y tal que el anterior “peso” resulte no-negativo. Observese que 
una funcion creciente en cada variable separadamente [tal la g(xuXj) 
z= x x -f- Xu para x, + x a < 0; g(x-, t x v )= 0 para X\ + x 2 > 0] puede dar un 
peso ncgativo para ciertos intervalos (en el cjomplo, los de diagonal so 
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bre Xx + x 2 = 0) y por otra parte, una funcion de distribucidn [tal la 
g(xx,x>)=x 2 para x y > 0; g(xi, Xt) = , 0 para x x < 0] puede dar lugar a 
un peso no-negativo, sin que sea creciente en cada variable separada¬ 
mente. 


Fisicamente puede interpretarse el valor g(a„ a 2 ) de la funcion de 
distribucidn como el valor total de 


una masa distribuida en el inter¬ 
valo semi-infinito Xi < cu, xi < a« 
(fig. 325), siendo entonces el peso 
anterior la masa contenida en el 
intervalo semi-abierto ax < Xx < bi, 

U'j Xo ^ d 2 . 

Resulta asi la llamada medida 
exterior g(X) de Lebesgue-Stielt¬ 
jes inducida por la, funcidn de dis¬ 
tribution g(x), que es una medida 
exterior metrica de Garatheodo- 
RY (§ 94-3, a) y ademas regular, 
por lo que subsisten los resultados 


(a,,b 2 ) (6„6 2 ) 



Fig. 325. 


de § 94-6. 


Un caso importante de medida de Lebesgue-Stieltjes en E„ cs aquel 
en que g(xi, Xa, ...,x„) es el producto de n funciones g-(x r ) dependien- 
tes cada una de una variable coordenada, es decir, g(x) = fl r-i n g, (x r ), 
bastando que cada g. (x, ) sea creciente y continua a la derecha, para que 
la g(x) producto, de lugar a un peso no-negativo y sea continua a la 


derecha en cada variable separadamente. En tal caso, la funcion de con¬ 
junto w-dimensional g(X) obtenida, se llama una medida producto. En 
particular, si g(x)= Xj . x 3 . .. . x„, se obtiene la medida de Lebesgue 
«,- dimensional de peso [94-4] . 

Una importante aplicacidn de la medida de Lebesgue-Stieltjes se 
da en la Teoria de la probabilidad. Asi para el tratamiento matematico 
de una cuestion estadistica, se acepta ahora generalmcnte que un acon- 
tecimiento es un conjunto puntual medible X, la probabilidad de este 
acontecimiento es una cierta medida g(X) de dicho conjunto puntual, de 
manera que la medida del conjunto total E de sucesos sea g(E)=l, una 
variable aleatoria es una funcidn medible y la esperanza matematica es 
la integral de la funcidn. Si cada suceso depende de n variables, repre- 
sentables en E„, las variables se Hainan independientes si la medida g(X) 
es una medida producto. Un proceso estocastico puede consider arse tam¬ 
bien como un proceso cualquiera que corre a lo largo del tiempo t y 
matematicamente viene dado por una familia de variables aleatorias x». 
Los teoremas de convergencia en medida (probabilidad), (§ 95-4, nota 6, 
ejercicios 10 a 13), o en casi todo X (certeza probabilistica), (§ 95-2, 
nota 2), tienen un inmediato y evidente significado en los teoremas de 
convergencia basicos de la Teoria de la probabilidad. Sin embargo, aun- 
que asi la Teoria de la probabilidad resulte ser solo una rama de la 
Teoria de la medida que tiene sus caracteristicas propias y su especial 
campo de aplicacion, la organizacidn de la Teoria de la probabilidad re- 
quiere ademas una elaboracion considerable, doride: lb) Deban tratarse 
los distintos modelos de variables aleatorias y espacios medibles asocia- 
dos; 29) Deban definirse probabilidades y esperanzas condicionadas y 
establecerse sus propiedades; 39) Deba discutirse la medida basica de 
probabilidad en terminos de adecuadas y oportunas modificaciones y res- 
tricciones. 


b) Medida de Hausdorff. — El metodo que hemos empleado en 
[94-8] para introducir la medida (L) y que hemos generalizado en a), 
no es apto para asignar una medida p-dimensional a un conjunto pun- 
tiial X cualquiera de E„ (0 de un espacio metrico separable E, cap. XVIII, 
nota I, d, y § 94-2, a). El mdtodo empleado por Hausdorff, que re- 
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laciona los conceptos cie medida y dimension, is importante en muchas 
aplicaciones. Sea p un numero real no-negativo arbitrario, 0 7 p < -f co 
y dado e > 0, consider mos 

H e ^(X) — extr inf 2 [d(X*)]“ , 

d l A, ) e k~. 1 

donde X — 2*X* es una descomposicion finite o infinita numerate cual- 
quiera de X en subeonjuntos X t de diametros d(X. v ) (§ 94-2. a, [94-0]) 
menores que e. Cuando e —> 0, el numero ji«„(X) tiende en forma mono- 
tona creciente a un determinado h'mite (finiio o infinite) 

[XXIV-1] |x,,(X)= lim mMX) para e -> 0 , 

que se llama la medida exterior p-diwenaioval del con unto X. Ea una 
medida exterior metrica de Caratheodory (§ 94-3, a). En el espacio eu- 
clideo E„ los conjuntos para los que n, f ,(X)=0 son precisarneide los con- 
juntos de medida nula en el sentido de LebesgUe (§ 82-2. def. 2). La 
medida de Hausdorff puede servir para definir la dimension de un con- 
junto, debido a que un con junto puede teller medida p-dimensional f ini La 
y no nula a lo mas para un solo valor de p. En efecto, se cumple: 

Teor.: Si p,.(X) cs finita y si q > p, entonces g.,(X)=0. 

Pues 

[d(X,)]"7 [d(X,)J" = [d(X*)]’ '' < 7 " 

im plica 

H*„(X) < ? fl -"S* [d(X,.)]" 
para cualquier descomposicion X = 2... X s , de donde 

mMX) < e’-^p(X). 

De esta acotacion, la definicion [XXIV-1] y la hipdtesis se deduce sin 
mas la tests. 

Aunque puec’a no existir valor real d: p para el que p.,(X) sea fi¬ 
nita y no nula, puede definirse la dimension de X, designada por dim(X), 
como (1 exiremo superior de todcs los mime cs wales p para los que 
H.,(X)> 0. Entonces es p„(X) = 0 si q > dim(X), mien.rns que p„(X) = 
= -f- oo si q < dim (X). Observese que la dimension de ITausdorff de un 
con junto no necesita ser un numero entero; por ejemplo. la dimension del 
conjunto ternario de Cantor (§ BO 2, nota 3) es In 2/ln 3 = 0,63093, co¬ 
mo se demuestra en la memoria original de F. Kausdorff: Dimension 
and (insseres Mass (Math. Ann., 79, 1919, pp. 157-179*). 

Los conjuntos de medida finita p.,(X) se Human conjuntos de me¬ 
dida p-dimensional finita y en particular, para p = l,2.3 s.* 11aman res- 
pectivamente conjuntos de longitud finita, area finita, vohanen finito. 

c) Medida de Haar. — La impcrtancia geometrica del concepto de 
medida de LebeSGUE en E„ radica en que r,-sulta invariants respecto del 
grupo euclideo (§ 61-7, c, y § 48-1). En este orden de id'as, A. Haar 
generaliza el problema definiendo una medida en un^ espacio E dotado de 
una estructura algebraica de grupo de modo que aquella resulte invariante 
respecto de este. Como minimas r.stricciones se imponen las siguicnaes: 
El espacio E debe ser topologico (cap. XVIII, nota I, b) y loeahnevte 
compacto, es decir que para cada uno de sus puntos exista un entorno 
cuya clausura sea compacta (cap. XVIII, nota II), siendo ademas ,! 1 gru¬ 
po topologico en E, es decir la operacion de grupo y la inversion de cada 
elemento sean continuas respecto de la topologia de E. 

R'cordemos (§ 5-12, b ) que un grupo en E se define por una opera¬ 
cion binaria (§ 2-4, a) tal que para cada par de puntos x e y de E 

corresponda un punto x&y de E, cumpliendo los postulados: l*-’) La 

operacion es asociativa, es decir, para cada terna de puntos x, y. /. de E 
es x & (y&/.) — (x & y) & z; 29) Existe un solo elemento modular u en 

K tal que para cada x de E es x & u - - u & x x; 3' 1 ) A endn x do K 

corresponde un solo in verso x 1 punto de M tal quo x 1 & \ \&\ 1 u. 
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El grupo es topologico si lim„(x n & y,) = x 0 &y« y lim n x„ 1 — Xo\ siem- 
pre que lim, x, = Xo, lim»y« = yo. _ . 

Si X es un subconjunto de E, se define su traslacion izquierda por y, 
designada y & X, como el conjunto de elementos y & x tales que xsX. 
Analogamente, los elementos x & y forman la X & y llamada traslacion 
derecha de X por y. Si X, Y son subcon juntos de E, se designa por 
X&Y el conjunto de elementos x&y con xeX, ysY y analogamente X' ! 
es el conjunto de elementos x" 1 con xeX. 

Definida una medida g exterior de Caratheodory en E para la ta- 
milia de sus conjuntos de Borel (§ 94-3, nota 1, y § 94-1, nota 8) se 
dice que es una medida izquierda de Haar s: cumple las condjciotvs: 
1 <?) n es invariante respecto de las traslaciones izquierdas, es decir, para 
cada XeB y cada ysE es g(y & X) = g(X); 2 f -') Para cada conjunto com¬ 
pacto C, su medida ji(C) es finita; 39) Para cada conjunto abierto G 
no vaclo, su medida es positiva, p(G)>0. Analogamente se define una 
medida derecha de Haar, si en 19) se postula n.(X & y) = g(X) ■ 

El teorema fundamental dice que para to-do grupo topologico de, un 
espacio localmente compacto existe una medida izquierda de Haar que es 
unica a menos de un factor constante; es fdcil ver que si \i es una me¬ 
dida izquierda de Haar y si se define r(X)=p(X '), entonces v es una 
medida derecha de Haar. 

La demostracion del teorema fundamental parte de un conjunto U.> 
tornado como de referenda en la cl as" de los conjuntos abiertos no vacios 
U cuyas clausuras son compactas. Dado un cualquier abierto G, existe 
un numero minimo finito de sus traslaciones izquierdas que cubren el con¬ 
junto compacto U, numero finito que designaremos por (U: G) y asi el “ta- 
mano” de U respecto de Un puede venir dado por t„(U) = (U:G)/(Un:G). 
Como 1 <(A:C)<(A:B) (B:C), resulta 1/(TJ„: U) < t„ (U) < (U: Uo) y 
por tanto para U fijo es r 0 (U) una funcional acotada d« G. La demos¬ 
tracion de S. Banach efectuada en un espacio metrico, utiliza ahora una 
sucesion de esferas Vn de centro u y radio 1 In, para que al hacer G = V, 
se obtenga una sucesion acotada de numeros respecto de la que de¬ 
fine un limite generalizado r = limg,. r,, con las siguientes propiedad.es: 
19) Es una funcional lineal aditiva, es decir, limg, (ar n + b a„) = 
= a limg„ r n -|- b limg, o„; 29) Es lim, inf r„ < limg, r„ < lim, sup r, y_ por 
tanto el limite generalizado coincide con el ordinario cuando este existe; 
39) limg, T n+1 = limg, r, que implica la invariancia del limite genera¬ 
lizado al suprimir de la sucesion un numero finito cnalqirera de sus ter- 
minos. Dicho limite generalizado se construyc cn la sigui'-nte forma: 
Para cada sucesion acotada jr n }- se introduce p(^r„)l como _el extreme 
inferior para todos los conjuntos finitos de numeros naturalcs h, L, . .., 4, 
de los numeros 

k 

lim, sup [( 2 T »+t.) /fc] • 
i =i 

Este promedio generalizado cumple p (j ar„ }•) = ap (j r H }•) para a>0 
y es subaditivo, es decir, p(^ n + a4) < p (j r n !-) + p (-j o',}-). Entonces, por 
aplicacion del famoso teorema de Hahn-Banach de prolongation de 
una funcional lineal aditiva, acotada por una funcional subaditiva, se 
ve que puede principiarse tomando para una particular sucesion acota¬ 
da como limite generalizado el mismo p(jr„J-) = limg,r„ — r. 

En efecto, dicho teorema dice que si S es un subespacio lineal de un es¬ 
pacio lineal L (cap. II, nota III, 6,.; cfr. § 90-1), si p(x) es una funcional 
subaditiva en L tal que p(ax)=ap(x) para a > 0 y si r(x) es una 
funcional lineal aditiva en S, tal que t(x) < p(x) para todo x de S, en¬ 
tonces existe una prolongacion t(x) a todo x de L como funcional lineal 
aditiva que cumple r(x) < p(x) en L. En nuestro caso L es el espacio 
lineal do las sucosiones aeotadas de numeros reales y tomemos para S 
las sucesiones cuyos terminos reales son iguales entre si. Para U = Un 
ho obtiene -{t.) jl) con p(-{!}•) = 1, y en el subespacio lineal S de su- 
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cesiones -j a} = ] a, a, a, .. . j-, (a real), es r (-{aj-) = ap (jl [-) = a, funcional 
lineal aditiva en S. Dada una sucesion acotada cualquiera -jr,,}-, se de- 
niuestra que la prolongacion de a r(-ja + br n \) con b real cual¬ 

quiera, se efectua mediante r(\a -f- br n \-) =r(-jaj-) -+- bt = a -f- bt, para un 
t que cunrpla — p (-J— a — r„}-)— t < p (i a -f- j-)— r(-ja,[-), pro- 

bandose con el axioma de Zermelo (§ 94-7) que asi se alcanza a llenar 
todo L. En nuestro caso, se verifica p(^a + r„J-) = p(-{r B }-)-f-a para todo 
a real y basta que t cumpla —p(j— t„[) < £ < p (jr,,)). Tomando a=0, 
6 = 1, t- p(-ir f ,)) resulta T(-jT„[) = t = p(jr„)-) como habiamos dicho. 

Fundandose en la unicidad de la medida de Haar se demuestra que 
para otra sucesion cualquiera acotada ar»J-, la prolongacion de Hahn-Ba- 
nach de la misona funcional r a partir de daria tambien t(|o„ i -) = 

^As^queda determinado el “tamano t(U) en referenda al de 
r(Uo)=l y si agregamos a la familia de con juntos U el vacio 0 con 
t( 0) = 0 y el total E con r(E) = -(- co si E no es compacto, podremos 
emplear dicha familia en sustitucion de los intervales abiertos I de la 
definicion [94-8] y sustituir en esta la medida |I| por t(U), dando lu- 
gar asi por la analoga de [94-8] a una funcional m-(X) que por las pro- 
piedades de r(U) se demuestra es una medida exterior de Caratheodory 
y una medida izquierda de Haar. 

La unicidad de la medida de Haar fue demostrada por J. von Neu¬ 
mann (1936) ; otras demostracione® de la existencia y unicidad de la 
medida de Haar partiendo de las hipotesis generates antes dichas y uti- 
lizando tambien el axioma de Zermelo, han sido dadas poi' A. Weil (1938) 
y H. Cartan (1940). Imponiendo restricciones al espacio E considerado, 
la demostracion primitiva de A. Haar ( Der Maasbegriff in der Theorie 
der Icon tinnier lichen Gruppen, Ann. of Math. (II), 3U, 1933; p. 147) no 
utiliza el axioma de Zermelo. 

Ejemplos: Si E es el con junto de numeros reales con la distancia 
usual y el grupo es el aditivo (& se interpreta como + ), al tomar para 
Uo el intervalo (0; 1) se obtiene como medida de Haar (izquierda = 
= derecha) la medida de Lebesgue (§ 94-3, b). Si E es el conjunto de 
los numeros reales positivos con la distancia usual, y el grupo es el mul¬ 
tiplicative (■& se interpreta como .), al tomar para Uo el intervalo (l;e) 
(con e base la los logaritmos naturales, §8-8, c 2 ) se obtiene como me¬ 
dida r de Haar (izquierda = derecha) una que cumple n[(a;b)] = 
= ln(6/a). • 


II. Generalizaciones de la integral de Lebesgue. — a) Integracion 
en los espacios abstractos. — La definicion y propiedades fundamentales 
de la integral de Lebesgue dependen de las propiedades de la funcion de 
conjunto jx(X) que representa la medida (L), funcion infinitamente adi¬ 
tiva si se restringe a la familia de coniuntos medibles (L), los que en- 
tonces forman tambien una familia infinitamente aditiva (§ 94-5)^ Las 
propiedades de monotonia de la integral (§ 95-2) dependen tambien de 
que |i(X) es no-negativa. En un espacio topologico general E y respecto 
de una familia H de conjuntos X, infinitamente aditiva (§ 94-1, nota 3) 
diremos que |x(X) es una funcion de medida si es una funcion de con¬ 
junto infinitamente aditiva sobre H (§ 94, ejercicio 1) que admite solo 
valores no-negativos (y por tanto es funcion creciente, § 94, ejercicio 4). 
Los conjuntos X de la familia H se llaman medibles (|x). Analogamente 
a § 94-8, dada una funcion numerica f(x) de punto x del espacio E (es 
decir, una funcional), se llama medible (p,) si para todo numero real k 
es medible (p) el conjunto de puntos x para los que f(x)>7c. Como en 
el caso de medida (L), mediante una dada medida exterior de Caratheo- 
dory, restringida a los respectivos conjuntos medibles, se puede llegar a 
la funcion de medida sobre H (§ 94-3, 4, 5). 

Procedimientos adecuados y equivalentes para definir la integral 
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dible (p), pueden ser los dados bien en [95-1], bien en § 95, ejercicio 4-a, 
o ejercicio 5, o ejercicio 6, extendiendo.se segun [95-2] la definicion a una 
funcion cualquiera medible (p). 

De la misma manera que la integral de Riemann-Stieltjes se ex- 
tiende de una funcion de distribucion creciente a una funcion de distri- 
bucion de variacion acotada (§ 78-6), es posible generalizar el anterior 
proceso de integracion refiriendolo a una funcion o(X) cualquiera de 
conjunto infinitamente aditiva sobre H (§ 94,. ejercicio 1), sin mas que 
aplicar la descomposicion de Jordan (§ 94, ejercicio 6) o(X)=px(X) 

— p-.(X), donde p, y p. son ya funciones infinitamente aditivas crecien- 
tes y si f es a la vez integrable (pi) y (p a ), decir que f es integrable 
(o) con valor J x f do= Jxf dpi — Jxfdp-. ^ , 

Pero asi como las propiedades de §§ 95-2, 95-3 y los teoremas de 
convergencia de § 95-4 subsisten para la integral respecto de una funcion 
de medida u(X), con demostraciones completamente analogas a las alii 
expuestas, en cambio para la integral J xf do respecto de una funcion 
o(X) solo infinitamente aditiva, pueden no subsistir las propiedades 
enunciadas en los teoremas 4, 5, 6 y 9 de § 95-2. Sin embargo, para 
Jxf do conservan su validez los teoremas 1, 2, 3, 7, 8, 10, 11 de § 95-2, 
la linealidad (§ 95-3, b) y el teorema 2 de convergencia de § 95-4. 

b) Integral de Lebesgue-Stieltjes. — Algunos autores llaman asi 
a la anteriormente definida J xf do respecto de una funcion o(X) de con¬ 
junto infinitamente aditiva sobre H (no necesariamente monotonaL P ero 
la mayoria emplea dicha designacion para especializar la funcion de 
medida p(X) en una medida de Lebesgue-Stieltjes del espacio euclideo 
E« (nota I, a). 

b>) Para el caso de recta euclidea Ei, si se da la funcion de dis¬ 
tribucion g(sc) (creciente o aun de variacion acotada) y se construye 
la funcion aditiva (que es unica, cfr. § 94, ejercicio 7) coincidente en 
todo intervalo I = (a, b) con la funcion de intervalo p(I)= g(6) —g(a), 
se obtiene la integral (L-St) primeramente estudiada por J. Radon 
(1913). Toda integral (L-St) puede reducirse de varios modos a una 
integral (L); entonces la primera es una integral (R-St) (§ 78-1, no¬ 
ta 2), si la segunda es una integral (R). Asi supuesta g(x) acotada y 
creciente (en sentido amplio), hagamos corresponder a un punto x de 
continuidad de g(x) el punto {=g(x), y a un punto x* de discontmui- 
dad de g(a:) todo el intervalo cerrado [g(a,f), g(»/)]; entonces un con¬ 
junto de las x es medible (g) si su correspondiente de las S es medi¬ 
ble (L). Haciendo F(I) = F[g(»)] = f(*), con a=g(a), P = g(a), la 
existencia y valor del primer miembro de 

[XXIV-2] (L-St) J f> f (x)dg(x) = (L) J"^F(€)d{ 

viene dado por la existencia y valor de su segundo miembro. 

A un intervalo (abierto, semi-abierto o cerrado) de las x corresponde 
en la forma antes dicha, un punto o un intervalo (no necesariamente 
abierto) de las £ y por tanto a un conjunto medible (B) de las x corres¬ 
ponde siempre un conjunto (B) de las $ (§ 94-1). Dado un conjunto C 1 
medible (L) de las ® y su capsula G g u> continente y nucleo F^ (a> con- 
tenido, ambos borelianos de igual medida y por tanto con G § <x> —F a de 
medida (L) nula (§ 94-6, nota 5), tambien seran borelianos los conjun¬ 
tos Gg <i> , F ff (£> correspondientes en las I a los Gg (x) , F a ix> , pero Gg — 
— F ct no sera necesariamente de medida (L) nula y el conjunto C<£> 
correspondiente al C*®’ puede no ser medible (L), ni aun siendo g(») 
continua (§ 94, ejercicio 13), y por tanto C , ' > puede no ser medible (g). 
Sin embargo, si g(x) es creciente y absolutamente continua (§ 95-5), a 
todo conjunto do las x de medida (L) nula, le corresponde un conjunto 
do las £ do medida (L) nula y entonces a todo conjunto medible (L) de 
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las x correspon.de un conjunto medible (L) de las £, es decir, aquel con- 
junto C (iB) medible (L) de las x es en x tambien medible (g). 

La [XXIV-2] y el teorema 2 de § 95-6 justifican inmediatamente, 
que si g(x) es creciente (en sentido amplio) y absolutamente continua, 
sea 

[XXIV-3] (L-St) f 6 f(®)dg(*) = (L) Jf(a;)g' (*)<!* , 

-a J a 4 

asegurando la existeneia de uno de ambos miembros la del otro con igual 
valor. 

Una funcion de distribucion g(x) absolutamente continua conserva 
la mensurabiiidad (L) en (g), pero puede no conservar la integrabilidad 
(L) en (g) (como valor finito) de una determinada funcion f(x). 

Ejemplo 1. Sea g(0)=0, g(x) = arisen (n/x) para x ^ 0, que es 
de variacion acotada, absolutamente continua y con derivada finita en 
todo punto de [0; 1], tal que en los interva los I, t — (4/ (An + 1) < x < 

<4/(4??. — 1)) para n > 10 es reV4 n + 1 > | g'(x) j > jiV4 n — 1/8; 

(—l)" +1 g'(r)> 0; formemos la funcion 

t(x) = (—i)"«(4n— l)-*/ a (16n*— l)/8 
en los intervalos I„ y nula en lo restante, que no es acotada pero inte¬ 
grate (L) en [0; 1], por ser convergente la serie 2(4n.-—l)" 3 / 5 
(§ 22-2, b), mientras que f(«)g'(a:) no es integrable (L), por ser di- 
vergente la serie ]£(4??.— l) -1 , y en virtud de [XXIV-3] la f(a-) no sera 
integrable (g) en [0; 1]. 

6») T. H. HildebranDT (1918) ha aplicado a la integral de Stielt- 
JES en Ei el procedimiento de sumacion de W. H. Young (1905) para 
definir la integral de LEBESGUE, consistente en emplear la subdivision del 
campo de integracirn en un numero finito o infinito numerable, de con- 
juntos medibles (B) sobre los que g(x) tenga variacion 8,- y siendo M r y 
m r los cxtremos de f(aj) en ellos, los extremos inferior y superior res- 
pectivamente de las sumas 2M r 8,-, 8,-, definen, cuando coinciden, la 

integral (H-L-S) de f(a:) respecto de g(x). Pero paralelamente a lo 
quo ocurre en la particion riemanniana (§ 78-1, nota 2), esta integral 
(H-L-S) es mas general que la integral (L-St) antes considerada, pues 
si g(») es discontinua, puede existir la integral (H-L-S) sin que exista 
la (L-St) (cfr. § 78). En cambio, siempre que exista la integral (L-St), 
existe la (H-L-S) con igual valor, y para funcion do distribucion g(x) 
continua. la existeneia de la integral (H-L-S) implica* la de la (L-St) 
con igual valor. 

Otro procedimiento de gran trascendencia en el analisis funcional 
moderno, es el de partir del teorema do F. Riesz sobre funcionales linca- 
les continuas (§ 78-7) definidas en el campo de las funciones continuas 
y efectuar la prolongacion de dichas funcionales para que queden defini- 
das en campos de funciones mas amplios. 

c) Integral (Re) absoluta de Rey Pastor. — Para remedial- en lo 
posible las dos deficiencias de la integral (L) (teoria previa do las fun¬ 
ciones medibles y ordenacion por alturas, que excluye en Ei la integrabi¬ 
lidad condicional) J. Rey Pastor considera el metodo de Cauchy-Rtemann, 
con la sola modificacion de admitir ademas de los intervalos de E m , otros 
con juntos elementales, para aprovechar la ventaia de la aditividad infi- 
nita; sin necesidad, no ya de la teoria, sino del concepto de funcion medible. 

Ci) Def. 1. Llamaremos conjuntos elementales de E« a los conjun- 
tos abiertos, cerrados (§ 94-2, b) y a los nulos (L) (§ 82-2, def. 2). 

Def. 2. Dada una funcion real cualquiera f(x) en E m , considere- 
mos particiones de E m , tal que cada una de ellas este formada por un 
numero finito o infinito numerable de conjuntos elementales (def. 1) que 
produzcan sumas de Riemann s = Sfflrfif, S - (§§ 83-1, 82-1, 

48-2) que scan series absolutamente convergent es; si existe un conjunto 
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de dichas particiones tales que (s, Sj- formen un par de clases contiguas 
(§ 7-6), su numero frontera o elemento de separation, se llamara inte¬ 
gral (R*) absoluta de la funcion f(x). 

La integral (R ,; ) sobre un conjunto X de E,„ se define como integral 
(Rk.) de la funcion que coincide con f(x) en X y es nula en el comple- 
mentario. 

La demostracicn de la ordenacion Si < S, dada para las clases rie- 
mannianas (§§ 48-3, a, 82-1, 83-1) subsists aqui gracias a la supuesta 
convergencia absoluta de las series que definen s y S. 

Si la funcion is.a acotada y el conjunto X tambien lo esta por un 
intervalo finito I,,, la definition anterior es equivalente a la obtenida 
considerando solo particiones de I,., en un numero finito de conjuntos ele¬ 
mentales. Aun asi, la integral (R : ) absoluta podra existir aiin cuando 
no exista la (R), pues hemos ampliado las clases s y S con nuevos elc- 
mentos procedentes no solo de una particion en intervalos, sino tambien 
en conjuntos elementales cualesquiera y cabe muy bien que ahora sean 
contiguas si antes no lo eran. 

Especial interes tienen los conjuntos nulos (L), que no influyen en 
las sumas s, S por ser m »-. 0 = M, . 0 = 0, incluso por convenio, cuando 
sean infinitos m r 6 M,. 

Ejemplo 2. Si f(cc) es la funcion de Dirichlet (§ 23-3, ejemplo 4), 
la particion del intervalo (0; 1) en un abierto de rnedida 8 arbitraria- 
mente pequena que cubra los puntos racionales y del cerrado complemen- 
tario, donde es f(a;) = 0, da las sumas s = 0, S = 8; luego la integral 
(R«) vale 0, mientras que la (R) no existe (§ 49-2, ejemplo). Notese 
que la descomposicion del intervalo en los dos conjuntos de puntos racio¬ 
nales e irracionales no entra en la def. 2, por no ser elemental el se- 
gundo. Claro estd que demostrada la aditividad, resultara la descompo¬ 
sicion 0.1 + 1.0 = 0. Tambien, si se sabe que dos funciones casi-iguales 
(§ 95-2) tienen la misma integral (R K ), entonces la funcion de Dirichlet 
casi-igual a la constante 0, tiene integral nula. 

cf) Cuando las clases s y S obtenidas con todas las particiones no 
sean contiguas, el extremo superior de s se llamara integral inferior; y 
el extremo inferior de las S es la integral superior. La igualdad de ara- 
bas es necesaria y suficiente para la existeneia de la integral (R K ) ab- 
■soluta. La existeneia de una sola suma finita S asegura (a monos que 
valga —oo) la existeneia de la integral superior finita; cn caso contrario 
se dira que esta es Andlogamente, cuando exista una suma finita 

s, la integral inferior es finita (o vale +co) ; y en caso contrario, se 
dira que ia integral inferior es —co. 

c 3 ) Las propiedadcs de aditividad finita, linealidad, monotonia y va¬ 
lor medio se demuestran para la integral (R K ) absoluta_ con el mismo 
metodo y la misma sencillez que en §§ 48-5 y 48-6. Aqui tambien sub- 
siste el teorema 1 de § 95-1, es decir, si f(x) es integrable (R B ) absolu¬ 
tamente, tambien lo es |f(x)|, no siendo cierto en general el reclproco, 
pues para la funcion fi(a?) no medible (L) de § 94-8, nota 2, no existira 
la integral (R K ) absoluta (teorema 2), mientras existe para | fi (a;) | = i. 
Observese tambien que aunque una funcion sea integrable (R K ) absolu¬ 
tamente en un conjunto X, puede no serlo en un conjuto parcial de este 
y que aun siendo 0<f(x)<F(x) en X y F(x) integrable (R K ) abso- 
lutamente en X, esto no asegura lo sea f(x); basta considerar como 
ejemplo para F(x) la funcion caracterl-stica del conjunto X medible (L) 
y su restriccion f(x) a un conjunto no-medible (L) contenido en X 
’(§ 94-7, b). 

c { ) Teor. 1. Las funciones integrables (L) lo son tambien (Rj) 
absolutamente con el mismo valor. En efecto, respecto de una particion 
(If I KHESGUE de la funcion truncada fic(x) (§ 95-1, d), podemos conside¬ 
rin' otni posterior (8 48-3, «) consistente en subdividir cada conjunto 
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donrie y,-i < f (x)< y r en una suma numerable de conjuntos cerrados (que 
forman su nucleo borehano F a ) mas un conjunto nulo (L) (§ 94-6, no- 
ta 5), particion posterior formada por conjuntos elementales, cuyas res- 
pectivas sumas s y S estaran entre las [95-5] de Lebesgue (§ 48-3, a) y 
por tanto, haciendo K —> oo, la contigiiidad de las clases de Lebesgue 
lmplica la de las clases que definen la integral (R B ) absoluta. 

Teor. 2. Toda funcion absolutamente integrable (R s ) es inedible (L) e 
integrable (L) con igual valor. En efecto, en la definicion (R«) se acota 
f(x) por dos escalonadas m,(x) y M,(x), cuyas integrates (L) en E m 
son precisamente las sumas s ( y Si de dicha definicion (§ 95-2, teors. 
2 y 8); si consideramos sendas sucesiones de escalonadas monotonas ob- 
tenidas por sucesivas particiones posteriores (§ 48-3, a), con s,, S, que 
converjan monotonamente al valor supuesto existente de la integral (R K ), 
las escalonadas wti(x), M*(x) convergeran respectivamente hacia fun- 
ciones m (x), M(x) tales que 

m,(x) < m(x) < f(x) < M(x) < M a (x) 
y por el teorema de converg-encia acotada (§ 95-4, teor. 2) sera 
lim, Si = lim,(L)/M ( (x)dx = (L)jM(x)dx ; 
lim ( s ( = lim, (L) J'wi (x)dx = (L)J'm(x)dx , 
y como ambos limites coinciden con el valor de la integral (R’ : ), resulta 
(L)/[M(x) — i»(x)]dx = 0, de donde (§ 95-2, teor. 9) es M(x) = f(x) = 
= m(x) en casi todo E,„ y por tanto (§ 95-2, teor. 11) resulta f(x) ine¬ 
dible (L) y ademas integrable (L) con igual valor que la integral (R») 
absoluta. 

De los dos tcoremas anteriores resulta la equivalencia de los metodos 
r ) y j a bsoluto, pero con este ultimo se evita la teoria de la me- 

dida de conjuntos y de funciones, sin mas que estudiar la medida bore- 
liana de los conjuntos elementales (§ 94-2, b). Aun se puede introducir 
el concepto de conjunto medible como aquel cuya funcion caracteristica 
es integrable (R B ) (con valor posiblemente +oo), y deducir los teoremas 
de la teoria de la medida y de la integracion (L) de los previamente 
demostrados en la teoria de la integracion (R K ) absoluta. 

d) Integrates condicionalmente convergentes. — di) El orden lineal 
establecido segun las as crecientes en E, permite la definicion de la inte- 
gral (R-C) (§ 80-1), para cuya generalizacion por el metodo de A. Har- 
nack (§ 80-9) suponiamos implicitamente que el conj^into cerrado C 
de puntos singulares fuese no-denso (cualquier intervalo de E, contiene 
un subintervalo de puntos exteriores a C) y de extension nula (§ 82-2, 
def. 1). Dichas definieiones pueden extenderse a la integral (L)' susti- 
tuyendo en la definicion 1 de § 80-1 la no acotacion por la no integra- 
bilidad (L) o no sumabilidad. Sea la funcion f(os) medible (L) en el 
intervalo lineal ( a,b ), pero no integrable (L). 

Def. 3. Es x 0 punto Harnack, punto (H) o punto de no sumabili¬ 
dad, si la funcion f(as) no es integrable (L) en todo intervalo que con- 
tenga en su interior o en un extremo el punto as 0 . 

Todos los puntos (H) son de discontinuidad infinita, pero no al 
reves. 

Def. 4. Sea H el conjunto cerrado de puntos (H) en el intervalo 
lineal I, tal que sea no-denso y de extension nula (§ 82-2, def. 1). Si se 
cubren con un numero finito de entornos de medida total q, y es In el 
conjunto de intervalos que queda al suprimir tales entornos' se define la 
integral de Lebesgue-Harnack por 

[XXIV-4] (L-Ha) f f(as)das = lim(L) f f (as) das para y —> 0 , 

J Iy 

sicmpre que el limite del segun do miembro exista. 
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Si algun extremo a 6 b e s punto (H), se cubrira con un semi- 
entorno de radio y; si es b — + oo punto (H), el semi-entorno sera una 
semi-recta as > 1/y. 

Para el caso particular de un solo punto (H) se obtiene la defini¬ 
cion de la integral (L-C) o de Lebesgue-Cauchy. Si la funcion f(as) 
es integrable (R) en , la integral (L-Ha) se convierte en la integral 
(R-Ha) o de Riemann-Harnack definida en § 80-9. 

La integral (L-Ha) es aditiva (§ 80-9, a), pero como sucede para 
las series no absolutamente convergentes (§ 81-4 y 5), no es infinitamen- 
te aditiva (§ 95-2, teor. 8) y se aparta de la integral (L) en los teore¬ 
mas de convergencia (§ 95-4). Sin embargo, la funcion integral (L-Ha) 
es continua, aun cuando no absolutamente continua (§ 95-5), tiene por 
derivada en casi todo punto a su integrando, y se establecen (§ 80-9, 
bye) la regia de Barrow y la integracion por partes con las mismas 
restricciones en I„ que para la integral (L) (§ 95-5, teor, 8, y § 95-6, 
teor. 1). 

La suma de dos integrates (L-Ha) puede no ser una integral (L-Ha), 
no subsistiendo en general el teorema de aditividad funcional (§ 95-3) ; 
sin embargo, este se cumple si los conjuntos Hi y Ha de ambos inte- 
grandos son disjuntos. 

da) Def. 5. Se obtendra la integracion (R 1 -’) condicional si en def. 2 
se admiten particiones que produzcan series condicionalmente convergen¬ 
tes, quedando subordinado el valor obtenido al tipo de ordenacion adop- 
tado. 

Prefijar la ordenacion en que se han de surnar las series condicio¬ 
nalmente convergentes que produzcan las particiones admitidas, es esen- 
cial para que la integral definida tenga un valor determinado, pues va- 
riando la ordenacion podemos hacer que dicho valor sea uno arbitrario 
(§ 22-4, 6 2 ). Un determinado metodo de integracion (R l! ) condicional 
segun un orden prefijado merece ser tornado en cuenta si puede fijarse la 
regia de ordenacion independientemente del integrando que se considere. 
Asi puede ocurrir en E, donde existe una ordenacion natural y caso par¬ 
ticular importante de integracion (R B ) condicional es el metodo (L-C), 
0 mas generalmente el (L-Ha) antes introducido. 

Ejemplos: 3. La figura 326 representa la integracion de una fun¬ 
cion no acotada de integral absoluta divergente; inaccesible, por tanto, 
al metodo (L). En las dos mitades de cada intervalo de la particion ter- 



naria de Cantor (§ 50-2, nota 3), es f(x)= ± 2 r a y en el conjunto 
teruario de Cantor C es f(cc) arbitraria. Por ser nulo C, basta consi- 
dorar la sucesion de intervalos contiguos (a r ,b r ) en cada uno de los 
cuales es nula la integral, luego tambien lo es en (0,1), cualquiera que 
sen el orden de ellos. Menos inmediato es el calculo en cada intervalo 
(0 ,t); pero tanto m el orden natural de abscisas crecientes, como en la 
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ordenacion cantoriana, resulta la misma funcion integral (§ 95-5), dibu- 
jada en la figura 326. 

4. Sea f (*)—a en el intervalo central de la particion ternaria de 
Cantor (§ 50-2, nota 3), y en los 2"" 1 intervalos de la particion n-sima 
sea, alternativamente, ±(3/2 ) n ~ 1 a. Las integrales respectivas valen 
± a/3.2"" 1 ; luego la suma absoluta es infinita, mientras que la suma en 
orden cantoriano o natural es a/3. He aqui, pues, una funcion integrable 



Fi K . 327. 


(R K ) [inaccesible al rnetodo (L) y al (L-C)], cuya funcion integral 
(§ 95-5) esta dibujada en la figura 327. 

Ordenese en forma de serie alternada y resultara el mismo valor; 
ponganse dos terminos positivos y uno negativo y rsultara la suma a/2 
como integral en (0,1). Calculese de estt modo y dibujese la nueva fun¬ 
cion integral en (0, x). Notese que en la figura se ban multiplicado las 
ordenadas por 39. Si en cada particion del intervalo se colocan primero 
los sumandos positivos y despuds los negativo®, result* oscilane la inte¬ 
gral. Ordenense los intervalos de modo que la integral sea -f-oo o 
bien —co. 

cl-.) Es deseable que una teoria de la integracion tenga las tres si- 
guientes propiedades: 14) La integrabilidad para toda funcion medible 
acotada en un con'unto de medida fini!a; 24) La aditividad infinita de 
la integral; 34) La admision de integrales condicionalmente convergen- 
tes. La integral (L) tiene solo las dos primeras propiedades, mientras 
que la integral (R-C) tiene solo la 34. La integral (L-C) y sus genera- 
lizaciones que ahora examinamos tienen las propiedades 14 y 34; pero 
resulta que las propiedades 24 y 34 son incompatibles. 

En la definicion [XXII-4] se supone que el conjunto H de no suma- 
bilidad es de extension nula. Para resolver el problema de la funcion 
primitiva (§ 95-5, nota 5), A. Denjoy ha introducido un proeeso de in¬ 
tegracion, llamado por el totalization, en donde el conjunto de no suma- 
bilidad puede ser cualquier conjunto cerrado no-denso. Anteriormente 
O. Holder trato el problema de la funcion primitiva para el caso cn que 
el conjunto de no sumabilidad es finito o numerable. 

Def. 6. Def'nida la funcion f(x) en el intervalo cerrado [a, 6], 1 al 
que el conjunto cerrado de sus puntos de no sumabilidad sea finito o 
numerable, so dira que F(:r) continue on [a, ft] es su primitiva do Holder, 
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si en todo intervalo parcial (a', ft') donde f(x) sea sumable, la integral (L) 
de esta viene expresada por la regia de Barrow F(ft') — F(a'). La 
funcion f(a;) se dira entonces integrable segun Lebesgue-Holder, adop- 
tando por definicion el valor 

[XXIV-5] (L-Ho) Jf(*)d* = F(6) — F(a). 

a 

Es obvio que si f (cc), acotada o no, es integrable (L) en (a, ft), 11a- 
mando F(x) a la funcion integral (§ 95-5), o sea en (a, x), se verifica 
la formula anterior, es decir, el rnetodo (L-Ho) coniprende al (L); pero 
si f(cc) no es sumable, cabe la existencia de alguna F (.r) con las con- 
diciones enunciadas, y el rnetodo (L-Ho) sera una generalizacion del (L), 
una vez demostrado un teorema de unicidad analogo al visto en Cap. IX, 
nota VI, d. Condicion esencial para tal unicidad es la hipotesis de ser 
finito o numerable el conjunto de no sumabilidad; basta considerar, por 
ejemplo, la derivada f(a?) de la funcion F(x), deducida de la de Cantor 
(Cap. IX, nota VI, c), cuyo conjunto de no sumabilidad es el C de 
Cantor, no numerable, donde es f(x)=-[- co. Todas las funciones kF (x) 
(en particular la j/=0) cumplen la condicion impucsta en definicion 6, 
y dan resultados distintos. 

di) Al suprimir la restriccion de la numerabilidad, Denjoy tuvo que 
imponer mas fuertes restricciones a la primitiva F(cr). Cualquiera que 
sea el conjunto cerrado y no-denso C, consideremos los intervalos (a,, ft,) 
contiguos que componen el complementary abierto de C (§94-2, teor. 4) 
y los conjuntos X interseccion de un intervalo dado (a', ft') con C. Los 
intervalos (a,., ft, ) se Hainan contiguos a C, porque todo punto de C, o 
es extremo de uno de ellos o punto de acumulacicn de extremos, y por 
tanto, en cada entorno hay algun intervalo (a,., ft,). Por el rnetodo de 
P. Romanowski (1932), la primitiva y la integral de Denjoy pueden 
definirse asi: 

Dee. 7. La primitiva de Denjoy es una funcion F(«) continua en 
I = [a, ft] y tal que para todo conjunto perfecto C de I se verifique en 
la parte X de C cubierta por cada intervalo (a', ft'), de extremos perte- 
necientes a C: 

[XXIV-6] (L)Sxi(x)dx + 2[F (ft,) — F (a r ) ] = F(ft')— F(a') , 

siendo ( a r , b r ) los intervalos contiguos a C, y absolutamente convergente 
la serie de incrementos cn ellos. Entonces la integral (D) en (a, ft) se 
define por 

[XXIV-7] (D) )f(x)dx = F (ft) — F (a). 

J a 

Una vez probada su unicidad, se ve que comprende a la (L-Ho) y 
por tanto a la (L); pero esta mayor generalidad se refiere al creci- 
miento de f(z) y no a la estructura, pues deb? ser medible y finita 
(§ 95-5, nota 5) en casi todo (a, ft). Las propiedades lineales y de mo¬ 
notonia se conservan; y si f(x)> 0, la integral (D) coincide con la (L). 
La importancia de esta integral de Denjoy reside en conservar la regia 
de Barrow, es deeir, en integrar toda detivada finita (sea o no acotada) 
por la formula [95-21] . 

Notese que la funcion del ejemplo 3 es integrable (D), mientras que 
la funcion del ejemplo 4, integrable por el rnetodo (R 1 -') condicional, no 
lo es por cl de Denjoy, es decir, no es totalizable. 

A diferencia de lo que ocurria con la integral (L-Ha), la integral 
(D) posee lu propiedad de aditividad funcional (§ 95-3). 

d n ) Miis tarde A. Denjoy, A. Khintchine y W. H. Young constru- 
ycron otra integral Ilnmada total general o integral (D-K-Y) que se 
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adapta mejor a una caracterizacion logico-axiomatica de los procesos de 
integracion en condiciones muy amplias. Una tal teoria de las operacio- 
nes integrales generalizadas puede estudiarse en el libro de S. Saks ci- 
tado en nota IV-4. 


III. Rectificacion de curvas y area de superficies. — a) Aplicacion 
de la teoria de LEBESGUE a la rectificacion de curvas. — Respecto del 
eoncepto geometrico de F-curva en E 3 , se ha logrado obtener un perfecto 
ajuste entre el eoncepto de su longitud y su expresion mediante la inte¬ 
gral (L) en estrecha relacion con los conceptos de derivada, variacion 
acotada y absoluta continuidad. 

Para una curva C dada por su representacion vectorial r= r(w) con 
u tornado en el intervalo cerrado I 0 (§ 72-6, a), hemos definido, siguien- 
do a Peano (§ 55-1, c) lo que se entiende por su longitud L(Io, r) corao 
extremo superior de los perimetros de todas las quebradas inscritas y 
hemos demostrado (Cap. XV, nota I, a, teor.) la equivalencia de esta 
definicion con la obtenida mediante el limite de los perimetros de las 
quebradas inscritas al tender a cero su norma. Tambien hemos visto que 
estas definiciones de longitud por abajo, mediante perimetros de quebra¬ 
das inscritas, son equivalentes a la definicion de Leresgue por arriba, 
utilizando quebradas no necesariamente inscritas que tiendan uniforme- 
mente a la curva C (Cap. XV, nota II), para lo que se utiliza la propie- 
dad de que la longitud es una funcional semicontinua inferiormentc, pro- 
piedad que se toma como principio basico para generalizar la teoria al 
caso de las superficies. 

a t ) Es facil ver que la longitud L(C)=L(Io, r) es independiente de 
la particular representacion analitica (§ 72-9) de la F-curva C consi- 
derada. Por el criterio de Jordan (§ 55-9, b) una curva es rectificable 
cuando y solo cuando una cualquiera de sus representaciones analiticas 
r(u) es do variacion acotada en I 0 . Una funcion vectorial r(u) se llama 
de variacion acotada en L si cada una de sus componentes escalares es de 
variacion acotada en I«, (§ 55-9, a), con definicion analoga para la ab¬ 
soluta continuidad (§ 95-5, b, def.). Si una curva es rectificable, cual¬ 
quiera de sus representaciones r (u) tendra derivada r'(z<) en casi todo 
In (§ 95-5, teor. 2) y entonces existira siempre como integral de Lebesgue 
( cfr. con [73-1]) el primer miembro de 

[XXIV-8] ( I r'(w)|dw ^ L(Io,r) , 

A 

ddndose el caso de igualdad cuando y solo cuando r (u) cs absolutamente 
coniinua en In (§ 95-5, c, teor. 8). 

Un ejemplo bien conocido de que la integral clasica [73-1] da un 
valor menor que la longitud de la curva, es el de la grafica de la fun¬ 
cion f (it) de Cantor (Cap. IX, nota VI, b) ;r (u)—ui + f («i) j, (0 < 
<m< 1), siendo 1 el valor del primer miembro de [XXIV-8] y 2 el del 
segundo miembro (§ 55-1, ejemplo 4). 

Sin embargo, toda curva rectificable C admite una representacion 
optima para la que subsiste la igualdad cn [XXIV-8], es decir, la longi¬ 
tud viene dada por la integral clasica [73-1] tomada en sentido de Le¬ 
besgue. Basta adoptar como parametro la abscisa curvilinea s = L(I, r) 
(§ 55-1, b) , pues la nueva renresentacion de C: r = r(s) tiene |r'(s)| = 1 
en casi todo 0 < s < L(C) (§ 95-5, teor. 1) por lo que 


r' (s) | ds — L (C) , 


resultando r(.s) absolutamente continua. 

Por otra parte, cualquier F-curva C admite una. representacion 
r—r («.), wel», para la que r'(w) existe y cs nula en casi todo I 0 , ha¬ 
cienda por tanto vulo cl primer miembro de [XXIV-8] . 
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a 2 ) Propiedades importantes de la rectificacion de curvas que no 
subsisten al pasar a examinar el caso de las superficies, son las si- 
guientes: 

La longitud L(C)=0 cuando y solo cuando la curva C se reduce a 
un punto, es decir, cuando r(?<) es constante en lo. 

Para una curva rectificable C el volumen tridimensional de su huella 
P (§ 72-9, b) dado por su medida de Hausdorff [XXIV-1] para 2 ^ = 3 
(nota I, b ) es nulo y lo mismo ocurre respecto del area bidimensional de 
las huellas de sus proyecciones sobre los pianos coordenados, habiendo 
aun probado que son con juntos de extension nula, es decir, de area (R) 
nula (§ 82-2, nota 1). Asi queda asegurada la intuitiva delgadez me- 
trica y topologica de una curva rectificable. Las curvas de Peano (Cap. 
VII, nota I) que llenan un area o un volumen, no son rectificables. 

Si gi(l') es la longitud unidimensional (nota I, b) de la huella T de 
la curva C, para cualquier curva es siempre gi(r)< L(C), siendo sufi- 
ciente que la curva sea del tipo de arco simple, es decir, sin puntos mul¬ 
tiples (§ 72-9, e) para que se de el caso de igualdad. 

La longitud L(L, r) es una funcional convexa por cumplir la des- 
igualdad de Steiner 

[XXIV-9] L(Io, ri + r s ) < L(I„,r 1 )+ L(Io,r 2 ) , 

equivalente a poner 

L(L, $ (r^ + r 2 )) < Bs (L (lo, r, ) + L(Io, r 3 )) , 

siendo una de las dificultades que se presentan en el caso del area de las 
superficies que en el no subsista [XXIV-9]. 

b) Area de las superficies segun Lebesgue. — Para una superficie 
del espacio E s suficientemente regular para que exista la integral clasica 
[84-17], hemos definido su area como suma limite de “escamas” o ele- 
mentos tangenciales pianos de la superficie (§ 84-4), habiendo ya expli- 
cado la objecion que el clasico ejemplo de Schwarz (Cap. XXI, nota I) 
representa para ser considerada como area limite de las correspondientes 
a poliedrales inscritas. . , 

Para superficies mas generales de Es, tales las F-superficies conti- 
nuas (§ 72-9), se ha creado en estos ultimos ahos una teoria paralela a 
la de rectificacion de curvas, lo que partiendo de conceptos fundamenta- 
les dados por H. Lebesgue y Z. de Geocze, han logrado L. Tonelli 
( 1926) y S. Saks (1927) para superficies uniformes con representacion 
explicita [72-44] y mas reeientemente T. Rad 6 y L. Cesari para el caso 
parametrico general [72-43]. 

h,) Aun en el caso de conjuntos pianos de E 2 , para los que se ha 
definido el area (R) (§§ 48-1, 54-1, 83-3, d, def.) y se ha generalizado 
su medida (§ 94) y el calculo de esta por la integral de Lebesgue (§ 95), 
surgen delicados problemas si se considera un dominio cuya frontera no 
cumpla las restricciones impuestas en §§ 82-3, 82-4, 83-3, d). Pareceria, 
que todo recinto de Jordan simplemente conexo, es decir, el interior de 
toda curva simple cerrada (§ 72-9, c) , habria de ser cuadrable (R) y 
nula (L) la frontera. Sin embargo, existen las llamadas curvas de Os¬ 
good (naturalmente no rectificables, § 82-2, nota 1) que son curvas sim¬ 
ples cerradas de Jordan de medida (L) bidimensional positiva. 

Ejemplo. Recordemos las curvas de Peano (Cap. VII, nota I) que 
tienen area positiva y modifiquemos la construccion para que no tengan 
puntos multiples. Consideremos la curva C de Schoenflies alii expli- 
cada modificando la construccion al separar los 9 cuadrados de la pn- 
mera etapa, cuyos lados miden 1/3, distanciandoles^ 1 /3 s y uniendo entre 
si los vertices separados mediante segmentos, como indica la fig. 328. 

Los 9 cuadrados de lado 1/3“ que forman cada cuadrado ya separado, 
los s •paramos analogamente una distancia 1/3'; los cuadrados subsiguicn- 
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tes los separamos 1/3°; etc. El lado del cuadrado resultante tiene longi- 
tud final 1 + (2/3 s ) + (2.3/3 4 ) + (2.3 3 /3°) + ... = l-|-(l/3). Para format 
una eurva simple cerrada, unanse las extremos Ay B de la curva resul¬ 
tante (situados en una diagonal) por una quebrada isosceles APB con P 




Fitr. 328. 


o.n la prolongacion de la ofcra diagonal. En cada etapa, los cuadrados 
necesarios para cubrir C son los que componian el cuadro inicial, de 
area 1, luego la extension exterior es 1; y como la interior es 0 resulta 
que la curva C no es cuadrable (R) y seria absurdo decir que tiene 
area (R). Sin embargo, tiene area (L) position de valor igual a su ex¬ 
tension exterior (§ 94-2, teor. 6). 

b°) Dadas dos F-superficies Si y S 2 en E* de una cierta clase, por 
ejemplo de tipo rectangular (§ 72-9, c), definamos su distancia de Fre- 
chet-McShane 8 (Si, S 2 ) en la siguiente forma: Sea Ti£Ri)=Ti una re¬ 
presentacion de S, y T 3 (R 2 )= r. una representacion de S»; diremos que 
8(Si, S 2 ) es la distancia 8 > 0 de las superficies Si y S 2 si 8 es el ex- 
tremo inferior de los numeros nositivos e > 0 con la siguiente propie- 
dad: existe un homeomorfismo H e (Ri)==R 2 que conserva las orientacio- 
nes prefijadas de Ri y R 2 , y tal que la distancia q[Ti(xi), TJI r (xi) ] < e 
para todo punto Xi de Ri. Para Rir^R- y Ti— T 2 (is) (§ 72-9) se ve 
ya inmediatamente que puede ser 8 = 0 con Ti#T 2 , pero se nuede pro¬ 
bar que respecto de las F-superficies S. y S 2 , no tan solo la distancia es 
independiente de las representaeiones empleadas, sino que ademas cum- 
ple las condiciones: 

19) 8(Si, S 2 ) = 8(S,,S,); 

29) 0 < 8(Si, Ss) < 4 - co; 

39) 8 (Si, Ss) = 0 cuando y solo cuando S, y S» coinciden como 

F-superficies ; 

49) 8(Si, S.i) < 5(Si, Su) -f- 8(So, S..), (desigualdad triangular). 

Si tenemos una sucesion S„ de F-superficies en 14 de una cierta 
clase, por ejemplo de tipo rectangular, diremos que la succsion S„ con¬ 
verge hacia S, en notacidn S„ -* S, cuando y s6lo cuando 8(S„, S)->0. 
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63 ) Diremos que una F-superficie de tipo rectangular (§ 72-9, c) 
es una poliedral P si adrnite una representacion 

[XXIV-10] P: r = r (u,v) , (tt,v)eR, , 

tal que el contorno de R 0 sea un poligono convexo y Rn puede ser divi- 
dido en un numero finito de triangulos rectilineos < 1 , U, .. ., t„ en los 
que las funciones escalares componentes de r (u,v) sean lineales. A los 
triangulos t, (s = 1, 2, ..., n) les corresponde en E 3 conjuntos de puntos 
r, que forman triangulos pianos rectilineos posiblemente degenerados en 
segmentos o puntos, de area elemental (§ 48-1) | r, I > 0. Llamaremos 
area elemental E(P) de la poliedral P al valor E (P)= 2i" I T --I • 

Dada una superficie S, existe siempre una sucesion de poliedvales 
P„, tal que P„ —> S en el sentido visto en 6 -..). 

El area, de Lebesgue A(S) de la superficie S queda definida por 

[XXIV-11] A (S) = extr inf J ,lim inf E(P„H , 

P» « 

donde el extremo inferior se toma respecto de todas las posibles sucesio- 
nes P„ de poliedrales (incluso no inscritas) tales que P n —> S. 

La funcional A(S), posiblemente infiniia, es independiente de la 
particular representacion r (u,v) que tenga S y al ser introducida ana- 
logamente a [XV-2] sera tambien semicontinua inferiormerite en la clase 
de las F-superficies de tipo rectangular, es decir 

[XXIV-12] A(S) < lim inf A(S„) , 

71 

para toda sucesion S., —> S. La desigualdad < aparece efectivamente, por 
ejemplo, respecto de las sucesiones [XXI-2] consideradas en la paradoja 
de Schwarz. 

Modernamente se ha demostrado que es equivalente tomar cn 
[XXIV-11] solo poliedrales inscritas P„ —> S, dific.il problema que habia 
proput sto Geocze. 

El area de Lebesgue cs una funcional A(S) con las siguientes pro- 
piedades: 19) A(S) esta definida, es no negativa y posiblemente infi- 
nita para toda F-superficie de tipo rectangular; 29) A(S)=E(P) para 
toda F-poliedral P de tipo rectangular; 39) A(S) es una funcional se¬ 
micontinua inferiormente, es decir, cumple [XXIV-12]; 49 ) Para toda 
superficie S existe una sucesion do poliedrales P„ tal que P„ -» S y 
E (P„)-» A(S). 

Ademas, estas propiedadcs son caracteristicas, pu?s de ellas facil- 
mente se deduce que toda funcional a(S) que las cumpla es tal que 
«(S)=A(S). En particular, si u(S) solo cumple las tres primeras con¬ 
diciones, para una sucesion P„ que cumpla P„ —> S y E(P„)—>A(S) 
sera 

[XXIV-13] u(S) < lim. inf a(P.) = lim. inf E(P.)= A(S) , 

es decir, el area de Lebesgue es la maxima funcional sobre las superfi¬ 
cies, semicontinua inferiormente, que coinciden con el area elemental sobre 
las poliedrales. 

bi) Para el caso de superficie S dada en forma explxcita 
[XXIV-14] z=f(u,v) , (u,v)z R ; a x < u < bi , Oa < v < b-- , 

L. To NELLI introdujo conceptos de variacion acotada y absoluta conti- 
nuidad linealmente iteradas y por tanto no propiamente bidimensionales. 
Para cada v fijo en a* < v < b 2 es f (u,v) funcion continua de u con 
variacion total (§ 55-9, a), finita 0 infinita, 

u = (q 

V i(u,v) = V.(v). 

M=a i 

So dird 11 u • f (u, v) es do VAT, on R (de variacion acotada segun To- 
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nelli respecto de u en R) cuando y solo cuando V u (-u) es sumable en 
Oa < v < b 2 . Analogamente se define la funcion i(u,v) de VAT„ en R 
mediante la sumabilidad de 

v — b, 2 

V f (u, v) = Vv(u) en a L < u < bi. 

v — a 2 

Se dira que i{u, v) es ACT- en R ( absolutamente continua segun Tone- 
lli respecto de u en R) cuando y solo cuando es de VAT,, en R y para 
casi todo [a-j < v < 62 ] es f (u,v) absolutamente continua (AC) como fun¬ 
cion de u (§ 95-5, b, def.) en el intervalo a, < u < 61 . 

Se dira que f (u, v) es de VAT en R {de variacion acotada segun 
Tonelli en R), cuando y solo cuando f (u,v) es a la vez de VAT, y 
VAT,, en R. Se dira que f{u, v) es ACT en R {absolutamente continua 
segun Tonelli en R), cuando y solo cuando i{u, v) es a la vez ACT, y 
ACT,, en R. 

Designando por R° el interior de un recinto de Jordan R, se llega 
asi al teorema capital de L. Tonelli (1926) que resuelve en forma com- 
pletamente paralela al caso (a) de las curvas, el problema del area de 
superficie dada en representacion explicita: 

Representada una superficie S en forma explicita z — i{u,v), 
{u, v)elL } su area de Lebesgue A.(S), cs finita cuando y solo cuando 
i{u.v) es de VAT en R. Si A(S) es finita, entonces las primer as dem- 
vadas parciales f„, f,. e xisten en c. t. R° y son sumables en R°, siendolo 
tambien VU + f7 + 1. Ademas es 

[XXIV-15] J Vf„ 3 + f« 2 + 1 dudv ^ A (S) = A (R, f) , 

valiendo el signo de igualdad cuando y solo cuando i{u,v) es ACT en R. 

br.) Para el caso parametrico general, el primer problema a resolver, 
dada una superficie S por cualquiera de sus representaciones r = r{u,v), 
es encontrar una caracterizacion de sus funciones componentes para que 
el area A(S) sea finita. Como ya ocurre en la teoria elemental al con- 
siderar los jacobianos que se refieren a pares de funciones, S. Banach 
observo que dicha caracterizacion debe ser buscada no en dichas compo¬ 
nentes, sino en los tres pares que representan las proyecciones de la 
superficie S sobre los pianos coordenados y pueden -considerarse como 
transformaciones planas del piano {u, v) en dichos pianos coordenados. 

Modificando conceptos previos de S. Banach, por metodos diversos 
que resultan equivalentes, T. Rad 6 y L. Cesari han introducido concep¬ 
tos de variacion acotada (eVA) y absoluta continuidad (eAC) de una 
transformacion plana, adecuados para poder afirmar que una superficie 
dada por r = r(w, v) en {u,v)tR tiene A(S) finita cuando y solo cuando 
las tres correspondientes transf ormaciones planas de R en las proyeccio¬ 
nes de S sobre los pianos coordenados son eVA {esencialmente de varia¬ 
cion acotada). 

Si ademas, para A(S) finita, resulta que la representacion analitioa 
r = r{u, v) es tal que los tres jacobianos [72-55] existen en ^c. t. R°, 
entonces la funcion W(tt, v) dada por [72-57] es sumable en R° y es 


[XXIV-16] 



W {u, v) du dr < A(S) 



valiendo el signo de igualdad cuando y solo cuando aquellas tres trans- 
formaciones planas son eAC en R. 

J. W. T. Young ha probado que ciialquier superficie continua de 
tipo rectangular admite una representacion r = r(w, v) tal que los ja¬ 
cobianos [72-55] existen y son nulos en 0 . t. R°, haciendo por tanto tam- 
bien nulo cl primer miembro de [XXIV-16]. Por otra part', llamando 
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representacion casi-conforme a una r = r{u,v) para la que sus compo¬ 
nentes tengan primeras derivadas parciales en c. t. R, de cuadrado su¬ 
mable en R, y en c. t. R se cumplan las igualdades clasicas de la repre¬ 
sentacion confonne, gu= g-M, gi 2 = 0 , con los git dados por [72-4o], 
C. B. MORREY ha demostrado que cualquier superficie abierta no dege- 
nerada de area de Lebesgue A(S) finita, admite una representacion 
casi-conforme para la que sus componentes son ACT ( 64 ), caso particu¬ 
lar de eAC. y el area de Lebesgue A(S) viene dada por la integral cla- 
sica [84-17] en sentido (L), primer miembro de [XXIV-16], convertida 
en igualdad. 

T. Rad 6 y L. Cesari han creado independientemente conceptos de 
jacobianos generalizados, tales que para una superficie de area finita 
A(S), cualquiera de sus representacion analiticas r=r{u,v) posea en 
c. t. R° dichos jacobianos generalizados sumables, de modo que subsista 
[XXIV-16], valiendo tambien el signo de igualdad cuando y solo cuando 
la representacion es eAC. 

A pesar de que E. J. McSi-iane ha probado que existen superficies 
abiertas no degeneradas de area finita, sin piano tangente en ningun 
punto, en contraste con las curvas rectificables para las que existe r'(w) 
en c. t. Io (Oi), L. Cesari ha determinado para una representacion cual¬ 
quiera de una superficie S de area finita un triedro trirrectangulo exis- 
tente en c. t. R° tal que sus propiedades justifican que se llame a una 
de sus caras piano casi-tangente y a la arista opuesta: direccion easi- 
normal. 

bt) Veamos discrepancias importantes sobre el comportamiento de 
las curvas y de las superficies. 

Dada una pequena esfera, toda curva suficientemente corta, de for¬ 
ma cualquiera, podra encerrarse en ella; en cambio, si consideramos un 
rectangulo largo y estrecho, vemos que la proposicion anterior no sub- 
siste para las superficies. Tampoco subsiste la propiedad analoga a la 
anulacion del volumen tridimensional de la huella de una curva rectifi- 
cable (a,,.); en efecto, sea e >0 muy pequeno; si una curva debe pasar 
a una distancia menor que ?. de todo punto contenido en el cubo unidad, 
la longitud de la curva debera ser muy larga; en cambio, doblando ade- 
cuadamente un rectangulo muy largo y muy estrecho, podemos obtener 
una superficie de area tan pequena como se quiera y que pase a una 
distancia menor que e de todo punto contenido en el cubo unidad. Aun 
mas, por paso al limite del trivial ejemplo anterior, Z. DE Geocze probo 
la existencia de una superficie de area cero que llena un cubo. Con el 
mismo procedimiento es posible tambien construir una sunerficie S de 
area cero, imagen del cuadrado unidad R„ tal oue la huella de S con- 
tenga no tan solo todos los puntos de Ro, sino algunos de ellos cubiertos 
varias veces; sin embargo, es 0 = A(S)< A(Ro)= 1. 

A. S. Besicovitch ha construido una superficie S homeomorfa con 
el cuadrado unidad R„ de area finita y cuya huella r tenga volumen po- 
sitivo, es decir, A(S)<4-oc, |x.-,(f')>0, S ~ Rn {ts) ; (R,>: 0 < u < 1, 
0<«<1). 

Con una pequena modificacion del ejemplo anterior,_ dados ft > 0 tan 
pequeno como se quiera y H > 0 tan grande como se quiera, Besicovitch 
construye, en analogia a una curva de Osgood {b,) , una F-superficie ^ 
del tipo esfericamente cerrado (§ 72-9), de p.i(S )>6 y tal que si D 
es el recinto (abierto) encerrado por S, de medida tridimensional | D |, 
y consideramos el volumen interior V, = I D I y el volumen exterior 
V. = j D | + M2) ’ resulta A (2) < 8 y V,> H. La desigualdad isope- 
rhnetrica que cumple la superficie esferica respecto de las demas,_ puede 
I'ormularse diciendo que toda superficie esfericamente cerrada de area A 
determina un volumen V que cumple V a < A 3 / (36;t), lo oue no se veri- 
fic.a para el volumen exterior V, del ejemplo anterior. Sin embargo, la 
desigualdad isoperimetrica queda verificada para el volumen interior V,. 
lo ijiic sugiere quo sea el concept 0 de volumen interior el adecuado al 
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concepto de area de una super fide esfericamente cerrada ; a este respecto, 
L. Tonelli y T. Rado han probado la propiedad isoperimetrica de la 
esfera en el espaeio euclldeo E 3 en forma muy general, mediante el em- 
pleo del area de Lebesgue. 


c) La teorla del area de Lebesgue resuelve la paradoja de Schwarz 
( cap. XXI, nota I) con alcance extraordinario, pues se aplica al tipo 
mas general de superficies continuas. Sin embargo, muchos matematicos, 
cautivados por su caracter intuitivo, ban intentado definir el area como 
limite de poliedrales inscritas, estableciendo tanto en las superficies como 
en las poliedrales, restricciones adecuadas para que el nuevo concepto no 
entre en conflicto con las formulas clasicas establecidas para los casos 
elementales. Asi, M. Frechet ha establecido la siguiente definicion de 
area que tiene caracter geometrico intrinseco: El area a(S) de una su- 
perficie S de clase K se define como el limite comun de sucesiones de 
areas de poliedrales P„ inscritas a la superficie S cuando la arista ma¬ 
xima de P„ tienda a cero, pero P„ variando de manera que se puedan 
descomponer sus caras en tridngulos cuyos vertices scan puntos de S_ y 
tales que el extremo superior de los angulos sea un numero fijo inferior 
a dos rectos. Las oondiciones de regularidad de la superficie que la in- 
cluyen en la clase K para que la anterior definicion tenga sentido y sea 
compatible con los casos elementales, han sido estudiadas por Frechet 
y por otros autores. Por ejemplo, pueden adoptarse como condiciones su- 
ficientes de regularidad las que cumplen la clase K de superficies para 
ias que S no tiene punto multiple y existe una representacion parame- 
trica r = r(w, v) de S tal que sus funciones componentes escalaros ten- 
gan derivadas primeras parciales continuas con W (w, v)=£0 en Rn. 

Que dicha clase K no puede ser muy amplia y que la definicion por 
limite de poliedrales inscritas (no por extremo inferior [XXIV-11] del 
problema de Geocze ( b.,)) ha de tener siempre un caracter muy restrin- 
gido y artificial, ha sido puesto de manifiesto por Besicovitch al dar 
un ejemplo de superficie S continua en forma explicita [XXIV-14] tal 
que es posible dividir el cuadrado parametrico R en triangulos arbitra- 
riamente pequenos de forma muy proxima a cualquiera dada anterior- 
mente y tal que el area de las respectivas poliedrales inscritas tengan 
un drea, bien arbitrariamente grande, bien tan proxima como se quiera 
a A(S). 


IV. Bibliografia. — Para iniciar el estudio de la integral (L) en su 
forma clasica es siempre recomendable la sucinta exposicion. 

C. de la Vallee Poussin: Integrates de Lebesgue, Fonctions d’en¬ 
semble, Classes de Baire (Gauthiei’-Villars, Paris; 2^ ed., 1934; reimpr. 
1946). 

Del mismo tipo clasico y conciso, evitando sumergirse excesivamente 
en las profundidades de la teoria de funciones reales, han seguido la mo- 
nografia 

J. C. Burkill: The LEBESGUE integral (Cambridge Tracts, 1951), 
y los capitulos X, XI y XII de la excelente y didactica obra de Titcii- 
marsh (citada en Cap. XI, nota IV, 3). 

Para penetrar en la esencia de la integral (L) es indispensable con- 
sultar el profundo libro de H. Lebesgue (citado en Cap. XIII, nota V, 3). 
Una minucio-sa y completa exposicion hasta la fecha de su publicacion, 
de todo lo referente a integracion, contiene el monumental tratado de 
E. W. HORSON (citado en Cap. IX, nota VIII, 3). Un tratado moderno so- 
bre la teoria de la medida y la integracion, con enfoque general y abstracto 
y su ultima parte dedicada a aplicaciones, constituye el Vol. Ill: Inte- 
gralrechnung (2* ed., 1955) de la obra de Haupt, Aumann y Pauc 
citada en Cap. XVIII, nota III, 1. 

2. Gran trascendencia ba tenido el metodo geometrico (hecha provin- 
mente la sistematizacidn de la medida) introducido on la obra do C. 
CaratiiiSodory (citada on Cap. TX, nota VTIT, 3) quo ba Hido seguido 


para las funciones acotadas,. aunque para las no acotadas se prefiera se- 
guir la teoria de las primitivas de Perron, en 

E. Kamke: Das Lebesguesc /16 Integral. Fine Einfurung in die 
ncuerc Theorie der reellen Funktionen (Teubner, Leipzig, 1925). 

IJna version modernizada y enteramente rehecha de la obra prece¬ 
de ii to, con cambio de enfasis de la integral de Lebesgue en una dimension, 
u la de Lebesgue-Stieltjes en n dimensiones, es: 

E. Kamke: Das Lebesgue-Stieltjes -Integral (Teubner, Leipzig, 1956). 

El mismo metodo geometrico adopta la didactica obra de H. Kestel- 
man (citada en Cap. XIII, nota V, 2) que con lujo de simbolismo trata 
las integrates (R) y (L) con nociones de la (D). 

Escrita en el estilo clasico de Caratheodory, Hahn y IIausdorff, 
introduce suave y cuidadosamente los puntos delicados y senala bien en 
qu6 consiste la superioridad de la integral de Lebesgue sobre la de Rie- 
mann, la didactica obra 

C. Goffman: Real functions (Rinehart, Nueva York, 1953). 

Sacrificando a veces la precision y la claridad, dedica una breve ex¬ 
posicion segun moldes clasicos a las integrales de Riemann, Stieltjes 
y Lebesgue la obra: 

R. L. Jeffery: The Theory of Functions of a Real Variable (Toron¬ 
to Press, 1951). 

Curso excelente, traducido del ruso, para el estudio inicial de la teo¬ 
ria superior de las funciones de variable real, conteniendo conjuntos me- 
dibles, integrales de Lebesgue y de Stieltjes, continuidad absoluta y 
derivacion es 

I. P. Natanson: Theory of functions of a real variable (Ungar, 
Nueva York, 1955). 

Siguiendo las ideas de Riesz, introduce la integral de Lebesgue por 
sus propiedades funcionales, para luego, mediante ella, estudiar los con- 
juntos medibles y, en el ultimo capitulo, la integral de Lebesgue-Stieltjes, 
la excelente obra de Graves (citada en Cap. IX. nota VIII, 2). En ana- 
logo orden de ideas desarrolla su exposicion la obra 

E. J. McShane: Integration (Princeton Univ. Press, 1944). 

En castellano, ademas de la de J. Rey Pastor (citada en Cap. VI, 
nota VI, 2, Elementos de la teoria de funciones, 3^ ed., Iberoamericana, 
Madrid, 1953) que ha servido de base para nuestra exposicion, estan las 
notables obras de A. E. Sagastume (citada en Cap. IX, nota VIII. 2) y 

S. Rios: Teoria de la integral (Rev. Acad. Ciencias, vol. 36, Madrid, 
1942; reimp. por C. Bermejo), 

resumida en 

S. Rios: Conceptos de integral (Monografias del Cons. Sup. Invest. 
Client., Madrid, 1946). 

Basada sistematicamente en el uso de escalonadas (§ 95-3) esta la 
original exposicion de la obra de Vitali y Sansone (citada en Cap. IX, 
nota VIII, 3). 

3. Principalmente a la integral de Lebesgue-Stieltjes con capitu¬ 
lo:; sobre funciones aditivas de conjunto esta dedicada la obra de Picone 
y Viola (citada en Cap. XXI, nota II, 1). 

Mostrando bien la importancia de la teoria de la medida en el fun- 
diunento del calculo de probabilidades, contiene una didactica introduc- 
ci.'.n de la integral de Lebesgue-Stieltjes la famosa y didactica obra 

1T. Cramer: Mathematical Methods of Statistics (Princeton Univ. 
I’icmc. 1946; trad, castellana: Metodos matematicos de estadistica, Agui¬ 
lar, Madrid, 1953). 

La aplicacion de la teoria de la medida a la teoria de la probabiK- 
■ iol, domic una variable aleatoria es una funcidn medible, un aconteci- 
oiiriilo es nn conjunto puntual medible cuya medida es su probabilidad, 
bi ciperanzn matematica es la integral de la funcion, los teoremas de 
i niivorgoncia en medida (probabilidad) o en casi todo punto (certeza pro- 
Imliili:dleu) licnen un inmediato significado en los teoremas de conver- 
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gencia basicos de la teoria de la probabilidad, alcanza su plena fecundi- 
dad en las magnificas obras: 

J. L. Doob: Stochastic ■processes (Wiley, Nueva York, 1953), 

B. V. Gnedenko y A. N. Kolmogorov: Limit distributions for sums 
of independent random variables (trad, del ruso con anotaciones de K. L. 
Chung y apendice de J. L. Doob; Addison-Wesley, Cambridge Mass., 
1954). 

Contiene material basico sobre teoria de conjuntos, medida e integral 
de Lebesgue la obra de orientacion moderna traducida del ruso, orientada 
hacia el estudio de espacios metricos y espacios lineales normados, y las 
ecuaciones en operadores lineales: 

A. N. Kolmogorov y S. V. Fomin: Elements of the theory of func¬ 
tions and functional analysis. Vol. I: Metric and normal spaces (Gray- 
lock Press, Rochester, 1957). 


4. Tratados completos y enciclopedicos sobre la teoria de la integral 
y funciones de con junto, con el estudio de la integracion en espacios abs¬ 
tracts y la generalizacion del concept de la medida, son 

5. Saks: Theory of the integral (2^ ed., ZSFKN, Varsovia, 1937, y 
Stechert, Nueva York; mas didactica, pero de menor alcance era la 1^ 
ed.: Theorie de Vintegrale, Varsovia, 1933); 

H. I-Iahn y A. Rosenthal: Set Functions (Univ. of New Mexico, 
Albuquerque, 1948; continuacion de la obra de H. Hahn citada en Cap. 
IX, nota VIII, 3). 

Da una detallada exposicion de las investigaciones de su autor sobre 
la teoria de la medida y de la integracion en formulacion abstracta, la 
obra: 

C. Caratheodory: Mass und Integral und ihre Algebraisierung (Birk- 
hauser; Basilea y Stuttgart; 1956). 

Una excelente introduccion a estas obras, altamente recomendable 
para un curso superior de la teoria de la medida y de la integracion, con 
tratamiento moderno y muy asequible, conteniendo numerosos y bien ele- 
gidos ejemplos y ejercicios, es , . 

M. E. Munroe: Introduction to measure and integration (Addison- 
Wesley, Cambridge Mass., 1953). 

Como introduccion al Analisis funcional (con un apendice en su ul¬ 
tima edicion sobre transformaciones particulares en espacios de Hilbert), 
trata de mano maestra en su primera parte las modernas teorias de de- 
rivacion e integracion desde el punto de vista funcional originado en el 
primero de sus autores, seiialando los puntos capitales*con acertadas re- 
ferencias historicas, la magnifica obra 

F. Riesz y B. Sz-Nagy: Leqons d’analyse fonctionnelle (3^ ed., Gau- 
thier-Villars, Paris, 1955), trad, 'inglesa de L. F. Boron: Functional analy¬ 


sis (Ungar, Nueva York, 1955). 

Complement a esta obra es 

B. Sz-Nagy: Prolongements des transformations de Vespace de Hil¬ 
bert qui sortent, de cet espace (Akad. Kiado, Budapest, 1955). 

Tambien como funcional lineal, previamente a la idea de medida de 
un conjunto puntual, estudiase la integral de funciones reales definidas 
en un espacio vectorial topologico. en el fasciculo XIII (Livre VI: Inte¬ 
gration-, Cap. I a VI; Act. Sci. Ind., n° 1175, 1952) de la monumental 
obra de Bourbaki (citada en Cap. I, nota IV, 9). 

En el mismo orden de ideas, prueba que es posible desarrollar en 
muy corto espacio lo mas importante de la integral de Leb'f.SGUE en su 
forma mas general, si se adopta el metodo funcional originado en Da- 
niell y en Riesz, el notable folleto, claramente escrito 

R. L. Gomes: Integral de Lebesgue-Stieetjes num espaco localmen- 
te compacto. I (Cadernos de Analise Geral, n9 21, Junta Invest. Matem., 
Porto, 1952). |( . 

T,a generalizacidn del metodo do Daniell al caso donde la inte¬ 
gral” tome sus valores on un conjunto ordenado convenient (en lugar 


de la recta real), con la mayor generalidad posible para englobar los 
rcsultados de Stone, Nakamo, Bochner y ampliar el campo de aplica- 
ciones de la teoria, esta en 

E. J. McShane: Order-preserving maps and integration processes 
(Princeton Univ. Press, 1953). 

Con el objeto de servir como libro de texto para estudiantes y tam¬ 
bien de consulta para especialistas, escrita en claro estilo, presenta uni- 
ficadamente la teoria general de la medida, dedicando los dos ultimos ca- 
pitulos a la de Haar, la obra 

P. R. Halmos: Measure Theory (van Nostrand, Nueva York, 1950). 

La medida ne Hausdorff con sus propiedades dimensionales, esta 
tratada en la anteriormente citada obra de Munroe y en 

W. Hurewicz y H. Wallman: Dimension Theory (Princeton Univ. 
Press, 1941). 

El concept de medida de Haar es fundamental en la obra de clara 
exposicion de los resultados altamente especializados mas importantes, 
completados en muchos puntos y con demostraciones perfeccionadas, de- 
bida a 

A. Weil: Vintegration dans les groupes topologiques et ses applica¬ 
tions (Act. Sci. Ind., n<? 869, Hermann, Paris, 1949). 

Una exposicion detallada de la clasica teoria de la medida de Lebes¬ 
gue en un espacio euclideo w-dimensional y su generalizacion a espacios 
metricos cualesquiera, reproduciendo apuntes que durante 15 ahos sirvie- 
ron de fuente de informacion, contiene 

J. von Neumann: Functional Operators. I. Measures and Integrals 
(Princeton Univ. Press, 1950). 

Despues de incluir las integrales de Perron, Riemann, Lebesgue y 
Stieltjes dedica sus dos ultimos capitulos a medidas e integracion abs- 
tractas, siguiendo los lineamientos de Stone y basandose en el algebra 
de Boole, la obra de Aumann (citada en Cap. XVIII, nota IV. 2). 

Exposicion didactica para adquirir a partir de la integral de Le¬ 
besgue, ideas claras y generales sobre las integrales de Denjoy y sus 
generalizaciones, limitandose al caso de una variable real y medida ordi- 
naria, es 

R. L. Jeffery: Non-absolutely convergent integrals (Proc. 2’"' Ca¬ 
nadian Math. Congress, Vancouver, 1949; pp. 93-145, Toronto Univ. Press, 
1951). 

5. La teoria de la longitud de curvas y area de superficies conti- 
nuas en el espacio euclideo tridimensional, esta monograficamente des- 
arrollada en las exposiciones de Rado y de Pi Calleja (citadas en Cap. 
X W nota III, 2). 

Recientemente ha aparecido la magnifica obra 

L. Cesari: Surface area (Annals of Math. Studies, n9 35; Princeton 
I'niv. Press. 1956). 


CapItulo XXV 


SERIES E INTEGRAL DE FOURIER 


§ 96. Espacios E jv y espacio de Hilbert 

1. El espacio vectorial E„; sus axiomas fundamentales. — 

El Calculo vectorial, cuyas ventajas sobre el metodo cartesiano 
conoce ya el lector (Cap. XVII) y que, al resumir en tres for¬ 
mulas capitales (§§ 91-4; 92-1, b; y 92-3) las relaciones de 
Geometria infinitesimal que mas interesan a la Fisica, se hizo 
su instrumento indispensable, condujo (Cap. XVII, nota I) por 
natural abstraction a la Geometria w-dimensional, que conser- 
va el nombre de vector o de punto para cada grupo de n nu- 
meros {x x , x->, ..., x n }, entes abstractos que, designados por le- 
tras x, y, ..., como elementos o puntos, constituyen el espacio 
E n , si: i i 

(G) Se define la suma, como es usual en la Geometria de 
E 2 y E s , por adicion de componentes o coordenadas homologas, 
operation asociativa, siempre posible con su inversa dentro de 
la clase E», la cual entra asi en la categoria de grupo (§ 5-12, b); 

(L) Pero es un grupo lineal, por admitir la multiplicacion 
por coeficientes numericos, asociativa y distributiva; y por 
ende el espacio E w es lineal (Cap. II, nota III, b) ; 

(M) Finalmente, es metrico, por admitir la definition pi- 
tagorica de distancia entre cada par de puntos, la cual resulta 
como caso particular de la multiplicacion escalar (Cap. XVII, 
nota II) que asigna a cada par x = {xi}, y = {iji} un numero 
real designado asi: xy = 2#^; y como caso especial resulta 
la norma \ | x 11 =xx = 1,Xi 2 > 0, cuya raiz cuadrada positiva 
cm cl valor absoluto o modulo j x | del vector x, siendo su anula- 
cidn necesaria y suficiente para que el vector sea nulo, es de- 
cir, tenga nulas sus n componentes. Resumiendo estas propie- 
dades fundamentales, se dice que el espacio E„ es un grupo 
vrclnrial normado, con norma definida por un producto es- 
calar. 

Distancia Q(x,y); es el valor absoluto de x — y 6 de 
v x, es decir 

[96-1] <>(\,y) - 1 x — y | = | y — x | = V(x•— y) (x — y) = 

- VII* —y||. 
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§ 96 -2 

A este cuadro cle axiomas satisfacen, como salta a la vista, 
los espacios E x , E 2 , E 3 , ... ; y el caracter distintivo de la di¬ 
mension es el de ser el maximo numero de vectores linealmente 
independientes, es decir, tales que no satisfacen a ninguna ecua- 
cion del tipo = 0 (§ 60-2) a menos que todos los k } = 0. 

2. Espacio de Hilbert. — Pareceria natural definir el es- 
pacio Eco de infinitas dimensiones, por el cuadro de propieda- 
des G, L, M de § 96-1, con la condicion de existir infinitos 
vectores independientes tp x , cp 2 , cp 3 , pero mientras en la 

Geometria de E„ son equivalentes el metodo sintetico o intrin- 
seco y el analitico, puesto que todo vector se descompone en 
sus n componentes sobre los vectores independientes elegidos 
como sistema de referenda, y el espacio de vectores puede 
sustituirse por el de grupos de n numeros {Xy x 2 , .. x n ), que 
son sus coordenadas, no puede asegurarse analoga descomposi- 
cion en el caso de infinitas dimensiones, si no se agregan nue- 
vos postulados, como haremos en § 96-4. Sigamos el metodo 
analitico, definiendo el espacio por coordenadas, del modo si- 
guiente: 

Def. El espacio real de Hilbert, que llamaremos tambien 
espacio H, tiene como puntos o elementos todas las sucesiones 
de numeros reales x = {x r } de cuadrado sumable; es decir, ta¬ 
les que son convergentes las series 2x, 2 , que asi definen las 
normas 11 x 11 y luego los modulos | x | = -(- V11 x 11 como en el 
caso de E„ (§ 96-1). 

Esta condicion es necesaria para la finitud de los produc¬ 
es escalares xy = So : r y r , pues resulta haciendo x = y; y es 
suficiente, puesto que 

2 | Xr I . I Vr I < Zr 2 + V ? , * 

luego 

[96-2] 2 | xy | < 2 2 | x r | . | Vr | < Sir, 2 + 2t/, 2 . 

Resulta, ademas, la finitud de todas las sumas 2(av ± y r ) 2 ; 
luego las sucesiones {x r ± y r ) pertenecen al espacio H, es. de¬ 
cir, el espacio H es un grupo (§ 96-1, G) ; y, como se ha visto, 
tambien se verifican L y M. La. distancia entre dos puntos 
viene expresada por la formula pitagorica: 

[96-3] p(x, y) = o (y, x) = |x — y| = \/^(x, — y r )-. 

Nota. A estos mismos x’esultados se llega mediante la desigualdad 
de Cauchy-Schwarz (Cap. XVII, nota II, b) : 

[96-4] (XXrVr)' < txS.ZVr 2 , osea | xy | < | x | . | y | , 

que tanto en E„ como en II puede enunciarse asi: El valor absoluto del 

1 >roducto c8calar de dos vectores no supera al producto de los modulos. 

Vimos tambi6n (Cap. XVII, nota II, b, y nota III) que cata impor- 
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tante desigualdad permite introdueir analiticamente el angulo de dos vec¬ 
tores por su coseno xy/(|x|.|y|), y demostrar la propiedad triangu¬ 
lar de las distancias definidas por [96-3]: q(x, z) < q(x, y)-f- e(y,z), o 
su equivalente: 

[96-5] {a r + hr) 2 < V'i^7 + y/ < Xb7. 

Queda asi justificada la denominacion distancia, que en la teoria ge¬ 
neral de los espacios abstractos (cfr. Cap. XVIII, nota I) se define por 
las tres condiciones siguientes: 

1) Es un numero no negativo asignado a cada par de puntos, numero 
que designaremos q (x, y) = o(y, x). (Cuando no hay simetria se definen 
distancias orientadas). 

2) La distancia es nula cuando, y solo cuando, x = y (condicion que 
se cumple evidentemente en la definicion [96-3]). 

3) Si x, y, z, son puntos cualesquiera, se verifica : q(x, z)< q(x, y) + 
+ o(y,z)- (Esta condicion triangular, que cumple [96-3] puede sustituirse 
por otra menos exigente: dos puntos infinitamente proximos a otro, son 
infinitamente proximos entre si). 

3. Espacios funcionales. — La conservacion de las propie- 
dades esenciales de E„ se logra tambien con funciones x(t), 
y(t), ..., en lugar de sucesiones. Definido correlativamente el 
producto escalar de dos funciones, que suponemos integrates 
en un campo A, por el numero 

xy = f x(t)y(t)dt , 

"'A 

la existencia de estas integrales exige, en particular, que los 
cuadrados, x-(t), y-(t), sean integrates. 

Segun el tipo de integral que se considere (Riemann-Cauchy, Lebes- 
GUE, DenjOY) tendremos una u otra teoria correspondiente. La mas sa- 
tisfactoria por su armonia es la de Lebesgue, que es comun en muchos 
teoremas con la de Riemann. 

Reciprocamente, la acotacion correlativa de [96-2] demues- 
tra que las funciones de cuadrado integrate tienen producto 
escalar finito y distancia finita dada a partir de: 

[96-6] q 2 (x, y) = (x — y)(x — y) = f [x(t) — y (t) ] 2 d£ 

Ja 

v forman un subgrupo (L 2 ) del grupo de funciones integra¬ 
tes (L). 

Como, ademas, se verifican las condiciones L y I\1 de § 96-1, 
resulta: 

Def. Todo grupo de funciones de cuadrado integrate en 
cl campo A forma un espacio vectorial normado, adoptando 
como producto escalar xy de cada par de funciones la integral 
do x(t.)y(t) sobre A. En particular, dos funciones se Hainan 
ortogoncdes cuando es xy = 0, es decir: 

f x(t)y(t)dt = 0. 

•'A 
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Ejemplo muy importante nos ofrece la familia de funciones 
circulares cos mx y sen mx (m = 0,1, 2, 3, ...) (§ 53-1, ejem- 
plos 1 y 2). 

Dos funciones cualesquiera de la familia de senos y cose- 
nos de multiylos de x son ortogonales en (0, 2n) y en cuaU 
quier intervcdo de amylitud 2 k. Ademas resulta como producto 
de cada una por ella misma, o sea como norma, el valor n. 

4. Espacio H com pie jo y espacio H abstracto. — Por imposicion de la 
Mecanica cuantica, se hace necesario ampliar el espacio H, admitiendo 
productos escalares no conmutativos, tales que la permutacion de xactores 
se traduzca en la conjugacion de los numeros. (Ver J. von Neumann, 
citado en nota IV, 8, y J. Rey Pastor, citado en nota IV, 1). 

Def. Llamaremos espacio complejo H al conjunto de todas las_ suce- 
siones de numeros complejos de cuadrado sumable, cuya multiplicacion se 
define asi: xy =%x r y r - Por tanto, las propiedades Mi y M s quedan mo- 
dificadas en la forma M\ y M':, que a continuacion formulamos. 

Repase el lector las seis formulas que siguen y comprobara que las 
satisface el espacio complejo; para definir el espacio abstracto bastara 
postular M'i y M' a , que conjuntamente con las Ms y M^del espacio real 
permiten deducir las restantes y otras muchas que no interesa escribir. 
Tenemos asi el nuevo cuadro de axiomas: 

xy = yx = numero complejo (simetria hermitica) [My] 

( Xt _x 2 )y = x.y — x 2 y (distribution respecto del primer factor) [Mu] 

Pasando por permutacion a los conjugados, segun M'i, resulta la dis¬ 
tribucion respecto del segundo factor; 

(hx) y = /?. (xy) (asociacion de coeficientc al primer factor) [M's] 

La asociacion al segundo factor, segun M'i, se deduce asi: 
x(hy) = {hyjx = h( yx) = h(x y) 

La norma se define xx = xx (por M'i), luego es numero real ; postu- 

lamos: „ rM 

xx > 0 ; . IM 

siendo xx = 0 cuando, y solo cuando, sea x = 0. _ 

La teoria aritmetica se desarrolla, como se ve, casi tan sencillamente 
como en el espacio H real. (Ver J. von Neumann, citado en nota IV, 8). 

Pero inmediatamente se plantea la cuestion reciproca: que tales axio¬ 
mas no bastan para caracterizar H, es obvio, puesto que tambien los cum- 
plen los espacios E„ en cualquier numero de dimensioned; y exigir que 
estas sean infinitas, o sea, que haya infinitos vectores linealmente mae- 
pendientes, tampoco basta; pues tal condicion cumplen, por ejemplo, todas 
las funciones continuas (grupo C), todas las funciones de cuadrado K- 

integrable (grupo R 2 ), etc. . , , 

Ahora bien, esta diversidad aparente no debe desorientarnos. LI lec¬ 
tor conoce ya la esencia del metodo axiomatico, en el que no interesa la 
naturaleza de los elementos, sino solamente sus relaciones', y se plantea 
el problema de saber si un sistema de funciones forma espacio equiva¬ 
lents en esencia al H. He aqui una de las nociones capitales de la mo- 
derna Matematica, que importa definir (cfr. §§ 1-6 y 3-5). _ 

Def. Dos espacios de elementos cualesquiera se llaman isomorfos y 
se consideran como uno mismo, cuando hay entre sus puntos o elementos 
una correspondencia biunivoca que conserva las relaciones que los carac- 

terizan. , ... , n 

En nuestro caso concreto, para obtcnor un espacio luomorfo con el II, 
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debe buscarse un conjunto de funciones que formen grupo vectorial nor- 
mado por un producto escalar (§ 96-1, G, L, M) y tales que la distancia 
entre cada dos sea igual a la distancia entre los correspondientes puntos 
de H, propiedad que se llama isometria. 

En las notas II y III volveremos sobre este problema, cuya solution 
se alcanza mediante las funciones integrables (L) introduciendo la me- 
dida de aditividad infinita. Entonces, y solo entonces, satisfara el espacio 
funcional a otras dos condiciones o postulados de continuidad, que cumple 
H y a las que debe, por tanto, satisfacer todo espacio isomorfo. Este 
nuevo grupo de axiomas es el siguiente: 

Axiomas de continuidad. 

[Ci]. El espacio satisface a la condicion de convergencia de Cauchy. 
Es decir: si para cada e>0 existe un n tal que o(x P ,x„)<e para todo 
par de indices > n, existe un limite Xo tal que o(x r , x<.)-»0. Esta pro¬ 
piedad se expresa diciendo que el espacio es completo. 

[C*]. Existe en el espacio una sucesion de puntos -jx r }- densa en todo 
el espacio. Es decir, todo punto de este es punto de acumulacion de ■{ x r - 
Se dice que el espacio es separable. 

Se ve que estas dos propiedades generalizan para la metrica M las 
dos propiedades del espacio real; la primera se logra completandolo por 
la introduccion de los numeros irraeionales, para que exista limite de 
toda sucesion que cumpla la condicion de Bolzano-Cauciiy (§ 20-6). El 
papel de sucesion basica del espacio, que postula C 2 , lo desempena en E„ 
la sucesion de los puntos de coordenadas racionalcs (§ 94-2). 

Veremos en notas II y III que II satisface a C 2 (sucesion b&sica 
formada por los puntos de numero finito 1, 2, 3, ... de coordenadas ra- 
cionales) y tambien Ci (teorema de Fischer). Entonces sera facil probar 
el isomorfismo con II de todo espacio que cumpla las condiciones G, L, M 
y C; y tendremos caracterizado el espacio abstracto de Hilbert. 

5. El espacio de Hilbert en la mecanica cuantica. — Nos proponemos 
senalar (de modo, por fuerza, informal para no alejarnos mucho del tema 
de esta obra) como las necesidades de la Ciencia natural encuentran un 
marco adecuado en el espacio de Hilbert, y dan motivacion concreta al 
estudio, que luego haremos, de problemas lineales, ya sea algebraicos o 
con operadores diferenciales o integrales (§§ 107 y 108, Cap. XXVII, 
nota III; Cap. XXVIII, notas V a IX; Apend. II). 

a) Panorama historico. — cu) La Fisica matematica del siglo XX 
interpreta el Universo inorganico construyendo estructuras abstractas con 
entes arbitrarios xr, relacionados entre si por operaciones convencionales 
O^, sin pretensiones ontologicas de realidad ni siquiera de modelo intui- 
livo construido a semejanza con las entidades del mundo externo, cuya 
naturaleza intima renunciamos a conocer; basta que haya correspondencia 
entre ese armazon simbolico, inteligible pero no intuible, y los entes fisi- 
cos G; y que a cada operacion 0/ entre estos corresponda una operacion 
Q, entre los x,. Esta coordinacion paralela entre simbolismo y fenomenos 
fisicos es un isomorfismo (§ 1-6). 

Este viraje de la Fisica en el sentido pragmatico y agnostico ha sido 
realizado en el presente siglo, por la fuerza de las paradojas irresolubles 
que plantearon a las viejas teorias algunos experimentos rotundos. La 
In/., es decir, la radiacion, es emision de corpusculos, decia la desechada 
Ii iiria newtoniana, pero basto la flagrante contradiccion surgida ante el 
IViKimono de las interferencias, rebelde a la teoria emisionista, para con- 
rluir quo la luz no es lluvia de corpusculos; y ante la necesidad de otra 
li 111 <j t<•:■.i:; quo llenara el vacio de aquella, declarada absurda, y con el con- 
voncimionto de la unidad funcional del Universo, se recurrio, copiando el 
modelo de In Aoustica, a la hipdtesis ondulatoria; pero faltando aqui el 
medio material quo vibrase, necesitdndose algun sujeto para el verbo vi- 
|m itr, m« inventft el iter, un nuevo 6ter, epigono de la larga dinastia de 
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eteres ideados desde HerAclito hasta Descartes. Poco importaba que el 
novisimo eter, al igual que sus antepasados, fuese contradictorio consigo 
mismo; pues con tal artificio se lograba explicar satisfactoriamente las in- 
terferencias, y los fenomenos opticos acontecian como si la luz fuese on- 
dulaeion. Pero los exitos logrados en la segunda mitad del siglo XIX fue- 
ron tantos y tales que los fisicos se fueron acostumbrando al eter hasta 
acabar creyendo en el; y desde su infimo papel de mal menor ascendio 
esta entelequia a la suprema categoria de realidad fisica. Los fisicos fi- 
niseculares no solo hablaban con aplomo del “viento de eter” cuya veloci- 
dad intento medir Michelson, sino que creian ciegamente en el como 
realidad fisica y descubrimiento definitivo; y afirmaban con rotundidad 
que la luz en toda su amplisima garaa, es decir, la radiacion, es vibra- 
cion del eter. _ . 

En esa era euf orica y victoriosa de la teoria ondulatoria, £quien ha- 
bria osado pronunciar la nefanda frase “emision de corpusculos”?, y sin 
embargo, algunos experimentos decisivos obligaron a resucitarla, y Eins¬ 
tein rebautizo en 1905 a los corpusculos newtonianos con el nuevo nom- 
bre de “fotones”. Durante tres decadas, los textos de Fisica ofrecian el 
curioso espectaculo de presentar en algunas. paginas la luz como ondula- 
ciones, y en otras como emisiones, renunciando asi a la vieja pretension 
ontologica de discutir lo que la luz es, para conformarse con ver como se 
comporta. Pero la habil escapatoria solo podia satisfacer a los escepticos, 
para quienes la ciencia es endeble armazon que en cada siglo se derrumba 
una o mas veces al soplo de un experimento adverso, para volver a em- 
pezar un nuevo tinglado, que en nada se parezca al anterior. 

a 2 ) La crisis de la Fisica ha sido superada ya gracias a la nueva 
Mecanica esbozada por De Broglie y elaborada con inusitada rapidez en 
los anos 1925 y 1926 por Sciirodinger-Heisenberg-Dirac; y la pasmosa 
coincidencia con que se llega a los mismos resultados por tres vias total- 
mente diversas, reflejo de las armonias matematicas descubiertas en el 
espacio de Hilbert, han conducido a la Fisica a una nueva era de pros- 
peridad y optimismo, afirmandose mas cada dia estas convicciones: 

1^) La continuidad aparente del mundo fisico, en que se baso la 
fructifera aplicacion del calculo infinitesimal durante los siglos XVIII y 
XIX es solo una resultante de innumerables procesos individuales, impo- 
sibles de percibir y analizar por separado. No solamente la materia es 
corpuscular, como adivino Dem6crito, sino tambien la energia, como en- 
trevio Newton y sistematizo Planck; . . 

2^) En la nueva Fisica conserva su eficacia el Calculo clasico, pero 
sus funciones continuas representan densidades de enjambres corpuscula- 
res, o probabilidades de distribucion en el espacio; las leyes dinamicas 
newtonianas resultan como promedios, afirmandose tras esta conmccion 
el valor eterno de la Mecanica de Newton, como se fortalecio con el em- 
bate de la Relatividad; 

3 a) La discontinuidad de los posibles niveles de energia encuentra 
su expresion en ciertas sucesiones discontinues de. numeros, surgidas es- 
pontaneamente en muchos capitulos de la Matematica; son los autovalores 
(ver b), a cada uno de los cuales corresponde una cierta magnitud mate¬ 
matica de caracter vectorial que puede ser:^ una sucesion de numeros, 
una matriz infinita, una funcion de una 0 mas variables, etc.; ^ . 

« 3 ) De esta diversidad de algoritmos surge la variedad de Mecanicas 
cuanticas; y del isomorfismo entre ellos, que ex.presa su identidad. de 
esencia bajo los ropajes de simbolismos muy distintos, surge la equiva- 
lencia entre esas diversas mecanicas. El quid comun a diversas construc- 
ciones organizadas con simbolos, es decir, el substrato formal, puramcnte 
algebraico, que la moderna Algebra abstracta se esfuerza en desentranar 
como fundamento comun a las mas dispares teorias matematicas, parece 
ser lo unico firme e inconmovible en nuestra representacion conceptual 
del mundo. Eso es todo lo que podemos conocer del Ilniverso, y a oso se 
reduce, para la Fisica, la realidad externa. 
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b) La esencia de las mecanicas cuanticas. — Por aventurado que 
sea el empeno de extraer la esencia comun a esas complicadas teorias, 
antes de su conocimiento detenido, la forzosa vaguedad de estas conside- 
raciones puede servir de incentivo para su estudio en tratados especiales 
(ver, por ej., von Neumann, citado en nota IV, 8 ; breve introduccion da 
el Cap. VI de J. Rey Pastor, citado en nota IV, 1). Aqui solo nos propo- 
nemos senalar la naturaleza de los metodos e instrumentos matematicos 
rp.nueridos. : 


bi) La Fisica estudia casi exclusivamente procesos aditivos 0 linea- 
les homogeneos, en que vale el principio de superposicion *, que puede 
expresarse asi: 


LO + v] = L[tt] + L[v] , L [ku] = /cL[m]. 

Esa linealidad puede expresarse por ecuaciones algebraicas (§ 15), 0 
diferenciales totales o parciales (Cap. XXVI a XXVIII), o bien por ecua¬ 
ciones integrales (Apendice II), pero en todas ellas aparece un hecho co¬ 
mun: el problema lineal homogeneo es en general imposible, es decir, sola¬ 
mente admite la solucion trivial identicamente nula que carece de interes 
y por ende no se considera como solucion (cfr. § 15-6, Cap. XXVII, nota 
III). Ahora bien, si en el problema figura un parametro numerico X, 
para ciertos valores especiales de este: Xi, Xa, X 3 .llamados autovalo¬ 

res 0 valores propios, el problema imposible se hace posible, y cada uno 
determina una solucion llamada autofuncion o mas en general autovector, 
para abarcar asi numeros complejos, sucesiones y funciones (cfr. Cap. 
XXVII, nota III, d ). 

Ya hemos dicho que la Fisica cuantica no admite la variacion conti- 
nua de la energia; en el atomo y en cualquier sistema solo son posibles 
ciertos mivelcs de energia y solo para ellos puede satisfacerse la ecuacion 
que determina ese estado estacionario; pero, £como expresar mediante 
una sola funcion el reparto en el espacio de la energia de un sistema, que 
puede ser complicado? En la Mecanica ondulatoria creada por Schro- 
dinger se adopta como expresion de ese estado una funcion de densidad 
0 probabilidad ^(x,y,z)** que multiplicada por la energia total E ex- 
presa la cantidad de energia E'l' en las diversas regiones del espacio; 
este producto E'F es un miembro de la ecuacion. Por otra parte, en cada 
sistema hay cierta peculiar distribucion de energia cinetica, caracterizada 
por un operador diferencial, que sumada a la energia potencial V(x,y, z) 
conocida, viene expresada por un operador diferencial, el llamado ope¬ 
rador H de Hamilton, caracteristico de ese sistema. Tenemos asi la ecua¬ 
cion de Schrodinger, que en el caso de k parametros, es: 


[96-7] H*(gi.g*) = E’i r (gi, ..., g*) 

cuyos autovalores Ei, E», .. ., son los niveles posibles de energia y las 
correspondientes autofunciones ^ 1 , ..., definen los estados estaciona- 

rios del sistema. 

Por ejemplo: en el caso mas sencillo de un solo corpusculo de masa 


• Por el logro Galileo los primeros exitos en la Mecanica. Asi, por ejemplo, el an&- 
IIhIh (pie le condujo a la trayect'oria parabolica del proyectil, contra TartaGlia, que la 
rreni formada por una recta ascendente y otra descendente, se redujo, enunciado con 
lengimje moderno, a postular: el movimiento dado por la resultante de dos fuerzas es la 
niinm tic l<!!i movimientos producidos por estas. 

** Kn verdad es 'V (x, y, z, t), pero se descompone en una exponencial, funcion 
pei'lddlcn de t y una funcidn espacial <l'(x,y,z) que no es precisamente la probabilidad, 
linen ti.la cs verificlindose por tanto para el espacio total: 

I'M* dx dy dz = 1 o en general 



J 


|^| 3 dv = 1 
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m, las coordenadas qi son x, y, z; y si V{x,y,z) es d potencial (en el 
caso gravitatorio seria Y = mgz) el operador Ii del sistenia es 


H 


1 / 

■ 3 s 

2m \ 

, 3x 2 


+ 




3 3/ 2 


+ 


3 2 


3a 2 


■) + = -^ a + V. 


Lo unico que por ahora nos interesa es que en todo caso cada auto- 
valor E„ determina una solucion qt, ..., q n ) que define el corres- 

pondiente estado estacionario y que esas funciones * son vectores de un 
espacio de Hilbert por ser de cuadrado integrable. (Ver nota ** de pa- 


gina anterior). 

b■■) En la Mecanica matricial, el problema lineal es algebraico; la 
resolucion de un sistenia de infinitas ecuaciones con infinitas incognitas: 


[96-8] Zhr.x* = Ex r , (r«=l,2, ...) , 

8 


del mismo tipo como se presenta en Geometria el calculo de los ejes de una 
cuadrica. Tambien aqui son los autovalores E„ los niveles posibles de ener- 
gla, los unicos que hacen compatibles las ecuaciones, y cada uno E» de¬ 
termina un vector \ Xm, Xsn, x«,„ • • ■ ^ que por si solo no tiene inter es fi- 
sico, pero alineadas todas estas sucesiones como columnas, componen una 
matriz X que transforma la j h r . *• en una matriz diagonal I) formada por 
la sucesion Ei, Es, E s , ..., en su diagonal principal, siendo nulos todos 
los demas elementos. 

Hay, como se ve, una profunda diferencia entre ambos problemas 
lineales'; en el planteamiento de la Mecanica ondulatoria la solucion dada 
por E,i, es decir, la autofuncion es ya la metafisica, pucs | |* es la 

probabilidad buscada en todo punto del espacio ; pero en la Mecanica ma¬ 
tricial de Heisenberg la matriz formada por las infinitas soluciones de 
[96-8] es nuevo instrumento algebraico para llegar a la matriz diagonal D 
que simboliza la distribucion de energia en el espacio. 

&„) Precisamente esa diversidad de metodo y significado hace brillar 
mas el exito de ambas teorias al arribar a resultados concordantes, y el 
de Dirac y Schrodinger al unificarlas en un solo cuerpo de doctrina. 

La unificacion de Dirac consistc en pasar del operador diferencial 
Ii a un operador integral y la ecuacion diferencial [96-7] se reduce a 
una ecuacion integral 

f hep dF = Ecp 


cuyo paralelismo con [96-7] es evidente; pero ese transito lo realiza por 
la magia de cierta funcion 8 (g) que no es funcion, y se somete a opera- 
ciones que solo el exito ulterior justifica o al menos disculpa*. 

Mucho mas rigurosa es la identification hecha por Schrodinger, al 
poner de manifiesto el paralelismo entre las sucesiones que componen el 
espacio Ecn y las funciones de cualquier numero de variables cuyo cua¬ 
drado es integrable. 

Este isomorfismo no se apoya en la integral^ (L) como el^ teorema 
de Riesz-Fischer (Nota III), por la sencilla razon.de que aqui se con- 
sideran solamente funciones derivables; y seria pueril enriquecer el espa¬ 
cio (R 2 ) con funciones tan discontinuas que no son integrables, para for¬ 
mal’ asi el espacio mas amplio (L 2 ) cuando en verdad hay que regtringirlo 
excluyendo de (R 2 ) no solamente todas las funciones discontinuas, sino 
tambien las continuas no derivables; es poda y no injerto lo que aqui 
necesitamos. 

Es, pues, un isomorfismo menos perfecto que el demostrado por Riksz- 


* Mas tarde fueron funclamontadas esas operacionea sobro 5 con In toorln ■!<• 1 »m dJ«- 
trlbucionca, ver Apfindice III-10. 
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i i’lSCHER, pero en cambio mucho mas amplio y profundo cuando se ex- 
tiende a los operadores diferenciales y a las matrices, algoritmos tan 
heterogeneos, que no se habria sospechado tan perfecta correlacion, la 
pual explica la equipotencia de las dos mecanieas ondulatoria y matricial. 


Ejercicios 


1. Yease en detalle que la demostracicn de la desigualdad de Cauchy- 
SCHWARZ dada en Cap. XVII, nota II, b, solo utiliza los axiomas verifi- 
r-orlncj nnv Inc; ncnncins fiincinrialps intrndneidos en 8 96-3. 


2. Repase el lector este calculo: (xy)(xy) = [(xy)x]y = [(yx)x]y = 
= (yx 2 )y = (x 2 y)y = x 2 y s , luego |xy| = |x| |y| en contra de [96-4]. ^Don- 
de csta el error? 


3. Definase el angulo de dos vectores (§ 96-2, nota) de los espacios 

funcionales introducidos en § 96-3 y calculese el angulo de dos funciones 
tomadas: 1) Entre las potencias x m en el intervalo (0,6); 2 9 ) Lo mis¬ 
mo entre las circulates cos mx, sen nx, 0 , n ^ 0) en el intervalo 

(0,2a) y en el intervalo (0,a); 39) Lo mismo entre y cos 3x- en el 
intervalo ( 0 , 2a). 

4. Demostrar que el espacio de las sucesiones de cuadrado sumable 
es completo (Axioma [Ci] de § 96-4); (cfr. nota III). 

5. Demostrar que el espacio metrico C (Cap. XVIII, nota I. d) de 
todas las funciones reales continuas en [ 0 , 1 ] con la “distancia” dada 
por o(f,g) = extr sup | f (as)—g(*)| para 0 < x < 1 ( metnea uniforme) 
es completo (Axioma [Ci] de § 96-4). 

6 . Demostrar la separabilidad (Axioma [Cs] de § 96-4) del espacio 
de las sucesiones de cuadrado sumable utilizando puntos con numero fi¬ 
nite de componentes racionales. Notese que los puntos de infinitas com- 
ponentes racionales no forman conjunto numerable. 

7. Demostrar la separabilidad (Axioma [C»] de § 96-4) del espacio 
C de todas las funciones reales continuas en [0,1] con “metrica unifor¬ 
me” (ejercicio 6 ). 

8 . Demostrar que el espacio A de todas las funciones reales acota- 
das en [0,1] con “metrica uniforme” (ejercicio 5) es completo, pero no 
separable (Axiomas [Ci] y [C 2 ] de § 96-4). 


§ 97. Funciones ortogonales y series de Fourier 

1. Sisteroas ortonormales y coordenadas de funciones. — 
Desde que Fourier estudio, en 1807, los desarrollos de funcio¬ 
nes en series de senos y cosenos de multiplos de x, ampliando 
desmesuradamente el concepto euleriano y bernoulliano de fun- 
ci6n real, que despues fue sustituido por el de Dirichlet 
(§ 23-3), fueron apareciendo otras sucesiones de funciones que 
revelaban sorprendente analogla con las circulares, a pesar de 
.su desemejanza, en cuanto permitian desarrollar en serie cla- 
hcs muy generales de funciones reales, con propiedades identi- 
cas en esencia a las de las series llamadas de Fourier. La ra- 
zdn intirna de esta unificacion de algoritmos tan diversos, co- 
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mo son los polinomios de Legendre, los de Jacobi o Gauss, 1 
los de Chebichev, Hermite y Laguerre, que expondremos al 
final de este § 97, reside en tener comun una propiedad fe- 
cunda: la ortogonalidad, que permite deducir un gran cuerpo 
de doctrina comun, en que se desvanece la diversidad debida a 
la no periodicidad de los polinomios. 

Nota. La fusion es tan intima, que aun interesandose solamente por 
las series trigonometricas, se gana en sencillez estudiando la teoria ge¬ 
neral, y resulta ademas, como anadidura, otra copiosa cosecha de resul- 
tados, de alto valor analitico y fisico. Por otra parte, la pauta de la 
Geometria analitica que guio a Hilbert para la definicion del espacio 
abstracto H, del cual son subgrupos las familias de funciones considera- 
das en esta teoria (funciones continuas, funciones casi-continuas, funcio¬ 
nes R a , funciones L"), ademas de haber enriquecido el Analisis matema- 
tico con un nuevo capitulo de desarrollos en serie, satisface con tan ines- 
peradas y sencillas conexiones a los espiritus sensibles a la belleza y 
armonia de la Matematica. 

Def. 1. Sistema ortogonal es toda sucesion de funciones <p r 
(r = 1,2,3, ...) ortogonales dos a dos (§ 96-8, def.) en un 
cierto campo A. El sistema se llama ortonormal cuando las 
funciones estan normalizadas, es decir, tienen modulo 1. Esta, 
pues, definido por las condiciones 

cpm.cp,, = f cp M (z)qb7(a0d:r = 0 si m =j= n ; 

J A 

<p« 2 = 11 <p» 11 = jj<pn 2 (x)\dx = 1. 

En el caso mas sencillo, de una variable real, el sistema or¬ 
tonormal esta caracterizado asi: 

rb ro si w 

[97-1] cpM . cp„ = j cpm (#) cp» \ x ' = n — ^4 si m =n 

* a 

Ejemplo. El mas inmediato es el de las funciones 1/V2, 
cos X, sen x, cos 2x, sen 2x, . . ., cuya ortogonalidad en cualquier 
intervalo de amplitud 2k ha sido demostrada en § 53-1, ejem- 
plos. Como su norma, segun alii se vio, es k, bastara dividir 
estas funciones por \/k para tener un sistema ortonormal. 

Def. 2. Coordenadas de la funcion f respecto del sistema 
ortonormal (cpi, cp^,...} = {<p r } o coeficientes de Fourier de f 
(brevemente: c. F. de f) son los productos escalares c n = ftp,,.; 
las proyecciones o componentes de f sobre los ejes son los vec- 
tores c n cp„. 

Se llama serie de Fourier (brevemente: s. F.) de f (a;) res¬ 
pecto del sistema ortonormal {cp,} a la serie, univocamente de- 
cerminada por la funcion y el sistema, cuyos coeficientes son 
los numeros c n . Esta determination la expresaremos por el 
signo escribiendo: 
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[97-2] f (x) c 0 (p 0 (a:) + Cicpi(a:) + ... + c n y„(x) + .. . ; 

(e„ — fcpn) • 

2. Error cuadratico de las sumas de Fourier. — a) Llaman- 
do s„ a las sumas parciales de [97-2] : s n = c 0 <po + Cjtpi + ... + 
-f- c„c p„, formemos la integral de error cuadratico *: 

[97-3] (f — s n )~ = f 2 — 2fs w + s n 2 . 

El primer termino del trinomio es la norma de f, o sea 
|| f || = | f | 2 ; el segundo se descompone mediante: 

fs n = Cofcpo + Clfcpi + . . . + c„fcp„ = Co 2 + Cl 2 + ... + c H 2 ; 

en el tercero, despues de desarrollado el cuadrado de s„, son 
nulas las integrales de los productos cpicp, por la supuesta orto¬ 
gonalidad, y los terminos cp ; 2 tienen integral 1 , luego la ter- 
cera integral vale c «, 2 + ... + e 2 . En definitiva, resulta esta 
formula fundamental: 

[97-4] |[f(aj)—s„(o:)] 2 da: = ||f|| — [c 0 2 + ... + c n 2 ] . 

a 

De donde fluyen resultados importantes: 

«,) Las sumas 2c » 2 no superan a la norma ||f)| = 

= it 2 (x) dz. Es decir: c ,, 2 + c x 2 -f... + c 2 < ( f 2 ( a:) da;. ( Des- 
igualdad de Bessel) . 

a a ) Sigue de a x ) y § 22-3, a: La serie Xcf es convergente 
(con suma < || f ||) y, por tanto c*-> 0 . 

De otro modo: los c. F. de una funcion de cuadrado inte¬ 
grate son de cuadrado sumable (§ 96-2, def.). 

a. ;! ) El error cuadratico decrece al aumentar n ; o, al me- 
nos, no crece. 

Que este error no tiende a cero si no imponemos alguna condicion al 
sistema ]qp„ [, se ve claramente en el ejemplo <p„(x)= sen nx; pues siendo 
impares en (— n, +jc), toda f(*) par es ortogonal a ellas; y por ser 
nulos todos los c„, el error cuadratico [97-4] vale siempre la norma 

Ilf II >0. 

b) Generalicemos el problema adoptando, en lugar de los c { , 
coeficientes reales cualesquiera Ci + 5i (5i ^ 0 ) y llamando 
a n (x) a la expresion lineal asi formada; la segunda integral 
de [97-3] es: 

frv„ = (c 0 -f- 5(|) ftpo -b • • • "b (c» + 8 n)f*P» = SCj- -j- 2Ci§i , 
mientras la tercera vale: 

• I n ili'iioniiimoion error medio o error cn media, frecuentemente usada, ea inade- 
ruiid#, pu«n liny tnudiaa d<- urudnH 1, 2. ... n. 
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Jo„> d* = SfCi + B ,) 2 = Sc , 2 + 2Sc ; 6, + S5 , 2 , 
y el error cuadratieo tiene esta expresion: 

C\f(x)-a n (x)ydx = || f || - Sc,* + Sfi,* = 
[97-5] - “ 

= j [f (a;)—s „(»)] 2 da; + 25*- 
* « 

por [97-4]. De aqui resulta esta consecuencia importante: 

Entre todas las expresiones lineales de n terminos, la de 
Fourier da error cuadratieo minimo. 

El incremento de error al pasar a otros coeficientes es 
25i 2 > 0 , y basta modificar un solo coeficiente para que el 
error cuadratieo aumente, justamente, en el cuadrado de ese 
incremento. 

3. Convergencia cuadratica y sistemas densos. — Dada la 
funcion f (x), de cuadrado integrable, el error cuadratieo [97-3] 
disminuye al agregar nuevos terminos al polinomio s„, pero 
^tendera a 0 para n-> oo ? 

Def. 1. La sucesion de funciones {i|>»(a0} se llama densa 
en el intervalo I, si toda funcion coutiuua f(&) se puede apio- 
ximar con error cuadratieo < e, mediante expresiones linea¬ 
les de las \\i n con coeficientes constantes. 

Nota 1. Zygmund usa las denominaciones: sistema cerrado (§ 97-3, 
def. 1) y sistema completo (§ 97-7, def.). Los tratadistas alemanes sue- 
len usar, respectivamente, los nombres vollstdndig (pleno, integro, com¬ 
pleto) y abgeschlossen (terminado, concluido, completado). Como la co¬ 
rrespondence no es perfecta, convendra fijarse en las defmiciones de 
cada autor, para evitar confusiones. 

Aunque la propiedad de ser denso vale para sistemas no 
ortogonales (por ejemplo, las potencias, que permiten aproxi- 
mar toda funcion continua, como veremos, § 98-5, teor. 3) refi- 
riendonos a los sistemas ortogonales, la convergencia cuadra- 
tica hacia una funcion cualquiera f(z), en virtud de [97-4], 
equivale a la igualdad de Parseval: 

[97-6] Co 2 + Cx 2 + • • • + c » 2 + • • • = II f li = j a f2 ( aj ) diC * 

Dep. 2. Una sucesion de funciones i n (x) converge cuadrd- 
ticamente hacia f(x), si el error cuadratieo tiende a 0 ; es de- 
cir: 

[97-7] j'\f(x) — tn(x)Y&x 0 y escribiremos f„ ^ f. 

La convergencia cuadratica hacia t (x) de las sumas s n (x) 
de la serie de Fourier [97-2], se expresara asi: 
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[97-8] f (x) = Cocpo(^) + Ciqpi(aj) + ..., 

pero esto significa que tiende a cero el primer miembro de 
[97-4] y en consecuencia equivale a la igualdad de Parseval 
[ 97-6], que vale entonces para toda t{x) continua, si el sis¬ 
tema es denso (def. 1). 

NOTAS: 2. Aun siendo denso el sistema ortogonal, si omitimos el ad- 
jetivo cuadratieo y nos referimos a la convergencia puntual, segun Cau¬ 
chy, no es cierto el aesarroiio en serie de toda funcion continua, pues las 
hay no desarrollables (cfr. § 98-4, nota), mientras que todas lo son cua- 
draticamente. 

3. Otra igualdad de Parvesal. — Si f y g son funciones continuas 
y son Ci, di, sus coeficientes de Fourier, aplicando la igualdad de Par¬ 
seval a las funciones f, g, f + g, resulta 

= J ( 6f2dx >2 dn2 = J 6ga dx> 2'( c, ‘ +dn ' ) " = f b( ‘ i +g)2dx ’ 

Restando de esta las dos primeras, sale esta igualdad: 

fb 

[97-9] code + cidi + ... + Cndn + ... = 1 ‘(.t). g(»)d* , 

J a 

que comprende a la igualdad de PARSEVAL cuando f = g, y, como se ha 
deducido de ella, ambas son equivalentes. 


4. Ortonormalizacion de funciones. — La Geometria analitica 
nos sehala el camino para pasar de ejes oblicuos a ortogona¬ 
les, es decir, para deducir del triedro (<pi,<p 2 , q>s) otro triedro 
ortogonal que permita engendrar el mismo espacio; proceso 
que vale para infinitos vectores. Basta, como es sabido, partir 
de cpi o bien de su normalizado cpF deducido dividiendo por 
su modulo, y en el piano cpicp 2 , es decir, en el sistema he pF -|- cp 2 
elegir el ortogonal a cpF mediante la condicion ft(<pF q>F)4- 
+ (<pF <p 2 ) = 0 , es decir: 

h + (cpi' cp 2 ) = 0 

para determinar el nuevo vector, que una vez normalizado 11 a- 
maremos cp 2 '. 

Despues se sustituye cp 3 por otro del tipo hepd + kq> 2 ' + <p 3 
con la doble condicion: 


M<Pi'<Pi') +fc(<pi /< Pa') + (tpi' cp 3 ) — 0 | 
h(q>i' cp 2 ') + fc(cp 2 , <p 2 / ) + (cp 2 ' cp 3 ) = 0 J 


es decir: 


j h 4- ((pi'<ps) = 0 

l k 4- (cp 2 ' cp 3 ) = 0 



y determinados asi los coeficientes h, k, se tiene un vector or¬ 
togonal a cpF y <p 2 ', que una vez normalizado, lo llamaremos 

epa', etc. 

Este proceso de ortonormalizacion de Schmidt (Cap. XVII, 
nota II, c), que en E m termina con el calculo de <p m ', es indefi- 
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nido en el espacio funcional, donde puede conservarse con ven- 
taja la palabra vector, llegando a este importante resultado: 

Teor. Toda sucesion de vectores linealmente independien- 
tes determine univocamente una sucesion ortonormal del mis- 
rno espacio, tambien de vectores linealmente independientes; y 
cada vector de un sistema es combinacion lineal del homologo 
y de sus precedentes. 

Nota. Si se prescinde de la normalizacion, la formula quoliga cada 
dos funciones homologas es del tipo: cp'» = rp« 4 funciones anteriores; por 
eso hemos asegurado la independencia lineal en el enunciado, que subsiste 
al noi’malizar. Hay casos en que la normalizacion no se hace dividiendo 
por el modulo, sino prefijando el valor en un punto, como acontece en los 
polinomios de Legendre. 

5. Polinomios de Legendre. — Siendo las potencias 1, x, x~, 
x 3 , ..., las funciones mas sencillas, pero no ortogonales, deduz- 



camos de ellas un sistema ortogonal en (—1, +1), como aplica- 
ci6n del metodo, y resulta la sucesion de polinomios: 

[97-10] 1, x, 3a 2 —1, 5s 8 — Sx, ... 




que parece coincidir con la de los polinomios de Legendre o 
funciones esfericas de primera especie, obtenidos en Cap. XVI, 
nota III, salvo un coeficiente numerico; y si se elige este de 
modo que todos los polinomios tomen valor 1 en el punto 
x = 1, van resultando los mismos alii calculados. La coinciden- 
cia es total, como consecuencia de la ortogonalidad de las fun- 
pirmp« psfpripns p.n ( —1. 4-1 L Ver fitrnra 829. 


En efecto, admitido que los polinomios P 0 , Pi, Ps, Pa-i sean orto¬ 
gonales a todas las potencias x m de exponente inferior al indice, la rela- 
cion recurrente vista en Cap. XVI, nota III, c, demuestra que tambien P„ 
tiene igual propiedad; pues multiplicada por x m es: 


nx m P„ = (2n —l)a:” ,+ 1 P »- 1 — (91 — l)x m P»- a , 

y para m < n — 2 es nula la integral del primer miembro por serlo las 
otras dos; para m = n — 2 estas no son nulas, pero su cociente (calculelo 
el lector para P„ dado por [XVI-28], integrando por partes cc n P n con valor 
(%!) 3 .’2 B+ V(2w-j- 1 ) !) vale (2 n — 1 ) / (n — 1 ), luego es nula la primera; 
para m = n — 1 tambien es nula, por ser integral de la funcion impcur 
x n ~* P„. 

Notese que la normalizacion no se ha logrado en este caso por la con- 
dicion de valer 1 la integral (condicion que introduciria un coeficiente en 
todos los polinomios), sino por esta otra: P„(l) = l, para lograr la coin- 
cidencia con las funciones esfericas, definidas por la formula [XVI-28]. 

Es obvio que podria haberse elegido cualquier intervalo finito (a, 6 ) 
para ki formacion de los polinomios ortogonales: las diferencias serian 
meramente formales, sin ventaja, y lo mismo si se adopta otro tipo de 
normalizacion. 


6. Aproximacion uniforme y aproximacion cuadratica. — 

a) Hemos destacado en § 97-3 la importancia de los sistemas, 
llamados densos, que dan aproximacion cuadratica indefinida, 
0 convergencia cuadratica, en el importante campo de las fun¬ 
ciones continuas. Pero aun no hemos probado esta propiedad 
para ninguno de los sistemas ortonormales que conocemos. En 
§ 98-5, nota 4, demostraremos que el sistema ortonormal tri- 
gonometrico (§ 97-1, ejemplo) es denso. 

b) Tambien es denso el sistema de las potencias {a 0 = 1, x, 
x-, ...}?/ por tanto el de los polinomios de Legendre obteni¬ 
dos por ortogonalizacion en (—1, -j-1) (§ 97-5). Esto resul- 
tara en virtud de c, del importante teorema de Weierstrass 
que demostraremos en § 98-5: Toda funcion f(a;) continua en 
un intervalo cerrado [a, 6] puede aproximarse uniformemente 
en [a, b] mediante polinomios. 

c ) Este teorema de Weierstrass asegura la posibilidad del 
desarrollo cuadratico de toda funcion continua por polinomios, 
por el hecho de ser la aproximacion uniforme en intervalo fi- 
nito mas exigente que la cuadratica; pues si en todo punto de 
(a, b) sever if ica: 

| f (x) —g(*)| < e es p|f(«) — g(x) | 2 d.r < e 2 (6 — a); 

• a 

de donde resulta: 
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di) Si f„-»f uniformemente en (a,b), tambien f n if. 

c 2 ) Si un sistema de funciones i|i„ (ortogonal o no), apro- 
xima uniformemente a toda funcion continue con error arbi- 
trariamente pequeho, es decir, si para cada f y cada g > 0 
existe una combinacion 2y r v r tal que para todo x sea : 

[97-11] | f (a;) — 2|<e, es P[f (x) — 2] 2 dx < e 2 (b — a) . 

•'a. 

c 3 ) En la hipotesis c 2 , toda funcion continua f(x) admite 
desarrollo cuadraticamente convergente de tipo [97-8] respecto 
de las si son ortogonales; y si no lo son, hay desarrollo en 
serie de las combinaciones P„ de ellas deducidas por ortogona- 
lizacion (§ 97-4). 

Distingamos dos casos: segun sea el sistema de funciones 

1 <? Si es ortogonal (por ejemplo, el sistema de funciones sen mx, 
cosnx) y es 

x = Yo'H’o + Yi ■>1>1 + ••• + Y»H>|» , 

es decir, es una suma a„ del tipo visto en § 97-2, b, que da error uniforme 
y, por ende, cuadratico <e, se ha demostrado en § 97-2, b, que la corres- 
pondiente suma de Fourier, s„ (es decir, el polimonio de coeficientes c„) 
da error menor; luego el sistema ortogonal i|i es denso, y toda funcion 
continua f (a:) admite desarrollo cuadratico [97-8] y satisl'ace a la igual- 
dad de Parseval [97-0]. 

29 Si el sistema ilt„ no es ortogonal (tal, por ejemplo, el de las poten- 
cias 1, x, x'-, ...) se forman (§ 97-4) combinaciones lineales P„ que for- 
man sistema ortogonal (en polinomios de Legendre, § 97-5) y como las 
% son tambien combinaciones lineales de los P n , estos forman sistema 
denso. 

Nota. Importa destacar la diferencia esencial entre ambos casos: En 
las X de la hipotesis [97-11] el coeficiente de cada opr depende de r y 
de e; y en el caso l 1 ?, al sustituirlo por c r> solo depende de r, y el 
numero de terminos n esta fijado por e; en el caso 29 no hay cambio 
de coeficientes, sino de funciones, para lograr la aproximacion cuadratica 
infinitamente decreciente, o sea el desarrollo en serie. 

7. Sistemas ortogonales completos y unicidad del desarrollo. — He 

aqui un nuevo concepto intimamente ligado con cl de sistema denso: 

Def. Un sistema ortogonal -{cp„ [ se llama completo cuando no existe 
(salvo la funcion identicamente nula) ninguna funcion cp continua que 
sea ortogonal a todas las <p n . 

No es posible, por tanto, ampliar el sistema, con funciones continuas, 
conservando la ortogonalidad. 

Corolarios: a) Todo sistema ortogonal denso es completo. 

Pues si no lo fuera, esto es, si existiese una funcion continua f no 
identicamente nula ortogonal a todas las cp„, serian nulos todos sus c. F. 
y, por tanto, imposible la igualdad de Parseval [97-6], 

b) Si una funcion continua f tiene nulos todos sus c. F. es identica¬ 
mente mda. 

Pues, de lo contrario, esa funcion no identicamente nula, seria orto¬ 
gonal u todas. 



c) Si dos funciones continuas f, y f 3 tienen los mismos coeficientes 
de Fourier, son identicamente iguales. Pues fi — f 2 tiene nulos sus coe¬ 
ficientes de Fourier y, por tanto, es identicamente nula. 

Este teorema de unicidad, asi como la igualdad de Parseval, pueden 
generalizarse sin dificultad a las funciones casi continuas; es decir, con¬ 
tinuas a trozos; y la generalizacion decisiva la dara el teorema de F. 
Riesz (nota III) que nos permitira demostrar la existencia de desarrollo 
de toda funcion R 2 y, mas general, L 2 . 


8. Polinomios ortogonales respecto de un nucleo. — El con¬ 
cepto de ortogonalidad de funciones se generaliza asi: 


Def. . Las funciones cp n se dicen ortogonales en el campo A, 
respecto del nucleo p- (x ), si para m =£n e s: 


( p 2 (a0cp w (a){p w (:r)d:r = 0, o sea: (pcp. ni ) . (pcpj = 0. 

•' A 


El nucleo puede ser cualquier funcion positiva, y su raiz 
cuadrada positiva se elige como factor p(ic). 

Partiendo de la sucesion p(.t), £p(a0, x 2 v(x), ..., se de- 
ducen por el proceso de ortogonalizacion (§ 97-4) polinomios 
con el factor p(;c), o sea, polinomios ortogonales respecto de 
p 2 (ic). En particular, cuando el nucleo es 1 y el campo A es 
el intervalo (—1, +1), tenemos los polinomios ya considerados 
de Legendre. 

En el mismo intervalo (— 1, +1), estan definiclos los poli- 
n omios d e Chebici-iev, de nucleo p-(a) = 1/V1 — x 2 o bien 
VI — x ~ J y en el (0,1) los de Jacobi, que los comprenden a 
todos ellos como casos muy particulares. 


Nota. En la tabla de § 97-12 figuran estos cuatro tipos mas impor- 
tantes de polinomios ortogonales sobre intervalo finito, y los de intervalo 
(0, co) y (—oo, -|-oo), que son los de Laguerre y los de Hermite. Apa- 
rece en estos la dificultad de ser infinito el intervalo, con el peligro de 
la falta de convergencia de las integrales; pero, en estos dos casos, esta 
asegurada por ser el nucleo e-<», que, multiplicado por cualquier polino- 
mio, da integral convergente en ( 0 , co), obteniendose asi los polinomios 
de Laguerre; o bien e-* a que asegura la convergencia en el intervalo 
(—oo, +oo), dando origen a los polinomios de Hermite, excepcionalmente 
importantes en Estadistica. 

Ocuparia excesivo espacio la demostracion de las siguientes propie- 
dades, que pueden estudiarse en los tratados especiales de Vitali-San- 
sone (citado en Cap. IX, nota VIII-3) y de Szego (citado en Cap. XVI, 
nota IV, 4) : 

a) Todos los sistemas de polinomios son densos (§ 97-3, def. 1). 

El problema ofrece especial dificultad en los dos casos de intervalo 
infinite, pues falta el teorema de Weierstrass (§§ 97-6, b; 98-5, teor. 3), 
(pie solo vale para intervalo finito. 

b) Todos los polinomios tienen sus ceros reales y simples. 

c) Los ceros de dos polinomios sucesivos de la misma familia estan 
sc parados ; es decir, entre dos ceros consecutivos de un polinomio P„ hay 
lino solo do cada otro polinomio P„ . o P««. 
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Estas propiedades fueron demostradas (Cap. XVI, nota III) para los 
polinomios de Legendre. 

9. Polinomios de Jacobi o de Gauss. — Proceden de la serie hipergeo- 
metrica de radio 1, que Gauss designo 

. . . _ , ab , a(a + l)b(b +1) . 


F(a,b,c,x) = 1 + —* + !. 2 . 


a(a+l) (a + 2)b(b + 1) (b + 2) 

1.2.3.c(c+l)(c + 2) 


x 3 + ... 


(R = D , 



Fig. 330. — Polinomios de Ciiebichev. 


la cual se reduce a funcion elemental, como se comprueba facilmente, en 
casos como estos: 

F (— n,b,b,x) — { 1 — x) n ; F (1,1, 2, x) = —— 5 


F 1, 


2 ’ 2 


77“ > x ~ I — 


1 i 1 + X 

2x ln 1 — x ' 


f( n + 1, —n, 1, 1 2 - -) = P„(x) de Legendre. 

En nuestro caso, F(a.,b,c,x) se reduce a un polinomio, cuando a 6 b 
un micro uegativir, por eso, so llaman tumbien polinomios hipcrgeo- 


§ 97 -10 


FUNCIONES ORTOGONALES Y SERIES DE FOURIER 


103 


metricos o de Gauss, y poniendo: a = — n, b = p -f n, c = q, resultan los 
polinomios G„ insertos en la tabla de § 97-12, de nucleo a 5 ,- 1 (l— x) p ~ q . 

La ecuacion diferencial a que satisface F, como se comprueba con 
calculo sencillo, es: 

[97-12] x(l— x)y" + [c — (a + b +l)x]y' — aby — 0 , 

y como caso particular resulta la ecuacion que caracteriza cada tipo de 
polinomios. 

Otros autores prefieren poner: 

a = — n , b ■= n -fct + P-fw , c = a + 1 , 

y el nucleo es, entonces, a«(l— x)P. 

Los polinomios de Jacobi comprenden a todos los definidos en inter- 
valo finito; para deducir los de base (— 1 , + 1 ) basta sustituir x por 
Ml— *) a fin de transformar ( 0 , 1 ) en (— 1 , + 1 ), y adoptar los pa- 
rametros siguientes: 

Legendre: p — 1, q — 1 (o sea: a —— n, b=n-\- 1, c = l), 
P„(.r)= G,i[l, 1, Ml — *)] = F[—n, n + 1 , 1 , 1(1 — as)] . 
Ciiebichev: p = 0, q = £, (a = — n, b = n, c = 1/2), 

(!*> especie, fig. 330) 

T„(.t) = -S t G„[ 0, 1/2, Ml — *)] =-^rrF[— 7 i, n, 1/2, 1(1 — as)]. 
Chebichev: p = 2, q = 3/2, (a = — n, b = n + 2, c— 3/2), 

(2^ especie, fig. 330) 

U.(») = "J- G„[ 2 , 3/2, i(l —;«)] = 2 L i^F[—n, n + 2 , 3/2, Ml —*)]• 

10. Propiedades de minimo de los polinomios ortogonales. — Todo po- 
linomio Q„(«) es combinacion lineal de polinomios de Legendre*, y supo¬ 
niendo estos normalizados por la condicion | P„ | = 1, si Q* tiene el mis- 
mo primer coeficiente que P„, sic modulo o valor cuadrdtico, es: 

[97-13] | Q. | 2 = j (Pn + OiP«-i + ... + a „) 2 da; = 1 + a , 2 + ... + a,*. 

Entre todos los polinomios Q„ de grado n y primer coeficiente pre- 
fijado (por ejemplo, 1), es el polinomio de Legendre con ese primer coe¬ 
ficiente, el que tiene valor cuadrdtico minimo. Pues el minimo de la ex- 
presion anterior se alcanza para: a a = a s = ... = a„ = 0 . 

Mas general: designemos por P„ los polinomios ortonormales res- 
pecto del nucieo p"(cc) para todo polinomio Q„, con el mismo primer coe¬ 
ficiente que P„, expresado como combinacion lineal de los P„, es: 

[97-14] f p"(x) (P„ + Oi P„-i + ... -f On ) 3 dx — 1 + a , 2 + ... + ct„ 2 . 

Luego subsiste la conclusion anterior, valida para todos los polino¬ 
mios estudiados en este § 97: Entre todos los polinomios Q„ que tienen el 
mismo primer coeficiente, es P„ el que tiene minima norma ponderada. 

En particular, los polinomios de Chebichev,. T„, que ya tienen pri¬ 
mer coeficiente 1 , tienen esta propiedad de minimo respecto del nucleo 
\/\jl — x 2 ; pero, ademas, tienen la notable propiedad de hacer minima 
la distandee uniforme d = max | Q n (a:) | entre todos los de igual grado y 

* Tamilian lo os <lo cualquier sucesidn de polinomios de grades o, 1, 2, ...: pero no 
•Ixmlo oiroifopnloB, no ho written In ieualdnd [97-13J. 
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primer coeficiente. Notese en la figura 330 que esa propiedad no latienen 
los U„; pues, para los de segundo y tercer grado, es d=Z,h, mientras 
para T a y T 3 es d = l,\, respectivamente. 

11. Polinomios de Laguerre y Her mite. — a) Apliquese el metodo de 
ortogonalizacion de las potencias (§ 97-8) al intervalo (0, oo) con nu¬ 
cleoy resultaran los polimonios de Laguerre, tabulados en § 97-12. 
Procedase igualmente en (—oo, +oo) con el nucleo y resultan los 
polinomios de Hermite, de gran importancia en Estadistica. Las defini- 
ciones analogas a la [X.VI-28] son estas: 

[97-15] L„(x) = e*D w (x n e-*) , Ii»(x) = (— l) n «*• D» e-x*. 

Partiendo de esta definition se demuestra muy facilmente la ortogonali- 
dad, y asi resulta la identidad con los arriba definidos. 

b) Los polinomios de Laguerre y la transformacion de Laplace. — 
Los polinomios de Laguerre han adquirido creciente importancia, por la 
sencillez de su formation y por su reduccion a potencias, mediante la 
transformacion lineal de Laplace (Cap. XXIX, nota VIII). En efecto, 
integrando por partes: 

X co n r o° n 

e ~ x * x" dx = —— «"'* x"~ x dx = -j- » 

pues se anula en ambos extremos el termino integrado. Asi prosiguiendo, 
se llega a: I«i= w!/t n+1 (cfr. [XXIX-84]). 

Apliquese esta transformacion al polinomio: 

M#) _ ! 
n! “ 

y desaparecen los factorials divisores, apareciendo potencias de 1 /i, 
luego resulta: El transformado del polinomio L n (x) /n\ es [1— (1/i)]" : t* 
Una serie 2&.L*(x)/w! se transforma en 

-fsc, 

o bien, llamando z — 1 — (1/i), en: c 0 + (ci — c u )z + (c a — Ci) z* + ... 

12. Tabla de polinomios ortogonales. 

Legendre [Intervalo, (—1, +1); nucleo, 1] 

P.= l, Px = x, p 2 = (3/2)m a — (1/2), P.= (5/2)x*—(3/2)x, •••, 

P _ v /_u-r 1.3.5(2r —- 1)— ^ 

i) ( n — r ) j ( 2 r — n )! 2 n ~ r ’ 

[n > r > l(n + 1 )] 

Chebichev (l 9, especie). [Intervalo, (—1, +1); nucleo, p 2 (x) = 

= 1 /VT^aF] 

To = 1, Ti=x, T 2 = x 2 —(1/2), T 3 -x s — (3/4) x, ..., 

T n = - 5 ^- cos n a, cos a = x, 

m 

T» = [(» + i VI — x ~)" + (x — i VI —x 8 )"] = 2 n . 


/ n \ 


' n \ 

x 2 

± | 

f n ) 

x" 

1 -- 

\ 1 J 

11 + l 

> 2 / 

VT ~ ' 1 


{ n ) 

n\ 


Chebichev (2 % especie). [Intervalo, (—1, +1); nucleo p _ (x) —VI x '3 
Uo=l, 2Ui— 2x, 4 IL — 4a : 2 — 1, 8 U S = 8 x 3 — 4x, ..., 

2"U n = sen {n -|- 1) a/y'l — x“, cosa=x, 

[(,« 4- i Vl — x*)** 1 — (x — i Vl — x a ) wn ] 


U„ = 


t2-Vl — x # 
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Gauss-Jacobi [Intervalo, (0, 1); p 2 (x) =x v ' 1 (l — x) p_? ; q> 0, 
P — Q > — 1] . 

V + 1 


Go = 1, Gi= 1 


q 


■x. 


r « P + 2 (P + 2) (p + 3) 

= I — ^ - x i-TT x , 

q </(<7 + l) 


G„ = l + S(-l) r ( “ 


(p + w) ... (p + n + r— 1 ) 
q(tf + 1 ) ... (tf+ r — 1 ) ’ 

[1 < r < w]. 


Laguerre [Intervalo, (0, oo); p 2 (x) = e~*] 

Lo — 1, Li = — x -(- 1, La — x~ — 4x -J- 2, 
La = — x 3 9x 2 — 18x -\- G 


ri 

/ n 

— 4- 

n 



l 1_ 

\ 1 

1 ! + l 

2 

2 ! 

" ” n! J 


Hermite [Intervalo, (—oo, +oo); p 2 (x) = e'* 2 ] 
H. = l, Hi = 2 x, H 2 = 4x“ — 2, 

Ha= 8 x s —12», H* = 16x 4 — 48x 2 -f-12, 


H b = S(— 1 ) rJ 7 f ( 2 x)"- #r , (0 < r < in ), 

donde el factorial generalizado, significa: 

n X2r = n(n — 1 ) ... (n — 2 r + l). 


Ejercicios 

1. Definiendo la “distancia de orden p” mediante 

p(f,g) = jj* | f —g | p dx | 

y la “distancia uniforme” mediante q (f, g) = extr sup |f — g| (§ 96-Ej. 5) 
en a < x < b, calcular los valores absolutos de las funciones siguientes 
en el intervalo [ 0 , 1 ] con metrica lineal, cuadratica y uniforme: cos nnx, 
sen nnx, a cos nnx -f b sen nnx . 

2. Probar que si respecto de un sistema ortonormal ]cp n )- y una fun- 
cion f (cc) existen numeros a„ para los que S««fp*t(x) converge cuadra- 
ticamente (§ 97-3, def. 2) a f(x), entonces es a„ =f.cp n = c„ y se cum- 
ple [97-6]. 

3. Probar que el sistema de H. Rademacher: 

q) n (a;) — sg sen( 2 "jt*) , (n = 1 , 2 , ...) , 

<*s en 0<x<l: a) Ortonormal; b) No complete. 


• AIkuiiob nutorea dcaiKnnn por L„(n;) el polinomio entre parentesis, es decir, divi- 
den por nl. Ln ecuacidn diferencial es la mismn. pero la relacidn de recurrencia es 
muy dlotlnta. 
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4. Sea {<p n (x)j- el sistema de Rademacher (ejercicio 3). Pongamos 

Xo(x) = 1 , X n (*) = <P« t (*)<P« 3 (*)••• <Fn fc (*) 

si n se expresa en el sistema binario (Cap. I, nota II) por cifras 1 solo 
en los lugares de ordenes ni, na, ..., n k , es decir, n = 2'u-i-|-2"-*- 1 -f 

+ ... + 2 W *‘ -1 . Probar que el sistema -j x« (%) [ (n = 0,1, 2, ...), intro- 
ducido por J. L. Walsh, es ortonormal y completo en 0 < x < 1. 

5. Demostrar que los polinomios ortogonales de Legendre P„(x) en 
[a, b] son (salvo un fartor k„) : 


1 

X 

X 3 

X" 

(lo 

M* 



Hi 


M.J 

M’"+i 


M-n 

i • • • 

M«»-x 


siendo \i r los momentos 
r b 

|i r = X? dx = (6 r+1 — ctr+i) / (r1) > (r = 0,1,2, ...). 

./ a 

Hallar el factor k n en funcion de los momentos p r de modo que: lb) Que- 
den normalizados; 2 (> ) Sea P„(l) = 1. 

6. Demostrar que los polinomios ortogonales de Legendre P„(x) en 
[a, 5] pueden expresarse (salvo un factor c„) por 

P„(x) = c„D re -j ( x — a) n (x — 6) n [. 

Hallar el factor c„ de modo que: 19) Queden normalizados; 29) Sea 

Pn(6)=l. 

7. Obtener la relacion recurrente entre cada tres consecutivos de los 
polinomios definidos en la tabla de § 97-12. 

8. Demostrar mediante la relacion recurrente de los polinomios de 
Legendre (ejercicio 7) que a partir de Po=l, Pi = x, la expresion ge¬ 
neral de ellos es 

P (x) -y <-*>*. (2n-2s)l _ 

rnW) — 2* 2 „ s! (n — s) ! (n — 2s) ! * 

donde 0 < s < in, y transformarla en 

P (x) _ v (_!) n-r 1-3.5. . . (2r 1) _ 

14 ' “ ' (n — r) ! (2r — n )! 2“~ r ’ 

donde ji>r>i(n + l). 

9. Por el metodo seguido en § 97-5 con los de Legendre, demues- 
trese la ortogonalidad de los demas polinomios de la tabla de § 97-12 uti- 
lizando el ejercicio 7. 

10. Demostrar la ortogonalidad de los polinomios de Laguerre y de 
Hermite, partiendo de la generacion por derivada D n (§ 97-11) en la 
forma 


j e-*% m L»dx = j x»'D n (e-*x n )dx ; 
j e-x 3 z m ll n dx = j x m D" (e-x a x n ) dx. 


II. Hallar las funciones normalizadas de los polinomios de § 97-12. 
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98. Series trigonometricas 


1. Teorema fundamental de Riemann. — La teoria general 
de las funciones ortogonales (§97) nos permitira deducir gran 
parte de la clasica teoria de Fourier, como caso especial de los 
resultados obtenidos, cuanclo el sistema ortogonal es {cos mx , 
senmx ] (§ 97-1, ejemplo). Tendremos (cfr. § 97-2): 

[98-1] f ( x ) -|a-o + («i cos x + &i sen x ) + ... + 

+ (dm cos mx -b b m sen mx ) + ... 

y los c. F. (coeficientes de Fourier) se expresan, en virtud de 
§ 97-1, ejemplo, por 


[98-2] 


1 C 2r 

ci m = - f (t) cos mtdt , 

71 Jo 

1 r 2ir 

b m = •— f(t)senmtdt , 

K Jn 


siendo, por tanto, c n un a m o un segun la paridad de n, y 
debiendo modificarse, en consecuencia, la escritura de algunos 
resultados. Asi, la desigualdad de Bessel (§ 97-2, a x ) se escri- 
bira: 


]:ao 2 -f f (a m 2 + b m 2 ) < — f f(x) 2 dx. 

1 Jt Jo 


Dep. Serie trigonometrica es toda serie del tipo [98-1] y 
coeficientes cualesquiera. Serie de Fourier (s. F.) de f(x) es 
la serie [98-1] de coeficientes [98-2]. 


Nota. Segun el tipo de integral que se considere (Riemann-Cauchy, 
Lebesgue, Denjoy) tendremos una teoria de s. F. distinta. La mas satis¬ 
factory por su armonia es la de Lebesgue, que es comun en muchos as- 
pectos con la de Riemann-Cauchy. Los coeficientes a m y b m quedan de- 
terminados univocamente por f(x) mediante [98-2], pero distintas fun¬ 
ciones pueden dar los mismos coeficientes. Para que esto no suceda cabe 
restringir adecuadamente la clase de funciones a considerar (como hemos 
hecho en § 97-7) o ampliar el concepto de funciones aquivalentes a las 
que difieren solo en un conjunto de medida nula (como hace Lebesgue). 

Ejemplos: 1. Sera util para lo sucesivo la serie trigonometrica: 
[98-3] \ + cosx + cos2x + cos 3x cos mx + ... 

no convergente en sentido usual para ningun x; ni tampoco cuadratica- 
mente, pues no es s. F. de ninguna funcion, por ser divergente la suma 
de cuadrados de los coeficientes. No obstante, interesa, como veremos, por 
tener acotadas las sumas sucesivas, excluido un entorno del origen. En 
efccto, multiplicand© sus terminos por 2 sen lx, se puede escribir: 

2 cos mx . sen ix = sen (m + i) x — sen (m — I) x , 

luego: 







Podrxa tambien calcularse mediante la funcion exponencial formando 
progresiones geometricas, como en [99-29]. 

2. Analogamente: 

cos icc — cos (n + £) x 

[98-5] sen a; + sen 2a; + ... + sen nx = - 2 sen hx ' 

3. En cambio, debera multiplicarse por 2 sen a;, pai'a este caso: 

[98-6] sen a; + sen 3a; + sen 5a; + ... + sen(2w — l)x = 

1 — cos 2 nx _ (sen nx) 2 
~ 2 sen x — sen x 

Teor. (Riemann-Lebesgue). Si f(z) es integrable (L o 
R absolutamente) en (a, b) se verified para v —> co : 


[98-7] Ci(x)cosvxdx 0 , ( f (a;) sen v x dx 0. 

• a a 

Si es i(x) de cuadrado integrable, descomponiendo (a,b) 
en partes, si abarca mas de un periodo, y ampliando la funcion 
con valores nulos para cubrir (0, 2n), podemos suponer que es 
este el intervalo. 

a) Si es v = n, ya se ha demostrado (§ 97-2, a 2 ). 

b) Si es v = n + i (caso que interesa especialmente) bas- 
ta desarrollar el seno y coseno del binomio y aplicar la con¬ 
clusion anterior a las dos funciones de cuadrado integrable 
f (a:) cos %x, f (a;)sen^a;. 


Generalizaci6n. c) Si f(a) admite derivada f'(z) acota- 
da e integrable, basta integrar por partes: 

f b f (»)cos vx daj = — f(#)sen vx b --( f' (x) sen vz da; 0. 

'a V a v ‘ a 

d ) Si f(#) es continua o de variacion acotada es tambien 
aplicable la integracion por partes (§ 79) ; y para el caso mas 
general enunciado en el teorema de Riemann-LEResgue. que no 
nos interesa, basta aproximar i(x) por una funcion absoluta¬ 
mente continua. 


2. La integral de Dirichlet y su caracter local. — Puesto 
que los c. F. vienen expresados por las integrales [98-2], las 
sumas s n de la serie [98-1] se calculan mediante las formulas 
[98-4] y [98-5] ; pero se prefiere reducir los binomios que 
aparecen bajo el signo, en esta forma: 

cos mt . cos mx + sen mt . sen mx = cos mit — x) , 
y poniendo t — x = u, resulta segun [98-4] : 


[98-8] 


Sn (x) = — f ’[£ + cos u + cos 2w + ... + cos nu ] f (x + u) d u = 

11 °. J_ r 8r +11“ i(z + u )4u , 

2n Jo sen {u 
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bien entendido que cada integral debe extenderse sobre cual- 
quier intervalo de amplitud 2n. Esta integral de Dirichlet, 
en que se funda la teoria rigurosa de las s. F., suele escribirse 
asi, fraccionando en dos el intervalo (0, 2jt) : 


[98-9] s„(z) = -J-P - Gn ~— [f (a + u) + f (a; — m) ] d u • 
L 2jxJ 0 sen hi 


De ella se deducen los criterios de convergencia de Dini, 
Jordan y Du Bois Reymond, que enunciaremos despues; pero, 
ante todo, interesa una consecuencia inmediata, muy importan- 
te, que algunos llaman teorema de Riemann : El caracter en 
un punto x de la s. F. de una funcion f(x) absolutamente in¬ 
tegrable, solo depende de los valores de esta en un entorno de 
x, arbitrariamente pequeno. 


Vcainos, en efecto, que para otra funcion g(x)= f(a;), en un enlorno 
(x — 6, a 4- 8), con valores arbitrarios (por ejemplo nulos) fuera de el, la 
surna s„, tiene el nxismo limite que la sunxa analoga; 


s -<*> = isrJ, 


1_ rr «"(ntj )«[ ( ) g(z _ M]dM , 

Ik Jo sen lu 


pues la diferencia de integrales se reduce a la integral en (8, n) 
Sn(x)— S „(*) = -^J^F(w)sen(n + i)udu 

donde 

— i/ll : sen fm 


y como esta funcion F (u) es integrable absolutamente en ese intervalo 
(8, ji) es aplicable el teorema fundamental de RlEMANN; luego s„(a;) 

—-S»(a;)—>0 en ese punto x. 


Nota. Es sorprendente este resultado, ya que en el valor de la serie 
en un punto x, intervienen todos los c. F., cada uno de los cuales depende 
de todos los valores de f(x) en (0,2rc) ; pero en las expresiones [98-7], 
la funcion se diiuye en infinitas oscilaciones de signo contrario, que se 
compensan; y si no sucede igual en la integral [98-8] de Dirichlet, es 
por el denominador nulo en el origen, siendo este y su entorno lo que 
influye solamcnte en el limite. 


3. Criterios de convergencia de la serie de Fourier. — El 
transito de la convergencia cuadratica a la ordinaria plantea 
delicados problemas: l 9 ) <,En que puntos x converge la s. F. 
de f(a;) y hacia que limite? 2 9 ) ^En que intervalos es um- 
forme la convergencia? Solamente tendra cabida en este Curso 
elemental el criterio que interesa para justificar los desarro- 
llos mas frecuentes; pero, ante todo, planteemos la condicion 
de convergencia hacia un limite prefijado s, en un punto x. 


La igualdad [98-9] de Dirichlet para la funcion constante fix) =1 
(cuyos c. F. son: Oo = 2, oi = bi= a* = b t = ... = 0) se reduce a esta: 


1 


1 p sen in + h)u 2Au < 
2a Jo sen iu 


198 - 10 ] 
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luego restandola de [98-9] despues de multiplicada por el numero s, i - e- 
sulta la formula fundamental: 

[98-11] s.(*)- » = 3en se”nl»; ~ l:f(J:+M) + f. 2‘Vu, 

cuya convergencia hacia 0 es la condition necesaria y suficiente para 
que la s. F. tenga la suma s para un cierto x. 

El teorema fundamental de Riemann permite reducir el mtervalo 
a (0, 8), pues la integral en (8, n) tiende a 0 para »-» oo. En se- 
gundo lugar, simplifiquemos el denominador, poniendo hu en vez de sen lu, 
y resulta una condicion equivalente, ya que la diferencia entre ambas 
integrales es: 

f 3 sen(n+ i)u [ - —r - —1 [f(* + «) + f (x — u) — 2 s]do, 

Jo L sen u J 

donde los factores que acompaiian al seno son finitos en el origen; y 
por el teorema de Riemann tiende a 0 la integral, para n -> co. ^ El cn- 
terio de convergencia hacia s se reduce, por tanto, a esta condicion, nece¬ 
saria y suficiente: 

[98-12] f S Sen(>> [f (a; + u) + f (x — u) — 2s]du -» 0 

Jo u 

para w-» oo, la cual se verifica, por el mismo teorema de Riemann, si 
es integrable absolutamente el coeficiente del seno. Resulta asi el sencillo, 
pero eficaz, criterio siguiente: 

Criterio de Dini: Condicion suficiente vara que la s. F. 
de f(z) tenga suma f (ai) en el punto x es la convergencia de 
la integral: 

[98 . 18 ] f* \Ux + u)+f(x -u)-2Hx)\ du _ 0 . 

Jo 'a 

f 5 1 f (x + t)— i(x) | df 
J —s t 

sieyido uniforme la convergencia si 5 es independiente de x. 
Casos particulares importantes son: 

Condicion de Lipschitz: Para la convergencia de la s. F. 
es suficiente que el incremento f(oj + i)—f(#) sea infinitesi- 
mo de orden positivo, respecto de t-> 0. 

En particular: La funcion f(a;) es desarrollable en s. F. 
en todo punto donde admite derivada finita; y en todo punto 
de discontinuidad de primera especie, si las dos ramas admi- 
ten tangente; pero en este caso la serie converge hacia el U- 
mite |[f(ar) + f(z + )]. . , 

La convergencia es umforme en [ai, OiJ si ademas es i(.£] 
continua en (a, b) con a < ai < b x < b. 

E.templos. Como aplicacion de este criterio simplicisimo, y para ejer- 
cicio del principiante, daremos en el parrafo siguiente varios desarrollos 
convergentes para todo x; bien entendido que en los puntos de disconti¬ 
nuidad se asigna a la funcion el valor promedio de los limites a ambos 
lttdon. 
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Otros criterios de convergencia. — En vez de referirse 
a cada punto x, como el criterio de Dini, se refieren a un inter¬ 
val los siguientes: 

Criterio de Jordan. — La s. F. de una funcion absolutamente inte¬ 
grable, converge en todo intervalo donde tenga variation acotada (§ 55-9). 
La convergencia es uniforme hacia f(cc) en un intervalo interior a cada 
intervalo de continuidad, y en los puntos de discontinuidad de 19- especie 
converge hacia el promedio h [f (x') + f (« ! ) ] • 

Podemos .suponer 

f (cc + w) + f (*— u) 

[98-14] tp(w; x) = -- 2 s » 

con g= J[£(*“)+f («*)], diferencia de dos funciones monotonas crecien- 
tes (§ 55-9, d) , y razonar como si <p(m;*)>'0 fuese creciente, tendiem.o 
a cero con u [uniformemente en x si f (cw) fuese continua] . Para 
v = n+ l, aplicando a [98-12] el segundo teorema de valor medio (§ 79-2) 
sale: 


C 8 sen vu „ , s . > f 8 ser 

2 I tf (zt; a;) - dtt = 2cp(8;cc) ■—; 

Jo u •'c 

X C V8 Sen ^ ^ 

= 2cp ( 8; x) —. — d l < 

J VE [ 


.. . C v sen t ,, 

< 2cp(8; x) — j— at 


2.1,851937 ... q> (8; x) —> 0 con 8^0 


pues es 


independientemente del valor de Asi para 8— 8i suficientemente pequeno, 
podemos hacer primero <p(8i; x) < |i arbitrariamente pequeno, y habiendo 
fijado asi 8i, por el teorema de Riemann es 

C v sen (n -4- h)ti , A 

lim 2 q>(tt; x) - - -dw — 0. 

„_^cc J§ u 

Los ejemplos siguientes muestran que los criterios de Dini y de Jor¬ 
dan no se incluycn uno al otro. 

Ejemplos: 1. Para f (aj)=l/ln(1 lx) en 0 < x < jc; f(*) = 0 en 
n ^ a: < 2 jt, se cumple el criterio de Jordan con s. F. convergente, pero 
no se cumple la condicion de Dini, pues 

X'-raW ^[- ta ( ta -r )] 8 = + “- 

2. En cambio f (*) = X* sen(l/») en 0 < x < n; f(*)=0 en n < 
< x < 2jt, con 0 < a < 1 cumple el criterio de Dini en x = 0 con s. _F. 
convergente, pero no cumple el criterio de Jordan, por no ser de varia- 
cion acotada. 

Veamos un criterio que comprende a los dos anteriores: 
Criterio de Vallee-Poussin. Si la funcion 


t 
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es de variacidn acotada en un semi-intervalo a la derecha de 
t = 0, con cp (u;x) dada por [98-14], entonces la s. F. es con- 
vergente. Si se elige s de manera que para t-> 0, 

la suma de la serie es s. 


Pues cp(t;aO=d/dM**(*)[ = *(*) + **'(*). y co “° r es ^ 

variacion acotada y tiende a cero, la parte de integral [98-12J que le 
corresponde tiende a cero por el criterio de JORDAN, mientras que por ser 
*'(t) integrate (L) (§ 95), la parte correspondiente a t'V ( t) tiende 

a cero por el criterio de DlNl. 


4. Ejemplos (le desarrollos convergentes. — Es util tener 
en cuenta que si f(z) es periodica con periodo 2% e integra¬ 
te, es: 

[98-15] f(x)dx = f(x)ax ; 

J a *Vf2r 

ra + Zir r 2x C v „ , , 

[98-16] j f(a;)da; = f (a) da; = J ^ f («)da;. 

Casos particulares interesantes son: 

Funcidn impar: l(—x) = —f(x). Transformando [98-2] 
de acuerdo con [98-16], ultimo miembro, resulta: 

a m = 0 ; b m = f f 0)senm#da; ; (w = 0,1,2,...) ; 

It *'o 

00 

f (sc) ^ S &» sen nx , 

' 71=1 

serie de senos, analoga a potencias impares. 


F uncion par: f(— a;) = f(aO. Se obtiene analogamente: 

dm = f f (a:) cos mx da; ; b m = 0 ; (m = 0,1,2, ...) ; 

it J o 

00 

f (a?) ^ £a 0 + 2 a»cos nx , 

71 = 1 

serie de cosenos, analoga a potencias pares. 

Dada una funcion integrable arbitraria en (0,1) se la pue- 
de suponer completada en (— l, 0) ya como funcidn par o im¬ 
par, para obtener su desarrollo ya en serie de cosenos, ya de 
senos. 


Funcion alternada : f(K + n)=: — f(»). D e cos 2n (x + n) — cosi2nx; 
sen 2 n (a; + jt) = sen 2 nx, resulta, descomponiendo las integrals [98-2J en 
suma de integrates en los intervalos (0,Jt) y {n,2n) : 

leu, — «a = (U — cu = ... = 0 ; ba = bi = bo = ... = 0. 

Calculense los c. F. de las funciones representadas cn las grdricas 
siguientes y demuestrese, mediante el criterio de DlNl, la valnlez de los 
corrospondientcs desarrollos convorgentes para todo x: 
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Funciones impares (series de senos): 

Ejemplo 1. fi(a) =+jr/4 en 0 < x < n (fig. 331). 





I'aru x In so obtiene la suma de la serie numdrica: 

n’/B = 1 (1/3*) -f (1/5*) + ... 
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Funciones PARES (series de cosenosj : 

Ejemplo 4. (Fig. 334) : 

j- _|_ jt /4 en 0 < x < In 

fi(%) — ^ en <;jt. 



it(x) ~ cos x — 


Fig. 334. 

cos 3,r 


Tambien se obtiene de ejemplo 1 observando que fi(a) — ii(x -f 5^)■ 
Ejemplo 5. f 6 (a:)=§jt— lx en 0 < x < n. (fig. 335). 



Fig. 335. 


4 r 

- cosx 

« L 


P-+-] 


Tambien se obtiene de ejemplo 3 observando que f.(a) =fa(* + ln). 
Ejemplo 6 . i 9 (x) — x 2 en —n<x<n (fig. 336). 



Para x = 0 se obtiene: 

— = i 
12 


_ i_J_,_L__L + 

— 1 2* r 3*' 4- 


Restando de la serie numerica del ejemplo 3 resulta: 

J- + J- + _L + ... 

24 " 2 a 1 4" r (i“ 
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Para x = n se obtiene: 

4 = i + 


+ V + IF + ... 


Nota. Du Bois Reymond dio el primer ejemplo de una funcion con- 
tinua con s. F. no convergente. Uno de FejiSr, relativamente sencillo, es 
el siguiente: Si ponemos 

.... 0 ” sen kx 

fn(cc) =- 2 sen nx % - 

lc = l H 

y construimos la funcion 

00 J 

f(«) = 2 —7 f 2« s ( a ) > 
esta resulta continua con s. F. divergente en a; = 0. 

5. La suma (C) de las series de Fourier y las integrates singulares. — 
Habra observado el lector que la convergencia de la s. F. de f(«) en el 
punto x hacia el valor f(«), aun siendo esta funcion continua en el, 
exige condiciones complementarias. Hay, en efecto, funciones continuas 
sin excepcion, cuya s. F. no converge en algun punto (§ 98-4, nota); la 
feliz idea de FejiSr (1902) de aplicar a la serie el metodo de promedios 
de CesA.ro (Cap. V, nota I, g) transforma la integral de Diriciilet en 
la integral de Fejer, mas sencilla y eficaz. En efecto, al sumar las ex- 
presiones [98-8] haciendo n — 0,1,2,..., para formar el promedio c„ — 
= (l/n) (s 0 + Si + ... 4 - s„-i) aparece en cl integrando la suma de senos 
de multiplos impares dc lu, que ya se ha calculado en [98-6] (basta po- 
ner x = lu) y resulta la integral de Fejer: 


rno ii 7 i / \ 1 C (senjww.)* 

[98-17] o, t (x) = —- —:- 1 — 75 - [ 

2 rm Jo (sen lu) 2 

1 f (sen Inu) 
~ 2nn J—TT (sen lu) : 


[f(a:-(-M) -{- f(x — u)~]du = 


(sen lu)'- 


f (x -\-u)du. 


En particular, aplicada a la funcion constante f(aj)=l, ya se ha 
visto en [98-10] que vale s„(a:)r=l, luego su promedio es tambien 1; 
por tanto, la formula paralela a la [98-10] es: 


[98-18] 


1 f* 
~ 2«JC J —tr 


* (sen Inu)' 
_ (sen lu) 2 


La integral de FejiSr queda clasificada en una familia muy amplia 
que tiene frecuentes aplicaciones: 

DeF. Se llama integral singular en el punto x a la integral para- 
metrica que tiene la forma 

F„(»0 = P ta(tt)f (x + u)du , 

*■'— a 

do nucleo A. n (u.)> 0 en un entorno del origen, y cumple estas condiciones: 

I) f A„(tt)dw -»1 para n — > co . 

— a 

f'i 

II) X,»(M)dM-+ 0 , si p y g estan a un lado de 0 . 

•'ll 

Mu virl.ml di' II, la convergonciu do la integral I hacia 1 so voriflca 
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en todo entorno de 0 , puesto que en to do intervalo fuer a del entorno 
tiende a 0 , al crecer n. Resulta, pues, que el valor de la integral, o sea 
del area, sensiblemente 1 desde un n en adelante, se concentra en el en¬ 
torno del origen; por tanto, la curva que representa la funcion \ n (u) se 
va elevando en este, como se observa en los ejemplos; y en los casos mas 
sencillos tiene forma de campana que se estrecha y eleva indefinidamente 
al crecer n. 

Ejemplos. Compruebese que satisfacen a I y II los nucleos siguien- 
tes en (—oo, + co) (indicando con exp t la funcion e‘): 

= TpW ’ *•<») = w - ex P(— v™')' 

Con ell os las integrales analogas a [98-18] no valen 1, sino it y 'Jn, 
respectivamente. Ese numero se llama coeficiente de convergencia ; y es 
obvio que se puede reducir a 1 , dividiendo el nucleo por el. 

Notese que las curvas campaniformes son, en estos casos, la versiera 
(§ 33-10, ejemplo) y la curva de Gauss e-* 2 . 

El teorema siguiente debe ser considerado como uno de los mas im- 
portantes del Analisis, porque sistematiza multitud de razonamientos de 
esencia comun y aspecto distinto, ahorrando muchas repeticiones. 

Teor. 1. Si la funcion acotada f(x) tiene lim f (x) = Z para x-»xo, 
tambien la transformada F„(x 0 )-^Z para n— >co. Por definition de li- 
mite, fijado e > 0 , existe un entorno (— c, c) de x 0 , en el cual es 
f(x)=Z + 5(*), | 5(x) | < s. Descompongamos: 

X —o /* c ra 

+ + 

-a ' y —c 

y para oo tienden a 0 la 1* y 3^ integrales, en virtud de la hipotesis 

II, pues en valor absoluto no superan a las respectivas M J X n {u) dw 0. 
La segunda integral vale: 

Xn(tt)[Z + 8 (w)]dw = lj\ n (u)du + f X„(u)8(u)du , 
cuyo sumando 2 9 es en valor absoluto menor que 



X„(u)du < 2e 



mientras el primero tiende a l, por la hipotesis I. En definitiva: 
lim F„(x)=Z para n-> co. ...... . - 

Si f (jc) es continua en un punto x 0 , es decir: Z = f(x 0 ), este valor 
viene dado como limite de la integral singular; y si f(x) es continua en 
un intervalo, viene expresada en la forma f (x) = lim F„(x) para n—> 00 . 

Notas: 1. La convergencia es uniforme en todo intervalo cerrado 
interior a otro de continuidad de f(x), porque entonces, en. la demostra- 
cion anterior puede elegirse c independiente de x en dicho intervalo. 

2 Si en (I) el limite no es 1, sino X^=0 (coeficiente de convergen¬ 
ce), es claro que F„(x)-»AZ. Si el punto singular es extremo del inter¬ 
valo, la demostracion subsiste para el limite lateral. Fmalmente, si el 
punto singular es interior, pero son distintos los limites laterales L y i 
y los coef icientes de convergencia son X*, el resultado es: XL + X L . 


Teor. 2. (Fejer). La sene de Fourier de toda funcion continua 
f(x) es sumable (C) y su suma viene expresada por la integral de 
Fejj§r: 


[98-19] 


f (x) = lim 

n—>cc 


2 jtn J—, 


<si>.n hu)* 
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y subsiste la igualdad para las discontinuidades de 1 ^ especie en que i(x) 
toma el valor promedio I [f (*')-]-f(» + )] . 

El nucleo de la integral cumple la condicion I, pues segun [98-18] 
es constantemente 1. Separado un entorno (— c, +c) de 0, el denomina- 
dor se conserva superior a (senic ) 3 y el numerador no supera a 1 , ni 
la funcion a una cota M; luego, sacando estos factores constantes, queda 
la integral de dtt, que vale 2 jt, y con el coeficiente exterior queda Un -» 0 , 
luego se verifica II. Aplicando el teor. 1, resulta [98-19]. 

Nota. 3. El promedio On(») tiende uniformemente a f(x) en todo 
intervalo cerrado interior a otro de continuidad de f(»), como consecuen- 
cia de nota 1 . 

Teor. 3. (Weierstrass). Toda funcion continua puede aproximarse 
unif ormemente mediante polinomios, es decir, si f(x) es continua en 
[a, 6 ], dado e>0 arbitrario, a 41 corrcsponde un polinomio p(x) tal que 

[98-20] |f(»)—p(#)| < e en a < x < b. 

En efecto, si a < a < b < P, mediante t = 2n(x — a) /((l — a) pode- 
mos transformar [a, 6 ] en un intervalo interior a [0,2re] donde f (x) puede 
prolongarse de infinitas maneras por continuidad, y por el teorema 2, nota 3, 
existe entonces un polinomio trigonometrico a, t (x) tal que | f (x) — a«(x)| < 
< is en el intervalo [a, 6 ]. Basta entonces reemplazar los senos y cose- 
nos de o„(x) por sumas parciales de su desarrollo de Taylor (§§ 45-2, a, 
y 43-4, a) suficientemente largas para que el polinomio p(x) obtenido 
cumpla |o„(x)—p(*)| < is, y entonces quedara demostrado que 

|f(x) — p(x)| < | f (x) — On (x) | + |o n («)—p(a)| < e- 

Notas: 4. Del teorema 3 resulta la aproximacion cuadratica por po¬ 
linomios, es decir que es denso el sistema jl,x, x a , ... J- de las potencias 
de x (§ 97-6, 6 y c). 

Tambien resulta de teor. 2, nota 3, la aproximacion cuadratica jn- 
definida de toda funcion f(x) continua en [— n, Jt] por polinomios 
trigonometricos, es decir la densidad del sistema trigonometrico, ya sena- 
lada en § 97-6, a. En efecto; l 9 : Si f(—^Jt) = f(it), prolongada f(x) 
por periodicidad resulta [— n, a] interior a un intervalo de continuidad 
y es aplicable nota 3. 2°: Si f(—^jt)= 7 ^f(jt) para cada e > 0 existe una 
funcion g(x), continua en [—jt, a], con g(—n)=g(n) tal que 


r [f(< 

J -IT 


• g(x)] 3 dx < 3e 


como por 1 ^ existe un polinomio trigonometrico cr„(x) tal que 


f [g(a) —o„(x)] 2 dx < Se , 
J — 7 r 


resulta de la desigualdad triangular para las distancias (§ 96-2, nota) 



— a„(x)] 2 dx < (h Ve + 


Ve)* = e. 


5. Se conocen varias demostraciones directas del importante teore- 
ma 8 . Una muy breve es la siguiente: Dada f(x) continua en [a, 6 ] y 
por tanto uniformemente continua (§ 26-6), se vio en § 26, ejercicio 6 , 
quo (‘xiste una poligonal <p(x) tal que |f(x)—cp(x)| <e para todo x de 
[«,&]. Segun ejercicio 7 del § 26, tod a poligonal puede expresarse me- 
dinuto la funcion | x | = -f V x' J = -f Vl — (1 — x"), expresable tambien 
como limite de polinomios ordenados segun las potencias de 1 — x a 
(‘i 45-5). Luego, tomando auficientes terminos de los desarrollos cn se- 
lie, la poligonal <p(x) se puede aproximar por un polinomio p(x) cov 
error « r, y el niismo polinomio aproxima f(x) con error < 2 r. 
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Teor. 4. (Fejer-Lebesgue). La s. F. de f(cc) es sumable (C) hacia 
i(x) para todo x del llamado conjunto de Lebesgue, donde se cumple 


[98-21] 


C h 

|f(x-M)— f(a;)|dt = o(/i) , 


lo que ocurre en casi todo [0,2it] (§ 95, Ejerc. 16). 

Asi en la teoria de Lebesgue, la s. F. representa unwocamente la 
funcion a menos de un conjunto de medida nula,^ es decir, dos funciones 
con la misma s. F. son eciuivalentes. En la teoria de Cauciiy-Riemann 
para obtener dicha unicidad se ha de restringir severamente la familia 
de funciones f (a) (§97-7). 

Sea a; un punto que cumpla [98-21] y tomemos s = f(x) en [98-14] 
para la [98-19]. Resulta: 

2 J* |q>(tt;»)|d» = |f(* + 2 u) + f(a-— 2 u)— 2 f(*)|du < 


f(» + 2 m)— f(*)| du + | f(x — 2u) — f(x)\du = o(t) , 

Jo 


por lo que 


— f I <p(tt; 8 )| du < p.t , 

-''0 


con p, > 0 arbitrario, para 0 < t < e. Roniendo n > 1 /e quedara: 

[98-22] f 5 (p (t; x) d t — J + f -b f = J* + Ja + Js - 

Jo 1 ^0 * / l/n •'e 

Como sen 3 6 < O 2 , es (integrando por partes en J a ) : 

I ri/n ri/n 

| Ji l = i J < n* J \q>(t;x)\dt <\i.n ; 

+ 2 f 2ijl.it < -A- + 2|i f -#*.< + ZV* < ; 

Jl/n t e Jl/n 1 E 


r ~7r* < ” + Zd 71 < 3pn ; 

J 1 /M E 


'■Hf <-?- 


Teniendo en cuenta [98-22], queda 
2 f s v sen*nt , x 

r <p(*;«) - d * ' 


dt < it + iE + 

it it it. tie 2 


verificandose la analoga de [98-12] pai'a [98-19] si se elige p primero, 
dando e y luego n suficientemente grande. 


6. Integration de series de Fourier. — Teor. Toda serie de 
Fourier, aun no siendo convergente (y por tanto, sin que la 
convergencia en su caso necesite ser uniforme o acotada) es 
integrable termino a termino en el sentido de que la serie que 
resulte, converge como serie de Fourier hacia la integral de la 
funcion dada. 
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Si f(») tiene a m , b m como coeficientes de su s. F. [98-1], la 


F(x) = r*{f(i)—Wdt 

Jo 


es periodica, F(2ic) = F(0) = 0, continua y de variation acotada (§ 55-9 
y § 95-5, b), por lo que es desarrollable en s. F. convergente para todo x 
(§ 98-3): 

00 

F(&) = £Ao + 21 (A„ cos nx + B„ sen nx ). 

n=l 

Aqul es, analogamente a [98-1], e integrando por partes: 

1 r 2r 1 C 2lT 

A„ = - F(t)cosntdt =--lf(i)—JctoS-senwidt = 

it Jo nit J 0 

1 f 2,r b„ 

= —•—■ f(i)senntdt -, (n = 1, 2,3,...) ; 


B„ = •— F(t)senwtdi 

It Jq 


-H- 


cos nt l 2r 


-Jf(i)—ia,,[ cos nt dt = 


1 r a 

=- f (t) cos nt dt = —-- , (11 = 1,2,3,...) ; 

wit Jo n 

donde la parte integrada se anula por ser J?‘( 2 it)= F(0) = 0. 
Queda asl: 

„ , . , . . °° a n sen nx — cos nx 

F(a)= iA 0 + 21 --- , 


y para x = 0 , resulta 
[98-23] 


SA« = 21 — , 
»=l n 


donde por tanto, el segundo miembro representa una serie convergente, si 
b n son c. F. de una cierta funcion; restando estas dos queda 

_ v a " sen nx + b " ( 1 — cos nx ) 


donde cl segundo miembro esta formado por las integrales termino a ter- 
mino de la serie [98-1], como querlamos demostrar. 

La convergencia de la serie [98-23], siempre asegurada si los b n son 
coeficientes de una serie de Fourier, prueba que el ejemplo de Fatou 
S sen nxl (ln«), convergente para todo x (§ 22-4, c), no es una serie 
do Fourier, por ser divergente (§ 80-6, ejemplo) la serie (n\nn). 
Idn efecto, podria comprobarse que la serie trigonometrica de Fatou no 
ch integrable (L), y es facil probar que la suma de la serie integrada 
2 ', cos nx! (n In n) tiende a infinito para x —> 0 . 


7. Fenonu-no de Gibbs-Wilbraham. — Fue observado empiricamente 
|ior J < iBBS, »d trazar graficas aproximantes mediante los analizadores ar- 
m.(inico 8 (§ 99-7), aunque ya fue descubierto anteriormente a Gibbs 
( 1898), por II. VVii. bra 11 am (ver Cambridge & Dublin Math. J., 3, p. 
I OH-201; 1848). 
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Se expliea por no ser uniforme la convergencia de la serie de Fourier 

en el entorno de una dis- 


Yt- 


o 1L TT OTT TT 57T TT ITT 2V 97T 5TT 

13 6 13 3 13 2 13 3 13 6 

Fig. 337. 


continuidad de primera 
especie de f(*), aun 
cuando en esta la s. F. 
sea convergente. Las su- 
mas parciales de la serie 
[98-1] se acercan median- 
te ondas a la curva da- 
da tanto como se quiera 
en cada punto, pero en 
el punto de discontinui- 
dad * de primera especie 
dan una altura de onda 
que excede en cerca de un 
18% el valor de f(* + ). 

■TT Es facil referir, por di- 
ferencia, el caso general 
al caso particular (figu- 
ra 337): 


[98-24] 


7i — x I? sen nx A . . „ 

—-— = t - en 0 < x < 2ji , 

2 n — 1 71 


en cuyo desarrollo de Fourier del segundo miembro, por ser funcidn im- 
par, resulta ct» = 0, mientras que 


,=^r- 

7t ./ 0 i 


— X , 1 

-sen nx ax — - 

2 n 


Repitiendo el calculo de § 98-3, resulta al integral' 

Cx n , v f" sen (n+i)t 

d+S, cosfct)dt=&*+Sn(*)= J 2 sen it ’ 

•o l u 

y por tanto, la suma parcial s„(*) de [98-11] viene dada por: 


. . * sen kx , . C* sen(n + i)t 

»•(«> = , t l,— r~ = ~ ix + \ 


con resto respecto de [98-24]: 


00 sen kx 

[98-25] r„(*) = S —T— 

fc = 7l+l 


= in — f * - 


sen,, 


(n fl)a- sen £ 


J 0 2 sen it 
dt + On(a) , 


siendo 


5 „<a) = / 


* 2 sen it — t 
2t sen it 


sen (n -f i) t dt —> 0 , 


con n —» oo 6 a; —> 0, por ser continuo el quebrado del integrando en t — 0 
(§ 98-1). 

Para hallar la aproximacion mas deefavorable, obtengamos en x ^ 
2/cn, la derivada de [98-25]: 

., „ sen (ti + l)x _ n 

r " <*> =- 2 sen lx " “ ° 

on xu = 2/«t/ (2 ti -f 1 ) para h = 1 , 2 , ...,«, « + 1 . • • •» 2w - 
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En cada x k (variable con n) resulta de [98-25] : 


lim r» (**) 

«—>co 

y para lc—1 queda 


= ht — r 

Jo 


dx + lim Q n ( -) 

\ 2n + 1 / 


.. / 2 jt \ , f "■ sen a: . 

lim r„ (———- = in— - dx = 

n— >co \ 271 -f- 1 / Jo X 

= i« — 1,851 937 ... = — 0,281 14 ... 

Asi es 1,178 979 ... que excede al semisalto in en cerca de 

un 18 %. 


Observemos expresamente que si aproximamos f(*) mediante las me- 
dias aritmeticas o„( x) de Fejer (§ 98-5), el fenomeno de Gibbs no sub- 
siste. 


Ejercicios 

1. Hallar los desarrollos de Fourier de: 

a) f (*) = xl (2n) para 0 < x < 2n ; 

b) i(x) = x/(2 k) para 0 < x < n , 

f (*) = (*/( 2 n))— 1 para n < x < 2 n ; 

c) f (a) = | sen* | para 0 < * < 2 n ; 

d) f(*) = | cos* | para 0 < * < 2 n ; 

e) f(*) = i para *< l(a + 6 ) , 

f(x)= —i para i(a + 6)<*<5 , (a< 6 ). 

2. Hallar para que valores de * son validos los desarrollos: 

In | 2 cos i* | = cos * — i cos 2* + i cos 3* — ... , 

In | 2 sen i* | = —cos * — i cos 2* — i cos 3* — ... 

3. Si an, b n son los c. F. de f(*), demostrar que para |r| <1 es: 

loo + cos n % + b n sen nx)r n r= 

1 1 — r 3 

— 2 n Jo 1 — 2 rcos(* — tl + r 2 

4. Demostrar que 

r'Z- -g-JT l-».U-«) + f ^ + . 

en todo * para el que existe el segundo miembro. 

6. Una serie de Fourier puede multiplicarse por cualquier funcion 
g(*) de variacion acotada e integrarse termino a termino entre limites 
l’initos. 

0. Para lc n numeros naturales cualesquiera, estudiar si (cos k n x) In* 
represent a la serie de Fourier de su suma, y el orden de decrecimiento 
do los c. F. a-ic = 1/n*. 
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7. Demostrar que si f(tc) satisface la condition de LipSCHITZ de or- 
den p: 

f ( x + h)—i(x) = 0{\h\») , (0<p<l) para h -»0 , 

uniformemente respecto de x, entonces es a n = O (n' p ), b n = OCn'). 

8 Demostrar que si f(») es de variation acotada, entonces es cl, = 

= 0 (i/%), 6«=0(l/»). 

9. Si f(x) es absolutamente continua de periodo 2k, entonces es 
a n —o(Hn), 6„ = o(l/w). 


§ 99. Integral de Fourier. Interpolacion trigonometrica 


1. Sene de Fourier en intervalo eualquiera. — Una serie de 
la forma 


[99-1] f(x) ^ ia 0 + 


nx . , nx 
a n cos —|- b n sen -y- 


representa una funcion periodica con periodo 2rik. Los coefi- 
cientes, en lugar de [98-2], vendran dados por 


[99-2] 


a. - 4 r fWcos^-dJ , 

TtA A 

6 » - i!rCx f( ‘ )seni r d ‘ ’ 


(n= 0,1,2, ...). 


Para verlo basta normalizar las funciones del sistema 
{cos nz/A, sen nx/V) que es ortogonal en cualquier intervalo de 
longitud 2id, o bien mas brevemente observar que el cambio de 
variable x/l = x' transforma f(a>) en una funcion f(A®') = 
= F(z') de periodo 2n, y escribir para ella [98-1] y [98-2] 
(con integrales entre —% y ft, cfr. [98-16]). 


% 

Ejemplo. Sea 

f £ para a < x < I (a -f b) 

f (*) = 1 —i para h(a + b)<x<b , con periodo b — a. 

Es X= (b — a) /2k, dando funcion impar en x — a, respecto de la cual 


es a„ = 0, 


'Ha+b) 2 nn(x — a) , f 2/ (an) si n es impar, 
^ sen b — a x — -y 0 si n es par. 


Tambien se reduce el ejemplo 1 de § 98-4 mediante 


f(») = fa 2rt 


r . x — a] 

2 ” sen < 4 fc ““ 2 )"T=^ 

- TUI 


y results 
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2. Integral de Fourier. — Teniendo en cuenta [99-2] pode- 
mos escribir el desarrollo [99-1] asi: 

1 cr) i n(x — t) 

[99-3] i{x) ^' 7rT \ f(i)di 4- 2-r- j f(t)cos- - -d t. 

Si para A -> co ponemos w/A = w», la serie de [99-3] toma 
la forma 


donde 


2 $ (^n) (^n+1 ~> 
n — 1 


<p( w ) = _i_r f(i)cos%(^ — t)d£ , 

ft —ttX 


parecida a suma de Riemann, con A u= 1/A. 

Si prescindimos de las dificultades de que las sumas de 
Riemann se refieren a una serie infinita y de que de- 

pende de A, al hacer A-> oo, la [99-3] se convierte, al pasar 
al limite, en: 

1 /*CO /’CO 

[99-4] f {x) — d u f(t)cosu(x — t)dt , 

llamada integral de Fourier y que representa (con las restric- 
ciones que veremos) la funcion arbitraria f( x) sobre (— co, co) 
en la misma forma que una serie de Fourier representa la 
funcion con periodo finito. Observese que en la integral rei- 
terada [99-4] no puede invertirse el orden de integration, pues 

J -co 

cos?a(£ — t)du 

0 

es oscilante. 

Desarrollando el 

cos u(x — t) = cos ux cos ut + sen ux sen ut , 
la [99-4] puede tomar forma analoga a [98-2] con 

/•CO 

[99-5] f(x) ^ {a(w)cos ux + h(u)sen ux} du 
siendo analogamente a [98-1] : 


[99-6] 


1 r co 

a,(u) = — i(t)cosiddt ; 

ft •' —CO 

1 r co 

b{u) = - f (t) sen ut dt. 

ft d - CO 


A bora, en lugar de pulsaciones discretas n, tenemos pulsa- 
tiones continms u con amplitudes a(u), b(w). 

La linea intuitiva de pensamiento seguida seria dificil de 
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justificar logicamente y es mas faeil dar la siguiente _ demos- 
tracion directa de representacion y convergencia de la integral 
de Fourier, en condiciones suficientes que estudios mas dete- 
nidos pueden mejorar considerablemente. 

Teor. Si suponemos f(x) absolutamente integrable en 
(—oo, co ), en todo punto x donde se cumplan condiciones su¬ 
ficientes de convergencia a S para la s. F. de f(z), tiene sen- 
tido escribir: 

[99-7] S = —J d uj i(t)cosu(x — t)dt. 


En efecto, por [98-12] sera entonces 


C 8 sen( 2 n + 1 )t 

jtS = lim f{x+2t) - 7 -dt , 

n— ->co J— 8 1 


teniendo en cuenta [98-10] y que 


r= r + r. 

J—8 j—s j o 


donde aqul 6 es un numero positivo cualquiera, como se ve recordando el 
teorema de Riemann (§ 98-1) para f(a? + 2 1) It, en todo intervalo que 
tenga t — 0 como punto exterior. . 

La [99-8] puede transformarse asi, con inversion admisible del orden 
de integracion (§ 86-4): 

/*25 r n + * 

[99-9] JtS = lim f (* + t) dT cos ur d u = 

n—>cc J —23 J u 


rn+i r 23 

= lim du f(x + T)cosMrdT = 

n —>cO Jo J—23 

r co /*23 

= dn f (* + T )cos ur dr. 

Jo J—23 

Justifiquemos que en la integral interior, el intervalo de integracion 
puede extenderse de —oo a + oo, con lo que estara defhostrado [99-7]. 

Si es A > 25, —Ax < —26 sera: 

J ’m /~A rm r2S C m ' /'*— 28 ' /"* f A 

0 J —Ax Jo • —23 *'0 •-—-Ai Jo *23 

= f- 2S f m + f A f"\ 

J— Ai Jo J23 JO 
y como por hipotesis, existe 


/•co 

|f(«)|dt = C , 

J —CO 

quedara: 

- C~ 28 , x sen mr I I C A ., . v senmr 

D| < + 7~ ir \ + |J zs 1(x + r) —T- dr 

<l(L> ( *+ T)|dr + /> ( * +r) H < w- 


dr < 
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Por ser C y 6 independientes de A y Ax, si con m fijo hacemos 
A -» -j- co, —Ax —> — co, resultara 


p p — p f 28 < ~, 

Jo J— co Jo J —23 


que para m—> + cc, segun [99-9], da 


[99-10] 


rm (• 00 
lim — JtS < 

TO—>00 j 0 J— CO 


Como 5 es un numero positivo arbitrario, el ultimo miembro puede 
hacerse tan pequeno como se quiera, lo que demuestra [99-7]. 


Como 


X co 

f (£)cos u(x — t)dt 

-CO 


converge uniformemente respecto de u en todo intervalo finito, 
podemos en [99-10] invertir el orden de integracion (§ 86-4, 
teor. 2) y obtener la integral simple de Fourier: 

[99-11] s = lim -1— f ” f (t) senm <*-*> ,. d t . 

TO->OD 3t J_ OT x—t 

en donde no podemos pasar al limite bajo el signo integral. 


1 c 00 

“-J f (0 

It J—co 


3. Transformadas de Fourier. — Si f(:r) es una funcion 
par, en [99-6] es b(tt)=0, quedando, para S = f(a;), la f6r~ 
mula del coseno de la integral de Fourier: 

o j co r &c 

[99-12] f(z) = -—- coswajdw f(t)cosutdt. 

Jt J 0 Jo 


Si se escribe 


[99-13] 


S(u) = 


f, r «*> 

It •'0 


cos ut dt 


la [99-12] se convierte en 


[99-14] 


- 1 Aft 


g(w)cos aw du. 


Por tanto, existe una relation reciproca entre las funciones 
f(x) y g(x) y se dice que son transformadas de Fourier por 
el coseno una de otra. Asi, por ejemplo, si f(a)E(L) en (0, 00 ) 
y es de variation acotada en todo intervalo finito, entonces 
[99-13] es absolutamente convergente y [99-14] subsiste en 
el scntido que la integral converge (no es necesario que abso- 
lutamente) hacia S = 4[f (ar) + f (# + )]. 

Analogamente, si f(ai) es funcion impar, en [99-6] es 
a(w) 0, dando la fdrmula del seno de la integral de Fourier: 
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o r oo r 00 

[99-15] f(a;) = - senwxdw f(t)senutdt , 

71 Jq J 0 

que origina las formulas reciprocas: 

i ! 2 

[99-16] h(tt) = y—J o f(i)sen^dt , 

[99-17] f(x) = y-^-J™h(u)Benxudu , 


siendo f(x), h(») transformadas de Fourier por el seno. En 
las modernas aplicaciones al calculo simbdlico (Ap. Ill), esta 
reciprocidad ha tornado importancia extraordinaria. 

4. Forma com pie ja. — La expresion exponencial 
e imx — cos yiix -f- i sen mx 

permite expresar mas sinteticamente el desarrollo y la inte¬ 
gral de Fourier. 

Si en [98-2] se pone 

[99-18] dm = dm + d-m » ~ ^ ( a >» (X "»») > 

i&o — cto I (wi = 1, 2, 3, . • •) 

equivalente a: 

[99-19] 2u m = a m — ibm ; 2a_™ = d m + ib m ; 

2a 0 = do } (m = 1,2, 3, ...) , 

en lugar de [98-1], sera: 


[99-20] 


2 ctm e imx , 


donde los coeficientes de Fourier a m , en lugar^de [98-2], vie- 
nen dados por: 

1 /• 2ir . 

[99-21] a w = -jj— ) f{t)e~ imt dt , (w = 0, ±1, ±2, ...). 
An J o 

Para la integral de Fourier [99-4], como 

r co 

f($)cos«(t — x)dt , 

J —CO 

es funcion par de u, se puede poner 

i z» co r co 

[99-22] f(») = — d u f(t)cosu(x — t)dt. 

An J — oo *''— co 

Por otra parte, por ser 

z« co 

] f(t)senu(x — t)dt 

J —m 


§ 99 -5 


INTEGRAL DE FOURIER. INTERPOLAC. TRIGONOMETRICA 


127 


funcion impar de u, en el cciso de que las integrales conver- 
jan* (por ejemplo para f (t) absolutamente integrable en 
(—oo, 4-co) y los vaiores de x donde f(a) es continua, pero 
no asi si es discontinua) : 

[99-23] 0 = - 5 — j d u f(t)senu(x — t)dt , 

que con [99-22] dan la integral de Fourier en forma com- 
pie j cl: 

1 z» GO z*CO 

[99-24] f(x) = - 5 — du j dt. 

Las formulas de reciprocidad, no completamente simetri- 
cas, son aqui: 

1 r 00 

[99-25] g(u) = -7= f(t)e~ iut dt , 

V An 

[99-26] i(x) = —k=( g(u)e ix »du. 

\/2jt J — co 


5. Aplicaciones. — a) Factor discontinue de Dirichlet. — 
Para f(a) par tal que 

v _ [A en 0 < x < e , 

en z>e , (fig. 338) 

la [99-12] da A ' 

2 r 00 1 r'.t 


2 /• CO z’* 

f(^) =—. cos ux du \.cosutdt = 

n Jo J 0 

2 A r 03 sen ue cus , 


2 A r 

Jt Jo 


Fig. 338. 


que para e pequeno, da la expresion de un impulso A y es uti- 
lisimo en las aplicaciones. Tomando x = 0 se obtiene [86-16]. 

b ) Espectro. — La serie o la integral de Fourier dan la 
interpretation matematica de fenomenos representados por la 
superposicion de procesos periodicos, la primera en forma dis- 
creta, la segunda en forma continua y la descomposicidn [en 
armonicos, § 99-6] que las expresiones dan, efectua la llamada 
descomposicion espectral del fenomeno en cuestion. Si es f (x) 
la funcion dada en el intervalo — 5 < x < 5 y 

f(x) ^ 2 a n e iirnx /s 


• Vi r P Pi OAM.BJA: Obrr dir Konverponzbedingungen d.tr komplcxan Form dm 
Fourirrnchen lnt*urut«. (Mi.th. Zoitnohrift. KO, pa. 849-374, Berlin. 1986). 
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es su s. F., se dice que la funcion se descompone en armonicos 
de “periodos discretos” 25 /n o “pulsaciones discretas” nn/b 
(n = 0,1, 2, .. .) con “amplitudes” 

| 0,1= -i- (t) dt . 

Si en cambio se considera el intervalo infinito — co < x < 
< oo, se habla de la descomposicion de f(z) en un espectro 
continuo que para la pulsation u, hace corresponder una in- 
tensidad dada por la densidad espectral : 

g(u) = — -L=f i(t)e-^dt. 

V 2ji 


Una aplicacion interesante en Optica resulta al considerar un tren 
de ondas sinusoidales de longitud 26 y pulsacion co de manera que sea 

f e iax si | x | < 5 , 
f (*) ~ l 0 si 1 x | > 6 , 

conteniendo entonces %r=8a)/jt ondas. Su densidad espectral viene dada 


por 



e i(w- u)t dt 



sen(cx>— ?Q8 
co — 


fista, como funcion de u tiene un maximo en u — 0 y disminuye 

rapidamente con 1 /u dan- 



Fig. 339. 


do no una raya, sino una 
franja de ancho finito, 
pero tanto mas intensa y 
estrecha cuanto mayor 
sea la longitud 28 del 
tren de ondas. Si el nu- 
mero n de ondas es muy 
grande se obtendra una 
franja brillante y estre- 
chisima en torno de co, 
pues es 


sen(co = 8sen2 si t = {(a — u)S. (fig. 339). 


6. Interpolation trigonometrica. — Es analoga a la alge- 
braica (Cap. XII). Dada una funcion periodica f (%) de periodo 
2it, definida en — at < x < at, se trata de aproximarla median- 
te un polinomio trigonometrico, analogo a la suma parcial de 
la serie [99-20] o su equivalente [98-1], con coeficientes tales 
que la funcion formada coincida con f(oa) en puntos equidis- 
tantes. Es el metodo mas apropiado para el calculo numerico, 
sobre todo si f(») se da tabulada o mediante una gr&fica. 
Tanto en este caso como en el exacto de desarrollo infinito 
[99-20] 6 [98-1], por analogia con la Acustica, se dice des- 
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componer la onda periodica de f(x) para ( —at, at) en ondas 
armonicas o en armonicos sucesivos (cfr. § 99-5, b ) , y la de¬ 
termination de los respectivos c. F. reti.be el nombre de And- 
lisis armonico. 

Si damos 2n +1 puntos equidistantes en (— at, at) mediante 
kb con 5 = 2ot/(2n +1), k —— n, —( n —1), ..., —1,0,1, 
..., n, llamaremos f_„, ..., f-i, fo, fi, • • •» f» a los valores 
dados de la funcion en dichos puntos (fig. 340), es decir, 
f (kb) — ffc. 



Fig. 340. 


El modo mas sencillo de determinar un polinomio trigono¬ 
metrico interpolante es escogerlo de 2n -f-1 coeficientes a de¬ 
terminar por la condition de que su grafica pase por los 2n + 1 
puntos dados de la grafica de f(aa). 

Asi debe cumplirse 

[99-27] X a r = f* ; (k = — n, ..., 0, ..., n ). 

r =—n 

Multipliquemos ambos miembros por e~ isfc8 respectivamente 
(k = — n, ..., 0, ..., n) con s entero (| s | < n) y sumemos 
por columnas, tendremos 

[99-28] X 2 a r e ifc S(-») = 2 

lc——n r——n Jc——n 

Como (w+i)5 = at, resulta (cfr. [98-4]), si r=£s (§ 22-1, b): 


[99-29] 2 = e ~ inS( ^ 8) 

fc=—n 


^ _ gi(2n+l) S (r-a) 

1 _ e iS 


g-ih ( 2 n+l) S (r-a) - gii ( 2 n+l) 5 (r-a) gen [ (ft.-|- £) 5 (r - s)] _ n 

“ e-ilS(r-s) - eiiSIr-s") sen [15 (r — s)] 

mientras que dicha suma vale 2n + 1 si r = s. 

Por lo tanto el primer miembro reordenado de [99-28] vale 


2 a r 2 e ik S(r-s) = (2n+l) a, : 

r——n fc =—n 

es decir 

[99-30] a. = -2^I k lj^ kS ’ 

(s - — n, ..., 0, .. .,n). 
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Para desarrollos del tipo [98-1], teniendo en cuenta [99-18], 
se deduce de [99-30] 

2 n 

a a = Q ,-r 2 ffc cos , 

CiTl 1 j c — _ n 

b s = 0 2 f fc sensA:5 , s = 1,2, 

2^+1 

Poniendo a T = c r /y'2w + 1 en [99-27] y [99-30] resultan 
las formulas simetricas 

1 n 

- __ 2 c r e irk * , 

\j2n 1 r——n 

1 n 

. 2 f fc e-* rk 8 . 

1 k~—n 

Si el numero 2n -f 1 de puntos intercalados va creciendo, 
y se pone 5 = 2n/ (2n + 1) = dt, a; fc = 7c8, en el limite para 

n->a. 3 , [99-30] se convierte formalmente en [99-21], y las 

[99-31] en [98-2] al tender las sumas a las respectivas inte¬ 
grates. Las [99-32] corresponden a las [99-2G] y [99-25]. 



[99-31] 


Notas: 1. Si se toma un polinomio trigonometrico de menos termi- 
nos (2m + 1 eoeficientes) que puntos intercalados 2 n + 1 haya, no sera 
posible en general hacerlo pasar por todos los puntos, pero hacicndo mi- 
nimo el error cuadratico (2n + l)" 1 £ [ft— s m (/c8)] 2 , por razonamiento 
analogo al de § 97-2, se obtienen para a,, (s = — m, . . 0 r , . . .,m), o 

para a, y b„, (s = 0, 1, ...,m), las mismas formulas [99-30] y [99-31]. 

2. En la aplicacion numerica, en lugar de 2n -f 1 puntos interme- 
dios a la distancia 8 = 2nl (2n + 1), conviene dividir (— n, at) 6 
(0, 2 jt) en 2 n subintervalos de longitud 8 = a In, de modo que n sea 
par (es decir, el numero de subintervalos sea multiplo de 4, tomandose 
en la mayoria de los casos practicos 12 6 24), pues asi se reduce mu- 
cho el numero de valores diferentes de cos skb y sen s/c8. Entonces, 
se toman solo en cuenta los valores a partir de lc — —n — 1 para que 
en [99-29] resulte 1 — e i 2 n 8 (r-j) = o con n 8 = a. Andlogamente se trata 
el caso [99-31], donde faltara por completo b n (observese ademas la ex- 
presion de a„), siendo en (0, 2a) las formulas: 

1 2n 1 2 n 

a, = - £ f* cos skb , b. = - £ f* sen skb , 

n k =i n h-i 

[99-33] (« = 1. n— 1) ; 

1 2 n i 2n 

hao = - 7 T— £ ft , a„ = -T— £ f* cos kn . 

L 2 n k=1 2n k =l 

Los manuales de calculo numerico dan esquemas diversos para faci- 
litar el analisis armonico. 


EJEMPLO. Demos el esquema de calculo para la subdivision do (0, 2a) 
en 12 subintervalos. Las formulas que dan los eoeficientes ha,,, a,, ..., 
a,,, b*, ..., 6 0 son las [99-33] para n= 12, y puede observarse que 

solo cuatro valores trigonometricos entran en ellas, a saber: sen 0 = 
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= cos£a=0, sen a/6= cos a/3 = h, sen a/3 = cos a/6 = h V3 = 0,866, 
sen Ik = cos 0=1. Es facil probar que su calculo puede efectuarse asi: 


l 9 ) Escribanse los valores i(kn/n) 
calculando sumas y diferencias: 

= f* 

segun 

el siguiente esquema, 

fx 

f. 

f. 

f* 

fx 

fo 

fl2 fll 

fxo 

fo 

fs 

f. 


Sumas So s t 

Si 

S3 

S.i 

s 5 

So 

Diferencias ch 

da 

d 3 

dt 

da 



2?) Escribanse los valores de las sumas y diferencias antes obteni- 
das segun el siguiente esquema, volviendo a calcular sumas y diferencias: 



So 

Si 

Sa St 

da 

da da 


So 

S 6 

St 

d s 

dt 

Sumas 

Oo 

Oi 

Oa Os 

of 

Oa Oa 

Diferencias 

8 0 

8i 

8a 

8x' 

8a' 


39) Los valores de o 0 , <h, c 2 , a-.,, b 0 , 8i, 8 a sirven para calcular los 
eoeficientes de los valores de los cosenos en [99-33], mientras que los O o', 
Oi, of, 8i', 8 a ' dan los de los senos, segun el siguiente esquema: 



7. Analizadores armonicos. — Son aparatos que determinan automa- 
ticamente los primeros eoeficientes del desarrollo en serie de cualquier 
funcion continua, con un numero finito de maximos y minimos en el in¬ 
tervale (0, 2a). Para poder realizar simultaneamente la multiplicacion de 
f(tf) por el coseno o seno de nx y la integration entre 0 y 2k, transfor- 
maremos por partes las integrates que expresan los eoeficientes, en esta 
forma: 
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n S V • COS nx . d# = J y . d(sen nx) = y . sen nx — S sen nx . d y, 
n J y . sen nx - dx = — f y . d (cos nx) = — y . cos nx + J cos ft# . dy, 
luego integrv.ndo entre 0 y 2k y diviendo por n resulta: 


=-r 

J x — i 


sen ft# . d y 


=r 


*x = 2i r 

cos ft# . dy, 


l_4-1-J--j. 


Fig. 341. 


debiendo extenderse ambas desde # = 0 hasta # = 2.-t. 

El calculo de estas integrales se efectua mediante. una esfera que 
gira alrededor de un diametro horizontal paralelo al eje #. 

En un bastidor 
horizontal hay dos 
ejes perpendiculares 
/ dyi i\ entre si, que llevan 

/ it I \ sendas ruedecillas r y 

/sencf.dy r i n icosaVly \ r', i ag cuales tocan a 

/if i j 1 jt \ la esfera en puntos del 

I ! i [ 1 | \ circulo maximo hori- 

— rr —1 ,- j - f 4 -i-j // zontal. Ia seccion por 

\\ V. \ i [ i J i J f f este piano horizontal 

\\ \\\l l 1 j 1 / V \ esta representada por 

\\ 1 I / w\\ la fte* 341 » y la s ? c_ 

\\ Cay \ . / \ cion vertical en la fig. 

\\ r \\ j \)) 342, Deba j° de la es “ 

\\ V, — I - —// fera y tangente a ella 

\\ /y' hay un disco lle an “ 

/s' cha ^ anta > ® ste gi_ 

'-^ V\ y'y' ra un arco Al/i tam- 

\/// bien la circunferencia 

N —^ meridiana de la esfe- 

ra gira en sentido con- 
FlK ‘ 341 ‘ trario, y los puntos 

de contacto de las rue¬ 
decillas rr’ describen sobre la esfera circunferencias menores paralelas 
a dicho meridiano; las longitudes de estos arcos de circunferencia son 
proporcionales a los radios respectivos, luego al girar Ay, la esfera, la 
ruedecilla r gira sen a. Ay, V la ruedecilla r' gira cos a. Ay- Bastara. 
pues, un mecanismo que obligue 
al bastidor a girar en su piano 

horizontal de modo que en todo % J 

momento sea: a = ft#; y como la / , | >. 

variable independiente es y, sien- / it I \ 

do por tanto AV = dy, el arco to- / 1 1 \ 

tal girado por r sera la integral /If I \ 

definida que figura en a», asi como ^ \ 

la ruedecilla r marcara como ar- -1- 

co total girado la integral que fi- jrri i ^ / 

gura en b„. \l 1 1 / 

Estos numeros leidos directa- \ \ \ / 

mente en las graduaciones que \. , , / 

acompanan a r y r', bastara divi- I 

dirlos por nn, para tener los coe- 
ficientes a n y b n . 

El aparato determinara tantos _5E_ 

pares de eoeficientes como esferas ~ * v - ~ ' — 

tenga (en la figura 343 se han re- 

presentado tres esferas solamen- __ 

te). El termino constante la* del rig. 342. 

desarrollo se determina por un 
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planimetro o integrafo, puesto que su significado es el area limitada por 
la onda con el eje #, dividida por 2k. 

Description del modelo Henrici-Coradi. — Consta de un gran basti¬ 
dor provisto de tres ruedas Ri, Rs, Rs, de modo que se mueve solamente 
en direccion perpendicular al eje #; sobre uno de los lados de este basti¬ 
dor se mueve en un intervalo 2 ji un carrito, el cual lleva unido un esti- 
lete P que permite recorrer la curva dada. Al pasar desde el punto P 
al P', el carrito se ha movido A* sobre el gran carro y este a su vez se 
ha movido AV en la direccion del eje y; los discos situados debajo de las 
esferas, las cuales van invariablemente unidas al eje e de las ruedas 
R,, R 2 , giran como estas A y* y esta rotacion es transmitida a las esferas, 
y de estas a las respectivas ruedecillas r, r’. 



Fig. 343. 


Al comenzar a recorrer la onda, desde la posicion extrema Po del ca¬ 
rrito, todos los bastidores estan dispuestos de modo que la ruedecilla r de 
cada uno toca en el diametro de giro de las esferas, es decir, de modo 
que el dngulo a de la figura 343 es nulo. Bastara, pues, que al avanzar # el 
valor de a en cada bastidor sea respectivamente #, 2#, 3#, 4#, ... y esto 
se consigue facilmente, porque el carrito lleva atado en sus extremos un 
hilo de plata que hace girar los bastidores mediante poleas situadas hori- 
zontalmente en la parte superior del aparato, formando cuerpo con dichos 
bastidores y cuyos radios son, respectivamente, 1, 2, 3, ..., de modo que 
la primera polea da justamente una vuelta, al avanzar 2n el hilo; y 
cuando este avanza #, la polea, y con ella el bastidor que soporta las rue¬ 
decillas rr', gira un angulo a = #; el bastidor de la segunda esfera gira 
un angulo 2#; el tercero gira 3#; etc. 

En resumen, los eoeficientes a*, 6i; a 2 , fc 3 ; ... se obtienen dividien- 
do las lecturas en las ruedecillas del primero, segundo, ... bastidor por 
1, 2, 3, ... 


• Si, como sucle auceder, estos discos de eje e tienen menor radio que las ruedas 
Hi, R.,, <4 arco girado no scrA Aw sino AAw siendo h la razdn de los radios y cn vez 
do’ multilinear por 1/ir las lecturas en r y r', la constante serd distinta; para cada 
npnralo la graduaclAn de las ruedas r, r' esta hecha toniondo cn cucnta esta constante. 
i!i< modo (inn Iiiisln unn simple loctura. 
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Ejercicios 

1. Si f(x) es absolutamente integrable en (—co, co) y es 
limi[f(x + w) + f(x— m)] =s para u —» 0 , 
demostrar que 

1 /* CO /’CO 

•- e-«5“dM f(t)cosw(x— t)dt = 

n J o J —co 

i fco r co 

= - f(f)di e-Su cos tc(x — t)du = 

3t J —CO J 0 


1 C 00 

= - 7 - f (*) 

ft J —00 


dt —> s para 8 —> 0. 


A J—OO 6~+(£C t)‘ 

(Sumabilidad de [99-7] por el factor de convergencia de CAUCHY). 

2. Si f(x) es absolutamente integrable en (—co, co) y es 
lim h[f (x -f u) + f (x — u )] — s para u -» 0 , 

demostrar que 


eS"u s dzt 


f (t)cosu(x — t)dt = 


1 C r/> 

=-— f(t)e-Kx-t)i/s -dt->s para 8->0. 

28Vn J-rn 

(Sumabilidad de [99-7] por el factor de convergencia de Weierstrass) . 

Nota: Bastaria suponer que existe un c > 0 para el que e~cx 2 f( x ) 
es integrable en (— 00 , co). 


f(p) = f 


e^'F(t)dt con p = 0 -)- iu , 0 > 0 


(integral de Laplace, Cap. XXIX, nota VIII), deducir la formula reciproca 
(Mellin) : 

1 rle+ico f F(x) si x > 0 , 

—— f (p)e px dp = < 

2m Jjc-ixn P l 0 si x<0 , 

por sustitucion formal en [99-25] y [99-26] . 


4. En la transformation de Mellin: 


= /‘ 

Jo 


^(y)y 8 - 1 dy , 


deducir la formula reciproca 


/»c+ico 

$(y) = -5-r cp(s)r 3 ds , 

J c —ico 


por sustitucion formal en [99-26] y en [99-25]. Aplicarla a 

C 00 

r(s) = e-v j/8- i dy 
Jo 
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(§ 86, ejercicio 10, 6 § 53, ejercicio 8, y Cap. XXIX, nota VII) para ob- 
tener 

1 r c+ico 

e~y - t- r (s)r 3 ds , (e>0). 

Am J c —ico 

5. Efectuar la interpolacion trigonometrica de 12 intervalos equidis- 
tantes con las siguientes ordenadas: 

A = 3,042 ; A = 2,134 ; A = 1,273 ; A = 0,788 ; 

f r . = 0,495 ; A = 0,370 ; A = 0,540 ; A = 0,191 ; 

/» = —0,357 ; Ao= —0,437 ; A» = 0,767 ; /„= 2,714 . 

6. Lo mismo para las ordenadas: 

A = 0,262 ; A = 0,524 ; f, = 0,786 ; 

A = 1,047 ; A = 1,309 ; A = 0 ; 

/, = —1,309 ; A = —1,047 ; A = —0,786 ; 

A<,= —0,524 ; f 11 — —0,262 ; /u= 0 . 


NOTAS AL CAPITULO XXV 

I. Desigualdades de Holder y de Minkowski. — La fecundidad del 
espacio H indujo a generalizarlo, considerando potencies de exponente 
p > 1, en vez de cuadrados. La norma de f (t) se define asi: 

[XXV-1] ||f \\s = S |f(0| p dt , (p>l) , 

donde designamos por ||f|| p al segundo miembro elevado al exponente 
1/p y suponemos existente la integral en el campo A que se considere. 
Por ejemplo, en la teoria (L), se dice en tal caso que fe(L p ) 0 que f(t) 
es de clase (V). v , . . . 

Para funciones x(t)e(L p ), y(t)e(L''), con (1/p) + (1 I q) — 1, la P - e- 
neralizacion de la desigualdad de Cauchy-Schwarz (§ 96-2), llamada de 
Holder por haberla dado este para las sumas, es la siguiente: 

[XXV-2] | xy | < || x ||p. || y |U > (“- + = 1 ) * (Holder), 

donde el primer miembro es el valor absoluto ordinario del producto es- 
calar funcional (§ 96-3). En efecto, los conjuntos donde 

| y | < I X I’- 1 , I X I < | y |V (p - l > = I y l ,_1 
son complementarios en A, y asi, en uno y otro caso, se cumple 
I x(t)y (t) | < |x| p , | x (t)y(t) | < | y |" , 

figurando en los dos primeros miembros el producto ordinario; por tanto, 
es x(t)y(t) e (L), (§ 95-2, teor. 4). La recta tangente a la grafica de 
la funcion potencial y = x m en x=l es y — l-\-m(x — 1), y como para 
0 <to< 1 la curva queda por debajo de la tangente (§ 33-9), para 
x > 0 es x m — 1 < m(x — 1) y solo igual si x = 1. Poniendo 0 < to— 
= l/p<l, 1 — to — 1/q, x = a/b, la desigualdad anterior se convierte 
en: 

[XXV-3] a}/ v b l / q < (a/p) + (b/q) , 

valid a para a, b reales positivos cualesquiera, p > 1, 1/q—l —(1/p), 
valiendo la igualdad solo para a = b. Si tomamos 

a = | x | p : / | x | p dt , b = | y \" : J | y \" dt , 
Bustituimos en [XXV-3] e integramos en el campo A, resultara 
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S I x(t)y(i) | df.]/ I X | p d^-V p . -j S | y I’df}-- 1 / 9 < _L + J_ _ i 

p q 

de donde, por [95-11], se deduce [XXV-2]. 

La generalization de la propiedad triangular [96-5] se llama des- 
igualdad de Minkowski: 

[XXV-4] II X -h y ||p < II x ||p + ||y|| p 

(exponente p > 1), con el significado para || f || p dado en [XXV-1]. 

La desigualdad anterior se deduce mediante el artificio de descom- 
poner 

l*(0 + y<t)l p = |x(t) + y(t)| p - 1 |x(OI + |x(t) + y(Ol p_1 l y(OI , 

y la integral del primer miembro se desdobla en dos. Aplicando la des¬ 
igualdad de Holder a cada producto (factor primero con exponente q y 
segundo con p) aparece en el segundo miembro el factor comun 

U|x(0 + y(0| p dtp/* ; 

y dividiendo por el ambos miembros, aparece en el primero el exponente 

I — (1 /q)= 1/p en la integral, es decir, resulta [XXV-4]. 

Notese la simetria entre los exponentes con jug ados p y q que en el 
caso mas sencillo, valen l (espacio H). 

II. Relation entre los espacios funcionales y el espacio H. — Ya se 
ha dicho que la teoria desarrollada en este Cap. XXV sigue la pauta 
de la Geometria analitica; y la correlation es clarisima en el problema 
del desarrollo en serie de funciones ortogonales [97-8], cuyo significado 
geometrieo es paralelo al de la Geometria de E„: descomponer un vector 
en suma de componentes segun los ejes; esas componentes son precisa- 
mente las proyecciones, cuyas medidas respecto de los n vectores, elegidos 
como unitarios, son las coordenadas del vector. 

En los espacios funcionales de Hilbert es preciso elegir infinitos 
vectores unitarios, o sea, una sucesion ortonormal; y cada vector, es de¬ 
cir, cada funcion de (R a ) o (L-), segun la teoria de integracion que se 
aplique, tiene infinitas. coordenadas c 0 , <h, c 2 , ... . Pero aqui se plantean 
dos problemas: la suficiencia del sistema de referenda para representar 
cualquier vector del espacio (R") o (L 2 ) y la suficiencia de uno u otro 
de dichos espacios de vectores, para lograr el isomorfismo con el espacio 

II de todas las coordenadas reales. Analicemoslos separadamente: 

Suficiencia del sistema (cp r ). — Basta este sencillo'ejemplo: adop- 
tado el sistema sendee, que es ortogonal en el intervalo (0,2n) (se nor- 
naliza dividiendo por Va:) los c. F. de la funcion cos x, como los de cual- 
quier funcion par, tal como x 2 , son todos nulos; luego la s. F. con ellos 
formada es identicamente nula. Tales funciones y muchas otras no pa¬ 
res, no admiten, pues, desarrollo respecto de este sistema ortonormal, es 
decir, no son sumas de sus componentes, aun con el significado dado en 
[97-8], ni vale el teorema de PitAgoras, que ahora es la igualdad de 
Parseval. 

Pero estas novedades no son tales, pues es patente la insuficiencia 
del sistema de senos para expresar funciones pares, de igual modo que 
no bastan dos vectores para expresar cualquiera de E 3 . Con ellos podre- 
mos componer todo un piano, pero no los vectores exterioi’es a el; de 
igual modo, con el sistema sen nx podemos componer todas las funciones 
impares, que forman un subespacio de todas las (R 2 ) o (L 2 ). Este pro¬ 
blema ha sido suficientemente analizado, dada la elementalidad de nues- 
tros recursos, y ya hemos visto como basta la densidad del sistema (cp„) 
que se demuestra en los casos mas importantes, como, por ejemplo, en el 
caso do los polinomios de Legendre, mediante el teorema de aproximacidn 
do Weierstrasb (§ 97-6, 6; § 98-5, teor. 8). 


Suficiencia del espacio vectorial. — Si se cornete el lapsus de adop- 
tar un sistema insuficiente (cp„) la sucesion de coordenadas (0,0,...) 
corresponde a infinitas funciones, como se ha visto en un sencillo ejem¬ 
plo, y sucedera siempre que exista un vector ortogonal a todos los cp„ 
(sistema no complete). Por tanto, la correspondence entre el espacio 
(R 2 ) y el H no es biunivoca; pero salvando el lapsus, completando el 
sistema con nuevas funciones ortogonales para hacerlo denso, cada suce¬ 
sion (a,.) de H no puede corresponder a mas de una funcion f, ipero 
correspondera a algunal El espacio (R 2 ) es coordinable con una parte 
del II, pero ^lo sera con todo el H? La contestation es negativa para el 
espacio (R 2 ) y ello justifica se considere la integral (L), (nota III). 

Con ella se desarrolla toda la teoria como para la integral (R); 
pero mientras esta se detiene ante la imposibilidad de demostrar la co¬ 
rrespondence reciproca (toda sucesion de cuadrado sumable es sucesion 
de c. F. de una cierta funcion de cuadrado integrable), en cambio ello se 
logra gracias a ese enriquecimiento del campo de las funciones y se cons- 
truye la funcion, la unica funcion, que tiene los numeros a„ como c. F. 
Con esto nos basta para contestar a la pregunta planteada; pues apenas 
construyamos una sola funcion que sea integrable (L) lo mismo que su 
cuadrado, y no lo sea (R), tarea que sera muy facil en nota III, bastara 
adoptar la sucesion de sus c. F. (aunque no se calculen efectivamente) y 
por cl teorema de unicidad puede asegurarse la inexistencia de ninguna 
funcion (R) que corresponda a aquellos c. F. Pero el valor del descubri- 
miento de Federico Riesz (1907) reside en su parte positiva: en el cam¬ 
po de las funciones L 3 hay correspondencia biunivoca entre el espacio 
(L 2 ) y el H. En cuanto al isomorfismo, salta a la vista en el cuadro 
axiomatico de § 96-1 completado con la igualdad de Parseval [97-6], que 
expresa la igualdad de distancia al origen en ambos espacios y, por tan- 
to, la conservation de distancia entre dos puntos, es decir, la isometria 
de los dos espacios. 

III. Convergencia funcional y teorema de Riesz-Fischer. — a) El 
teorema citado de F. Riesz (nota II) es consecuencia de la forma adop- 
tada por E. Fischer (1907): 

Teor. 1. Si una sucesion de funciones ] f,,]>. de clase (L p ) (nota I) 
cumple en el campo de integracion A la condidon 

[XXV-5] lim (L) J A | fn —fm | p dt = 0 para n,m-> °° , 

entonces existe una funcion f de clase (If), (p > 1), univocamente de - 
terminada a menos de un con junto de medida nula, a la que la sucesion 
-jf„[ converge en media de orden p : 

[XXV-6] lim (L) .f A | f — f„ | p dt = 0 para n-> co. 

La condicion [XXV-5] es analoga al criterio general de convergen¬ 
cia de Bolzano-Cauchy (§ 20-6); todo espacio abstracto en que este cri¬ 
terio subsiste, se llama completo (Fri5chet), y el teorema de Fischer 
asegura que el espacio de funciones (L p ) es completo (cfr. § 96-4, axio- 
ma [Ci]). En cambio no lo es el espacio de funciones continuas, ni casi 
continuas o seccionalmente continuas, debiendo en la teoria (R) conside¬ 
rate sucesiones mas restringidas de funciones “convergentes”, tales como 
las equicontinuas (§ 86-1, def. 2) y conjuntamente acotadas respecto de 
n como hace el libro de Courant-Hilbert (nota IV, 1), para que se con¬ 
serve el principio general de convergencia. 

La demostracion del teorema de Fischer es la siguiente: A cada 
numero natural r corresponde un minimo numero natural n r tal que 

J\|f„ — f m | p d£ < 4- r , (m>n r ‘, n>n r ). 

En particular 

/* | in (il — f„ r l p dt < 4-' , (r = 1,2, 3, ...). 
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Si el conjunto A r contenido en el A es aquel donde 

I f « r+1 - f « r I > 2:-/> , 

su medida sera | A,-| < 2~ r (§ 95-2, teor. 5). For tanto, tomando como 
majmrante 2r 2~ r / p (§ 22-2, b) , la serie 

2r|f Wr+l (t)— f* r (t)\ 

es convergente si para algiin valor de N la variable t no pertenece al 
conjunto union An - An+i - A N +a - . .. . Como la medida (< 2.2"*) de este 
conjunto tiendo a cero con 1/N, la serie anterior es convergente en casi 
todo A. Entonces tambien converge 


que en c. t. A define la suma f(t) tal que 
[XXV-7] lim f Wf (t) = f(t) paja r->co. 

Por el teorema de Fatou (§ 95-4, teor. 3) es 

lim inf, S a I f«, — f* r > J*A|f«, — f| p dt , 

de donde, por la hipotesis [XXV-5], existe una sucesion parcial f w< que 
converge en media de orden p a f(t). 

Si se aplica la desigualdad de Minkowski (nota I) 

U*|f — f»l p d^V«> < (J A |f —f M> |»d t\V> + UaU», — f-l'd^V" , 

resulta por lo probado para f^ J- y por la hipotesis [XXV-5] que el 
segundo miembro anterior tiende a cero para n —> co, n, — >co; por tan¬ 
to, toda la sucesion -{f„J- converge en media de orden p a f. 

Finalmente, si la sucesion -jf,,}- converge en media de orden pat 
y tambien a g, sera entonces (nota I) 

u*|f — grl’d^V* < -{/*. I £ — f„| p dtyv* + -J J A I g —fn | p dtp/* 

que tiende a cero, por lo que el primer miembro (independiente de n) es 
nulo, y por § 95-2, teor. 9, es f(f)=g(t) en c. t. A. 

b) De la forma de Fisci-ier se deduce muy facilmente el teorema de 
F. Riesz: 


Teor. 2. Si los numeros reales a„ son de cuadrado Burnable (§ 9G-2), 
entonces existe una funcion f (t) de clase (L 2 ) (nota I), tal que respecto 
de un sistema arbitrario ortonormal -jcp„(t) de referenda (§ 97-1) de 
clase (L 2 ), las a n son los coeficientes de Fourier de su desarrollo : 

f (t) ■ —' a u tp 0 (t) -f- aicpi(t) -4- u^cp^t) -}-••• > 

cuyas sumas parciales convergen cuaclrdticamente (§ 97-3) hacia t(l), 
cumpliendose ademds la igualdad de Parseval [97-6]. 

En efecto, la suma parcial 

[XXV-8] fn(t) — O'ocpo(t) -(- Oicpi(t) a n q>n(t) 

cum pie 




r n+q ' 2 

-< 2 O-rCpr \ a t 

l r—n+1 J 


n+q 

= 2 a, 3 , 

r — n- j-1 


cuyo ultimo miembro tiende a cero para n —> co y cualquier q, y_ al cum- 
plirse [XXV-5] para p = 2, existe por el teorsma 1 una funcion f(f) 
de la clase (L 2 ) a la que converge cuadraticamente la suma parcial 
[XXV-8] . 
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Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz (§ 96, ejercicio 1 6 
nota I) 

| jA.(f» — f)cpr d£ I 2 < /A(f» — f) 2 dt . jAcp r a dt , 
resulta tambien 

fAl«(t)q>r(t)dt -> fjLf(t)q>r(t)dt para n -> co , 
y como el primer miembro vale a,- para n > r, sera tambien 
[XXV-9] a r = Sxf(t)q> r (t)dt. 

Asi los numeros a r son los c. F. de f respecto del sistema jcp„l y podra 
aplicarse [97-4], de donde se obtiene la igualdad de Parseval [97-6]. 

c) En la teoria (Lr), diremos que el sistema ]cp„(f.)[- de clase (L 2 ) 
es denso o cerrado en A, si toda la funcion f(t) de clase (L 2 ) se puede 
aproximar con error cuadratico < s mediante expresiones lineales de las 
<p„ con coeficientes constantes (cfr. § 97-3, def. l)._Si el sistema 
es ortonormal, la definicion anterior equivale a decir que para toda i(t) 
de clase (L 2 ) se cumple la igualdad de Parseval [97-6]. 

Ahora diremos que el sistema ortonormal jtp„(t)J- de clase (L 2 ) es 
completo en A, si toda funcion cp (t) de clase (L 2 ) ortogonal a cada una 
de las cp „(t) es equivalente (§ 95-2, nota 2) a cero en A. 

Pues bien, el teorema de Riesz-Fischer permite demostrar: 

Teor. 3. Toclo sistema ortonormal -J cp« (i) J- de clase (L 2 ) cuando es 
denso o cerrado es completo y reciprocamente. 

Para el teorema directo, la demostracion es la misma que en § 97-7. 
Para el reciproco (demostrando el contrario), si existe una funcion f(f) 
de clase (L 2 ) tal que no cumpla [97-6], es decir j - f® dt > S a r P^ra 
a r dado por [XXV-9], las funciones f«= f — 2« n Or<Pr verifican 
[XXV-5] y por el teorema 1, convergen cuadraticamente^ a una fun¬ 
cion g(i) no equivalente a cero, pues en otro caso seria j f„ J dt—> 

_> J dt % a r 2 = 0 en contra de la hipotesis. Entonces el sistema 

]cp„t no es completo, pues g(f) resulta ortogonal a todas las cp^, ya que 
razonando como para [XXV-9], es f f„cp r dt-> ,f gep,- dt para n-* co, 
de donde al ser nula la primera integral para n > r, tambien lo es la 
segunda, como queriamos demostrar. 

El espacio funcional (L 2 ) queda asi representado biunivocamente 
por el espacio real de Hilbert (§ 96-2 y nota II) y representa otra m- 
terpretacion concreta del espacio abstracto de Hilbert (§ 96-4). 

IV. Bibliografia. — 1. Los cursos y tratados generales de Analisis 
matematico auelen dedicar varios capitulos a las series de Fourier. Re- 
cordemos en particular los textos citados en Cap. XVIII, nota IV, 1, y 
entre ellos el de Vall&e Poussin que utiliza solo la integral de Riemann 
y el enciclopedico de Hobson conteniendo la teoria de Lebesgue. Como 
aplicacion de esta, dedica tambien a las series de Fourier un excelen^e 
capitulo la obra de TitCHMARSH (citada en Cap. XI, nota IV, 3), bm- 
teticas y didacticas introducciones, con solo la integral de Riemann, con- 
tienen las obras de Knopp (citada en Cap. V, nota IV, 1) y de COURANT 
(citada en Cap. VI, nota VI, 2). 

Con solo indicaciones de la teoria de Lebesgue, pero haciendo resal- 
tar sobre todo la interpretacion funcional hilbertiana de los^ desarrollos en 
series de funciones ortogonales, dedica un magnifico capitulo II la fa- 
mosa obra de Courant-Hilbert (citada en Cap. XVI, nota IV, 4). Ins- 
pirados en las mismas ideas, nosotros hemos seguido la exposicion de la 
obra de J. Rey Pastor (citada en Cap. XVIII, nota IV, 1), que tambien 
reproduce en forma mas cuidadosa 

j. Rey pastor: Los problemas lineales de la Fisica (Inst. Nac. Teen. 
Aoron. EHT. Tkuhadas, Madrid, 1955). 
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2. Introduccion didactica con tratamiento moderno y haciendo hin- 
capie en los polinomios ortogonales clasicos, es 

F. Tricomi: Serie Ortogonali di Funzioni (S. I. E., Inst. Ed. Ghe- 
roni, Turin, 1948); trad. alem. refundida: Vorlesungen iiber Orthogonal 
Reihen (Springer, Berlin, 1955). 

De alcance mas elevado y exposicion clara y. rigurosa, original. en 
muchos puntos, esta el segundo volumen (Sviluppi in Serie di Funzioni 
Ortogonali) de la obra de Vitali y Sansone (citada en Cap. IX, nota 
VIII, 3). ... 

Dedicada mas que a los desarrollos mismos, al estudio de las diver- 
sas funciones especiales que entran en ellos, esta el libro claro y rigu- 


1 uou . 

J. Lense: Reihenentwicklungen in der mathematischen Physik (W. 
de Gruyter, Berlin; 2^ ed., 1947). 

Sobre varios tipos de aproximacion trata la obra traducida del ruso, 
que estudia diversos sistemas de funciones ortogonales: 

I. P. Natanson: Konstruhtive Funlctionentheorie (Akademie-Verlag, 
Berlin, 1955). 

Valiosa obra sobre aproximacion de funciones en el campo real, co- 
menzando con un c.apitulo sobre problcmas de aproximacion en espacios 
lineales normados, es la traducida del ruso: 

N. I. Achieser: Vorlesungen iiber Approximationstheorie (Akademie- 


Verlag, Berlin, 1953). 

Sin embargo, la obra mas completa y fundamental de caracter supe¬ 
rior y desarrollada en espacios abstractos es 

S. Kaczmarz y H. Steinhaus: Theorie der Orthogonalrcihcn 
(ZSFKN, Varsovia, 1935; 2* ed., Chelsea, Nueva York, 1951). 

Obra m&s especial es la de G. Szego (citada en Cap. XVI, nota IV, 
4) y de caracter bibliografico 

J. A. Shohat, E. Hille y J. L. Walsh: Bibliography on orthogonal 
Polynomials (Washington, 1940). 


3. Sobre series trigonometricas, estan las introducciones 

S. Rios: Introduccidn a la teoria de las series trigonometricas (C. 
Bermejo, Madrid, 1949); 

W. Rogosinski: Fouriersc/jc Reihen (W. de Gruyter, Berlin, 1930; 
trad, inglesa: Fourier Series, Chelsea, Nueva York, 1950). 

Enfoque muy adecuado siguiendo lineamientos clasicos, con numero- 
sos ejemplos y ejercicios, da la obra de Carslaw (citada en Cap. XXII, 
nota I), con dos apendices sobre analisis armonico y periodogramas, y 
sobre integral de Lebesgue. \ 

Tratamiento mas moderno, con inclusion de la teoria de Lebesgue 
incluye 

G. H. Hardy y W. W. Rogosinski: Fourier Series (Cambridge 
Tracts n 9 38, 1944). 

Esta obrita puede servir de introduccion a la completa, profunda y 

GXCGiGTitG 

A. Zygmund: Trigonometrical Series (ZSFKN, Varsovia, 1935). 

Mas antigua, pero tambien profunda y completa, con tratamiento de 
las series dobles, es 

L. Tonelli: Serie trigonometriche (Zanichelli, Bolonia, 1928). 

Obra siempre sugestiva, por la autoridad de su autor y por su tras- 
cendencia posterior, es . , 

H. Lebesgue: Leqons sur les series trigonometriques (Gauthier-Vi- 
llars, Paris, 1906). 


4. Dando rnucha importancia a las aplicaciones fisicas, dedicada a 
estudiantes avanzados, esta: 

D. Jackson: Fourier Series and Orthogonal Polynomials (Canis 
Monog., n? 6, Math. Ass. Am.; Oberlin, Ohio; 1941). 

Para estudiantes mcnos maduros, a quienes interese cl uso y aplica- 
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cion a la Fisica de las series de Fourier y de la transformation de 
Laplace, omitiendo demostraciones y aspectos teoricos, esta: 

Ph. Franklin: Fourier Methods (McGraw-Hill, Nueva York, 1949). 
Un tratado moderno, conteniendo tambien integrates de Fourier, es 
R. V. Churchill: Fourier Series and Boundary Value Problems 
(McGraw-Hill, Nueva York, 1941). 

5. Excelentes obras especiales sobre integrales de Fourier en dis- 
tintos aspectos, son las tres siguientes: Conteniendo una rigurosa funda- 
mentacion de las integrales trigonometricas, sus formulas de representa¬ 
tion y su generalizacion, el teorema (§ 99-2) de la integral de Fourier 
y sus aplicaciones en una y varias variables, asi como la integral de 
Stieltjes-Fourier, esta la obra de S. Boci-iner (citada en Cap. XXI, 
nota II, 1) ; Centrada en los teoremas tauberianos y su generalizacion 

original esta .. ,. .. 

N. Wiener: The Fourier integral and certain of its Applications 
(Cambridge Univ. Press, 1933); 

Dejando aparte temas tratados en las dos obras anteriores efectua 
un desarrollo mas sistematico insistiendo en las transformaciones de fun¬ 
ciones con numerosos ejemplos y aplicaciones 

E. C. Titchmarsii: Introduction to the Theory of the COURIER Inte¬ 
grals (Clarendon Press, Oxford, 1937). 

Obra monografica sobre un curso dado por su autor es 
T. Carleman : L’Integrate de Fourier et Questions que s'y rattachent 
(Pubis. Sci. de l’lnst. Mittag-Leffler, 1, Uppsala, 1944). 

A pesar de sus deficiencies teoricas, es estimulante para la investi¬ 
gation original en las aplicaciones fisicas el libro 

P. M. Duffieux: L’Integrale de Fourier et ses applications a lOp- 
tique (Faculte des Sciences, Besangon, 1948). 

Lo mismo puede decirse de _ . 

J. Kampi5 de Feriet: Mathematical methods used in the statistical 
theory of turbulence: Harmonic Analysis (Inst. Fluid Dynam.; Univ. 
Maryland, College Park, 1951). 

Obra breve y correcta para utilizarla en las aplicaciones, con ejem¬ 
plos para servir de guia en la selection de transformadas apropiadas, es 
C. J. Tranter: Integral Transforms in Mathematical Physics (Me¬ 
thuen, Londres, 1951). ..... 

Cubre un material inmenso la obra citada en la segunda edicion de 
nuestro volumen I (Cap. XV, nota III, 3), basada en parte en notas de- 
jadas por II. Bateman y compiladas por el “Staff of the Bateman ma¬ 
nuscript project ” „ ^ TT . . 

A. Erdelyi, W. Magnus, F. Oberhettinger y F. G. Tricomi: Higher 
trascenclental functions (vol. I y II, 1953; vol. Ill, 1955) ; Tables of in¬ 
tegral transforms (2 vols.; 1954); (McGraw-Hill, Nueva York). 

De caracter teorico, tratando las transformadas de Fourier en los 
espacios (L) y (L 2 ) para funciones de una y de varias variables, esta 

5. Bochner y K. Chandrasekharan: Fourier Transforms (Annals 
of Math. Studies, 19; Princeton Univ. Press, 1949). 

6. Las transformadas de Fourier y aparentadas han tornado un in¬ 

menso desarrollo en la matematica aplicada, y mediante la transforma¬ 
cion de Laplace el calculo operacional debidamente fundamentado (cfr. 
Apendice III) ha llegado a ser un instrumento matematico de gran uti- 
lidad. , , 

Por su amplio alcance que rebasa el de otros textos sobre metodos 
operacionales, su lucida y esmerada exposicion de caracter superior, con 
problcmas de Fisica e Ingenieria resueltos numericamente e ilustrados 
con diagramas, tratando de las transformadas de Fourier, Mellin, La¬ 
place y IIankel, citamos primeramente 

j. N. Sneddon: Fourier Transforms (McGraw-Hill, Nueva York, 
1051). 
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La obra que ha marcado una epoca de fecundas realizaciones, funda¬ 
mental tanto en el aspecto teorico como en el de las aplicaciones, es 

G. Doetscii : Theorie und Anwendung der Laplace Transformation 
(Springer, Berlin, 1937; Dover, Nueva York, 1843), 
y sus complementarias, dirigidas especialmenta a las aplicaciones 

G. Doetsch: Tabellen zur LAPLACE-Transformation und Anleitung 
zum Gebrauch (Springer, Berlin, 1947) ; 

D. Voelker y G. Doetsch: Die zweidimensionals Laplace- 7Va??s/or- 
mation. Eine Einfiihrung in Hire Anwendung zur Losung von. Randwert- 
problemen nebst Tabellen von Korrespondenzen (Birkhauser, Basilea, 
1950). 

Una exposicion muy clara y detallada, con numerosos ejemplos, de 
la teoria de la transformacion de Laplace tanto unilateral como bilate¬ 
ral, es: 

G. Doetsch: Handbuch der Laplace -Transformation. Band I. Theo¬ 
rie der Laplace- Transformation. Band. II. Anwendungen der Laplace- 
Transformation. 1. Abteilung. Band III. Anwendungen der Laplace- Trans¬ 
formation. 2. Abteilung. (Birkhauser, Basilea, 1950, 1955, 1956). 

Conteniendo, con resultados originates del autor y de BOAS, card to- 
dos los aspectos teoricos de la transformacion de Laplace y algunas de 
sus aplicaciones funcionales, esta la obra claramente escrita de Widder 
( citada en Cap. XXI, nota II, 1). 

En el aspecto teorico contiene una discusion de la clase de todas las 
transformadas de Laplace-Stieltjes tomada como un espacio metrico 
complete, el folleto: 

S. Rios: La prolongation analitica de la integral de Diriciilet- 
Stieltjes (Cons. Sup. Inv. Cient., Madrid, 1944). 

Refiriendo las demostracioncs a las obi’as de Doetsch y Wilder ci- 
tadas anteriormente, pero introduciendo los conceptos cuidadosamente ex- 
plicados con ejemplos ilustrativos del significado de las condiciones im- 
puestas en los teoi’emas, su influencia relativa y ensenando la utilizaeion 
practica de los teoremas enunciados, esta el tratado sobre aplicacion del 
calculo operacional dirigido a matematicos, fisicos e ingenieros 

B. van der Pol y H. Bremmer: Operational Calculus, based on the 
Two-Sided Laplace integral (Cambridge Univ. Press, 1950). 

Son excelentes y utilisimos formularios los folletos 

N. W. McLachlan y P. Humbert: Formulaire pour le calcul sym¬ 
bolique (2^ ed., Memor. Sci. Math. 100, Gauthier-Villars, Paris, 1950; 
contiene unas 700 formulas), 

N. W. McLachlan, P. Humbert y L. Poli: Supplement, au formu- 
laire pour le calcul symbolique (Memor. Sci. Math. 113, Gauthier-Villars, 
Paris, 1950; contiene unas 400 formulas). 

Dirigidos a ingenieros y tecnicos estan: 

R. V. Churchill: Modern operational mathematics in engineering 
(McGraw-Hill, Nueva York, 1944), 

J. C. Jaeger: An introduction to the Laplace transformation with 
engineering applications (Methuen, Londres, 1949), 

N. W. McLachlan: Modern Operational Calculus with Applications 
in Technical Mathematics (Macmillan, Londres, 2A ed., 1953). 

N. W. McLachlan : Complex variable theory and transform calculus 
with technical applications (23- ed.; Cambridge Univ. Press, 1953), 
siendo mas teorico 

H. S. Carslaw y J. C. Jaeger: Operational Methods in Applied Ma¬ 
thematics (Oxford Univ. Press, 1941). 

Omitiendo la teoria matematica, pero con adecuadas referencias, es 
claro, conciso y manejable el epitome: 

P. Funk, H. Sagan y F. Selig: Die Laplace -Transformation und 
Hire Anwendung (F. Deuticke, Viena, 1953). 

En italiano es rccomendable la obra 

A. GHIZZETTi: Calcolo simbolico. La I'ransf ormazionc di Laplace e 




il ealcolo simbolico degli Elettrotecnici (Consiglio delle Ricerche; Zani- 
chelli, Bolonia, 1943). 

liejando aparte el rigor matematico, son utiles como introduccion 
para uso de fisicos y tecnicos los folletos franceses 

P. Humbert y S. Colombo: Le calcul symbolique et ses applications 
d la physique mathematique (Memor. Sci. Math. 105, Gauthier-Villars, 
Paris, 1947) ; 

M. Parodi: Applications physiques de la Transformation de Laplace 
(C. N. R. S., Gauthier-Villars, Paris, 1948; 

M. Parodi: Equations integrates et Transformation de Laplace 
(P ubl. Sci. et Techn. Min. de l’Air, Paris, 1950). 

Sobre calculo operacional en dos variables con integrates dobles de 
Laplace trata: 

L. Poli y P. Delerue: Le calcul symbolique a, deux variables et ses 
applications (Mem. Sc. Math, n9 127, Gauthier-Villars, Paris, 1954). 

7. Un excelente capitulo sobre analisis armonico, con esquemas des- 
plegables para los calculos, trae la obra de Whittaker y Robinson (ci¬ 
tada en Cap. X, nota V, 4). Tratan tambien el tema Willers (citado 
en Cap. XII, nota III, 1) y las obi’as de Runge y Konig y de Scarbou- 
ROUGH (citadas en Cap. V, nota IV, 3). 

Modernos analizadores armonicos mas practicos que el clasico de IIen- 
rici-Coradi visto en el texto (§ 99-7) incluye la moderna obra de Willers 
( 1951, citada en Cap. XVI-IV 3). 

Tablas y esquemas para la practica del analisis y de la sintesis ar¬ 
monicos dan: 

L. Zippeker: Tafeln zur harmonischen Analyse periodischer Funlctionen 
(Springer, Berlin, 1922); 

L. W. Pollak y C. Heilfron : Harmonic analysis and synthesis sche¬ 
dules for three to one hundred equidistant values of empiric functions 
(Stationery Office, Dublin, 1947). 

Esta obra se continua en: 

L. W. Pollak y U. N. Egan: All term guide for harmonic analysis 
and synthesis using, 3 to 24; 26, 28, 30, 34, 36, 38, 42, 44, 46, 52, 
60, 68, 76, 84 and 92 equidistant values (Stationery Office^ Dublin, 1949). 

Con resultados nuevos y tratando la interpolacion trigonometrica en 
forma analoga a la de las series de Fourier esta el folleto 

A. Zygmund: Trigonometric Interpolation (Univ. Chicago, 1950). 

A si como la integral (D) (Cap. XXIV, nota II) resuelve el problema 
de que toda funcion derivable cn todo punto sea la integral de su deri- 
vada, se plantea el problema, mucho mas dificil, de obtener una defini- 
cion conveniente de integral ( trigonometrica T) para que cualquier serie 
trigonometrica convergente -sea siempre la serie de Fourier de su suma 
(§ 98-1, nota). Esta cuestion queda resuelta en el profundo libro que 
cuntiene tambien otros temas de la teoi’ia de funciones de variable real 

A. Den joy: Leq.ons sur le Calcul dcs Coefficients d’une Serie Trigo- 
iiovii'trique. I. La Differentiation Seconde Mixte et son Application aux 
:’< rirs Trigonometriqu.es (1941); II. Metrique et Topologie d’Ensembles 
rarfaits et de Fonctions (1941); III. Determination d’une Fonction Con- 
t in nr par ses Nombres Derives Seconds Generalises Extremes Finis 
( 1941 ); IV. Les Totalisations. Solution du Problems de Fourier. Appen¬ 
ding. rt Tables Generales (1949); (Gauthier-Villars, Paris). 

Llevado del afan constructive en sus definiciones, el autor completa 
la obra anterior en la magistral y extensa 

A. Den joy: L’ enumeration transfinie; I. La notion de rang (1946); 
II. L’anthmetisation du transfini: 19) Les permutations; 29) Les suites 
eanmiiques (1952) ; III. Etudes complementaires sur Vordination (1954) ; 
IV. Notes sur les sujets controverses (1954); (Gauthier-Villars, Paris). 

8. Pequeno libro, claramente escrito con empleo de medios analiticos 
V Kcometricos, es el primer volumen de una proyectada serie sobre el 
oMpuein de HlLBERT: 
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N. Aronszajn: Introduction to the Theory of Hilbert Spaces. Vol. I 
(Math. Monographs, Oklahoma College, Stillwater, 1950). 

Sobre espacio de Hilbert son clasicas las importantes obras si- 
guientes: 

G. Vitali: Geometria nello spazio Hilberiiano (Bolonia, 1929), 
la muy profunda y rica en variauas aplicaciones de: 

M. H. Stone: Linear transformations in Hilbert space and their 
applications to analysis (American Math. Soc., Nueva York, 1932; reimpr. 
1948), y la notable exposicion geomecrica que da el capitulo II de: 

J. VON Neumann: Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik 
(Springer, Berlin, 1932), traduccion espanola: Fundament os matemdticos 
de la mecdnica cudntica (Publ. del Institute de Matematicas “Jorge Juan’, 
Madrid, 1949). 

Muy adecuados son la concisa exposicion. ue 

I' 1 . J. Murray: Linear transformations in Hilbert space (Princeton 
Univ. Press, 1941), ,, . T 

y el estudio de la geometria del espacio de Hilbert que da el capitulo 1 
de la excelente obra de orien!acion moderna: 

P. R. Halmos: Introduction to Hilbert space and the theory of spec¬ 
tral multiplicity (Chelsea, Nueva York, 1951). 

De enfoque clasico y con material reciente hasta la epoca de su pu- 
blicacion original (1950), esta la excelente obra traducida del ruso: 

V. Z. Achieser e I. M. Glasman : Theorie des linearen Operatoren im 
Hilbert-Raum. (Akademie-Verlag, Berlin, 1954). 

Para estudio previo sirven las obras de Lichnfrowtcz, IIalmos y 
Hamburger-Grinshaw (citadas en Cap. XVII, nota V, 3). 

Ademas de la fundamental obra d RlESZ y Sz-Nagy (citada en Cap. 
XXIV, nota IV, 4), contiene rico y r .evo material de analisis funcional, 
con numerosos ejemplos, el texto de caracter superior, claro y asequible- 
mente escrito, tratando principalmeute sobre ecuaciom’s integrates 

A. C. Zaanen : Linear analyses. Measure and integral, Banach and 
Hilbert space, linear integral equations (Interscience Publ., Nueva York, 
1953) 

Generalizacion muy amplia se obtiene en la notable obra muy espe- 


E. Hille: Functional Analysis and Semi-Groups (Amer. Math. Soc. 
Colloquium Publ. 31, Nueva York, 1948). . 

Pretcndiendo mejorar la tecnica empleada con el espacio hilbertiano, 
introduce la idea simplificadora de “distribucion” (cfr. Apend., Ill) cuya 
transformacion de Fourier tiene tambien propiedades sencillas implican- 
do los resultados clasicos, la obra sistematizadora de muchos conceptos y 
resultados dispersos, de gran resonancia actual 

L. Schwartz: Theorie des distributions (Tome I, 1950; Tome II, 19ol; 
Act. Sci. Ind. 1091 y 1122; Hermann, Paris). . . . 

Siguiendo las huellas de Volterra, senala una sintesis de prmcipios, 
metodos y problemas en el campo del analisis funcional la teoria de los 
funcionales analiticos de su discipulo L. FantappuS, con interesantes apli¬ 
caciones a la integracion de las ecuaciones en derivadas parciales. Un buen 
resumen de las memorias originates que desarrollan dicha teoria es: 

L. Fantappie: Teoria de los funcionales analiticos y sus aplicaciones 
(Cons'. Sup. Inv. Cient. Sem. Mat. Barcelona, 1943). 


Capitulo XXVI 


ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE 
PRIMER ORDEN 


§ 100. Significado GEOM^TRICO 

1. Conceptos fundamentals. — a) El problema de la fun- 
cion primitiva de una funcion dada f(z) consiste en hallar 
otra funcion y = F(x) tal que 

[100-1] AL = t(x) 

(IX 

o bien 

[100-2] d y = f(z)da:. 

La solucion 

[100-3] y = J*'f (x)dx 

contiene una constante aditiva arbitraria, y entonces esta dada 
por infinitas funciones, y graficamente por infinitas curvas. 

Como en las ecuaciones [100-1] y [100-2] figuran ya sea 
la derivada, ya sea la diferencial de la funcion incognita y, 
se las llama ecuaciones diferencialcs. En general, una ecuacion 

[100-4] fp (%,y,y') = 0 

que liga la variable x, la funcion incognita y, y la derivada 
primera y', se llama ecuacion diferencial ordinctria de primer 
orden para distinguirla de las que contienen las derivadas su- 
pi-riores y", y"', etc., y de las que se refieren a funciones in¬ 
cognitas de varias variables independientes (ver d ). El orden 
ilc una ecuacion diferencial es el de la derivada de mayor or- 
<leii de la funcion incognita. 

Diremos que la ecuacion [100-4] esta en forma implicita; 
:i i «'8 posible despejar y' se obtiene la forma explicita o normal: 

[ 100-5] y' = f(x, y) , 

dr la que es caso particular [100-1]. 

/>) Resolver una ecuacion diferencial significa hallar todas 
I as funciones explicitas y = F(x) o implicitas <&(x,y)= 0, que 
In mi I isfacen, llamadas soluciones, o tambien integrales. Cuan- 
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do estas se obtienen, como en [100-1], mediante primitivas, o 
tambien por el calculo de integrales definidas, diremos que la 
ecuacion se resuelve o integra por cuadraturas, pero este no es 
siempre el caso, como veremos. Las graficas de las soluciones 
se llaman curvas integrales de la ecuacion diferencial. 


Ejemplos: 1. El problema de hallar las curvas tales que en cada 
punto ( x , y) la pendiente de la tangente sea ig'ual a la abscisa x, con¬ 
duce a la ecuacion diferencial 
[100-6] V' = x o d y = xdx , 

que tiene por solucion 

[100-7] y = lx* + C , 

siendo C una constante arbitraria. Las curvas integrales son infinitas 
parabolas de eje vertical; por cada punto del piano pasa una de estas 
curvas, y solo una. <,Como depende la solucion de la escala (m o cm, etc.) 
adoptada para las abscisas? 

2. En la ecuacion diferencial 
, d y y 

[ 100 - 8 ] -£- = —• 

donde el segundo miembro depende tambien de y, las variables x e y 
pueden separarse como antes por el signo = asi: dy/y — dxix, y la in¬ 
tegral se obtiene por cuadraturas $dy/y = Sdx/x: 

In | y | = In | * | + In k = In fe| x | , (C = In lc, Jc > 0) , 

o bien y = ± kx. Como tambien la recta y = 0 verifica la ecuacion 
[100-8], tendremos: 

[100-9] y = mx , (m > 0, =0 6 <0). 

Las curvas integrales son todas las infinitas rectas no verticales que 
pasan por el origen de coordenadas. Por cada punto del piano fuera del 
eje y (es decir, para el cual no se anule el denominador del segundo 
miembro de [100-8]), pasa una, y solo una de estas rectas. 

Notas: 1. Observes© la forma C = In dada a la constante de in- 
tegracion, para llegar a una expresion sencilla de la solucion. 

2. La solucion y = 0 de [100-8] no aparece al integrar dy/y = dxlx, 
pues anula alii un denominador. Se habia perdido al dividir por y. 

3. Para los puntos P(0 ,y), y^ 0, ambos miembros de [100-8] son 
infinitos (§§ 30-5; 15-1,6; 25-3), por lo que convendremos en que tam¬ 
bien el eje y(x = 0) es una curva integral, correspondiente a m=<*> 
en [100-9]. Al mismo resultado se llega considerando y como variable 
independiente y x como funcion incognita; la [100-8] se convierte en- 
tonces en 


[ 100 - 8 '] 
con solucion 
[100-9'] 


x = ny 


coincidente con la [100-9] para n—l/m. Basta entonces tomar n = 0. 
Los valores asi admitidos k — 0, = corresponden a O— yj > 

“Q__|_co” para la constante aditiva C = In k. Ambas soluciones apa- 
recen mas naturalmente al poner la ecuacion [100-8] en la iorma 
ydx — xdy = 0. 


§ 100 -1 


SIGNIFICADO GEOMETRICO 


14? 


EJEMPLO 3. Tambien la ecuacion 

1100 - 10 ] 4 ^- = -— 

. • . ' da: y 

bo puede resolver por separacion de variables: 

ydy = — xdx ly- = — ly" -f 'JC 
[100-11] a •* + y* = C. 


Si se quiere permanecer en el campo real debe tomarse C > 0. Las 
curvas integrales son las infinitas circunferencias con centro en el ori¬ 
gen; por cada punto del piano pasa una de ellas y solo una. 


Nota 4. Los puntos de interseccion de cada circunferencia [100-11] 
con el eje x, hacen infinitos ambos miembros de [100-10] (cfr. nota 3). 
Aqui las circunferencias se obtuvieron completas, al pasar a la forma 
y dy = — x da: (cfr. nota 2). 


En cada uno de los ejemplos anteriores la solucion contiene 
una constante arbitraria y por eso consta de las infinitas cur¬ 
vas de un haz C)= 0. Se la llama solucion general. 

Veremos (§ 104-4) que en condiciones muy generales veri- 
ficadas por la funcion f(x, y), en un recinto R del piano, por 
cada punto P (x,y) de R pasa una curva integral de [100-5] 
y solo una, y entonces fijado x = x 0 , para cada y « tal que 
(* 0 ,?/o)eR habra una curva integral $(x,y, C 0 )=0. Cada 
solucion <&(x,y, C 0 ) = 0 obtenida de la solucion general 
<&(x,y, C)=0 asignando un valor particular C» a la constante, 
se llama solucion particular. En general la constante se deter- 
mina por la condicion de que la curva integral pase por un 
punto dado P 0 (x<„ y 0 ). 


Ejemplo 4. Si entre las curvas de pendiente igual a la abscisa se 
quiere hallar la que pasa por P(2; 4), la constante C de [100-7] se 
determina reemplazando alii las coordenadas de P: 4 = 52“ -f- C • • C = 2, 
que reemplazada a su vez en [100-7] da la solucion particular y = lx" + 2. 


En una ecuacion cp(x,y,y')=0 pueden existir soluciones 
llamadas singulares, que pueden estar o no comprendidas en 
la solucion general. 

Por cada punto de una curva integral singular pasa otra 
curva integral en el sentido que se vera en la Nota I de este 
capitulo, donde haremos un estudio sistematico de la cuestion. 
Tambien daremos ejemplos en §§ 100-4 y 102-3, c. 

Analogas consideraciones valen para una ecuacion 

<p(x, V, V'> V"> • • •, V {n) ) = 0 ___ _ 

do orden n, donde la solucion general contiene n constantes ar- 
liitrarias (§ 105-1). 

e) Es de gran interes teorico y practico el estudio de los 
sistnuas dr ccuaciones difercnciales. Un sistema de dos ecua- 
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ciones de primer orden con dos funciones incognitas y = y(x), 
z = z(x) es de la forma 

[100-12] cpi ( x, y, y', z, z') =0 ; cp 2 (a?, y, y', z ,, z’) = 0. 

Una solucion del sistema es un par de funciones 
[y(z), z(aj)], que satisfaga simultaneamente a las ecuaciones 
[ 100 - 12 ]. 

d) Las ecuaciones diferenciales y sistemas hasta ahora 
considerados se llaman ordinarios porque sus incognitas son 
funciones de una variable y entonces sus derivadas son ordi- 
narias. Si en una ecuacion diferencial, la incognita es una fun- 
cion de varias variables, las derivadas son parciales y la ecua¬ 
cion se llama ecuacion diferencial en derivadas parciales. Por 
ejemplo: 

-— = xz ; funcion incdgnita: z = z(x,y). 

dxdy dy 

2. Campo de direcciones de y' = f(x, y). — Veamos como 
pueden estudiarse las curvas integrales de la ecuacion [100-5] 
sin resolverla. Si f(x, y) es una funcion uniforme definida en 
todo el piano ( x,y) o en un recinto R, parte de el, la ecuacion 

[100-5] y' = Hx,y) , 

asocia a cada punto P 0 (^o, 2/o)eR, una direccion de coeficiente 
angular ra 0 = f (x 0 , y 0 ), que llamaremos direccion en P 0 . El 
con junto de los puntos de R con la direccion en cada uno se 
llama campo de direcciones en R. 

Toda curva integral de [100-5] que pase por P 0 tiene alii 
tangente con pendiente f (#„, y 0 ) en virtud de la misma [100-5]. 
Entonces: La ecuacion de primer orden [100-5], con segundo 
miembro funcion uniforme definida en todo el piano o en un 
recinto R parte de el, representa alii un campo de direcciones. 
Toda curva integral tiene tangente en cada punto, en la direc¬ 
cion del campo en dicho punto. 

El con junto formado por un punto P y su direccion en el 
se llama elemento lineal en P 6 de sosten P; se lo puede re- 
presentar por un pequeno segmento de punto medio P, con la 
direccion asignada en P. Se tendra una imagen del campo de 
direcciones representando los elementos lineales en varios pun¬ 
tos convenientemente distribuidos. Para facilitar esta construc¬ 
tion conviene trazar previamente varias curvas i(x,y) = cons- 
tante, llamadas curvas isoclinas de la ecuacion diferencial, pues 
a todos los puntos de cada una corresponde la misma direccion. 

Ejemplo 1. Las figuras 344, 345 y 346 representan los campos de di¬ 
recciones de las ecuaciones de los ejemplos 1, 2 y 3 de § 100-1, dondc sc 
ban trazado algunas isoclinas y algunas curvas integrales. 
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En el primer caso las isoclinas x = c, son rectas paralelas al eje y, 
y las curvas integrales resultan de una de ellas por traslacion en la di¬ 
reccion de dicho eje. En los otros dos casos las isoclinas son las mismas, 




Fip;. 845. — Campo de direcciones, iso¬ 
clinas y curvas integrales de y' = y/x. 


pero mientras en el segundo las curvas integrales coinciden con aqucllas, 
no ocurre otro tanto en el tercero; las direcciones mi y m 2 asociadas a 
un mismo punto en ambos campos son ortogonales, pues 

_ x _ 1 _ _ 1 

m - — y ~ y/x ~ mI 


Nota. Asi como la represen- 
tacion del campo de direcciones da 
una idea del comportamiento de 
Ins curvas integrales, tambien pue- 
dcn estudiarse analiticamente pro- 
pied ades de estas curvas sin x’esol- 
vcr la ecuacion. A veces, estudian- 
do el campo de direcciones puede 
llegarse a construir la solucion ge¬ 
neral de la ecuacion. 

Ejemplos: 2. De y'= 

— x/y resulta 

„ H — »?/' 


V ■ x f— x/y) _ _ X 2 + 

2 f V 3 

y ec hi //' 6 y" pueden estudiarse 
mu iinns, minimos, inflexiones, 
nirvivluro, etc. Por ejomplo, en 



Fig. 346. — Campo de direccioneo, iaoclinoB y 
curva* integrales do y'— — x/y. 
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todo punto P (0, y), 0, hay extremo de la curva integral por el, 

maximo si y > 0, minirno si y < 0, pues y' = 0, y" = — 1/y. El radio de 

curvatura es R = + V x~ + y a . 

3. En la ecuacion y—y'x — (1/4) y' 2 la isoclina correspondiente a 
y’ — m es y = mx — (l/4)m 9 , y por ser una recta de pendicnte m tiene 
la direccion del campo en cada punto y es entonces una curva integral. 
El haz de estas rectas (tangentes a la parabola y = x", ver § 100-4, 
ej. 4, § 102-3, c) da la solucion general. 


3. Metodo de aproximacion de Euler. — Para construir la 
curva integral de [100-5] que pasa por Po(*o, Vo) podemos 
desplazarnos a partir de P 0 en la direccion de la tangente a 
dicha curva, que es la direccion del campo en P 0 , hasta un pun¬ 
to Pi de coordenadas 

x ± = xo + ax ; y x = i/o + &V = Vo + f (&o, Vo) A# ; 
luego a partir de Pi, en la direccion en Pi, hasta un punto Po 
de coordenadas: 

X‘> = Xj. + az ; y 2 = ?/i + iixi'V!)^ ; 
etc. Se tiene asi una quebrada que se aproxima a la curva in¬ 
tegral. 

Este metodo clasico de Euler * no es admisible sino como 
aproximacion grosera, pues la quebrada se va separando mas 
y mas de la curva integral buscada. En el § 104 veremos me- 
todos mas precisos de resolucion aproximada. 

Ejf.mplo. La determinacion de la quebrada correspondiente a la 
curva integral de [100-10], y' =— x/y, a partir de Pn(0; 1) hasta 
x=l siendo A* = 0,1, se indica en la tabla siguiente, donde las dos 
ultimas lineas se han agregado para comparar con la solucion exacta y 
apreciar la senalada imprecision del metodo: 



4. Ecuacion diferencial de un haz de curvas. Envolventes. — 

a) Como la solucion general de la ecuacion [100-5] esta dada 
por un haz de curvas, cabe preguntar si reciprocamente, dado 
un haz 

[100-13] *(x,y, 0=0 , 

habra una ecuacion diferencial de primer orden que lo tenga 


* Tnmbion llamado metodo de diferenciae de CAUCHY. Ver nota ul pie tie paillna do 
§ 1 Od-d. nota 2. 
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por solucion general. La respuesta es afirmativa; en efecto, 
para la curva correspondiente a un valor dado de C se veri- 
fica [100-13] y tambien 


[100-14] y, C) 94> (x, y, C) 

J dx dx ~ 1 dv 



y por consiguiente la ecuacion que resulta de eliminar C entre 
ambas: 


[100-15] cp (x,y,y') = 0. 

Pero como esta ultima no contiene C, se verifica para todas 
las curvas del haz [100-13] y es la ecuacion diferencial bus¬ 
cada, llamada ecuacion diferencial del haz. Expresa una pro- 
piedad geometrica de todas sus curvas: la relacion entre las 
coordenadas de un punto y la pendiente de la tangente en el. 


Ejemplos : 1. La ecuacion diferencial del haz y — mx resulta deri- 
vando: y' = m, y eliminando m: y'—y/x. Cfr. § 100-1, ejemplo 2. (Es 
esencial eliminar el parametro; observese que y’ = m no representa el 
haz dado, pues para cada m su solucion general es y = mx + C). 

2. En el haz x 2 -\-y 2 —C resulta dei'ivando: x + yy’ = 0, que es ya 
la ecuacion diferencial del haz (ver § 100-1, ej. 3), pues el parametro*C 
quedo automaticamente eliminado al derivar. 

3. En el haz de circunferencias de radio 1 con centro en el eje x: 
(x — C)* + y 9 =l, por cada punto del recinto piano R: —1 < y < 1 
pasan dos curvas. Derivando resulta: a; — C = — yy', y eliminando C se 
obtiene la ecuacion diferencial del haz: 

[100-16] y*(l+y'*)= 1 , 

mediante la cual a cada p unto de R se asocian dos direcciones de coefi- 
cientes angulares y'— ± Vl — y s /y. 

La ecuacion diferencial [100-16] indica la pro piedad caracteristica 
de las curvas del haz: el segmento normal n=\y Vl -f y" 2 \ (§ 31-3), es 
constantemente 1. 

. Las curvas (rectas) y=± 1 son curvas integrales de [100-16], so- 
luciones (singulares, ver nota I), que no figuraban en el haz dado. 

Notas: 1. El ejemplo anterior lleva a estudiar las ecuaciones 
[100-17] y' = + Vl —y-/y ; y' = — Vl — y-/y. 

Las soluciones generales son haces de circunferencias 
| 100-18] (a;—'C) 2 2 / 2 = 1 con x < C, (respectivamente x > C). 

En ambas, y=± 1 son soluciones singulares (nota I). 

2. Tambien son soluciones de [100-17] las curvas formadas por se- 
micireunferencias [100-18] y semirrectas y=± 1 con x > C (respecti- 
vumente x < C). 

3. Las curvas cerradas convexas formadas por dos semicircunferen- 
nii:; | 100-18] y segmentos rectilineos que unen sus extremos, no son cur- 
vus integrales para ninguna de las [100-17] pero si de [100-16], Sin 
embargo, en un entorno suficientemente pequeho de x u , con j y 0 \ < 1, 
piiHUii solo dos curvas integrales. 
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b) En el ejemplo 3 las soluciones singulares (nota I) 
y — ± 1 son las envolventes (§ 74-1, b ) del haz de curvas. En 
general: 

Toda envolvente de un haz de curvas es una curva integral 
de la ecuacion diferencial del haz. En efecto, dicha envolvente 
es en cada uno de sus puntos tangente a una curva del haz, y 
entonces los valores x, y, y' coinciden con los de esa curva, ve- 
rificando en consecuencia la ecuacion diferencial. 

Notas: 4. En la nota I de este capitulo, veremos que toda enyol- 
vente es solucion de las que llamaremos singulares de la ecuacion dite- 
rencial del haz, y que esta puede tener tambien soluciones singulares 
que no sean envolventes. 

5. Es facil construir ejemplos considerando el haz de las tangentes 
a una curva dada, que resulta asi envolvente de aquellas (cfr. § 10 2-6, c, 
nota 5). 

Ejemplo 4. Hallar la ecuacion diferencial del haz de tangentes a la 
parabola y = x 2 , y verificar que tambien la parabola es una curva m- 

tCgr La ecuacion (finita) del haz es y - C* = 2C (x - C); eliminando C 
entre esta e y' = 2C resulta (cfr. § 100-2, ej. 3). 

[100-19] y = xy’ — y' 2 l± , 

ecuacion que se satisface para y = x 2 y es del tipo de Clairaut, que 
veremos en § 102-3, c. 


Ejercicios 

1. Dada la ecuacion diferencial 4y' 2 =9z: a) Verificar que 

(y _i_ C) s = x 3 4 * 6 es solucion y representar para C = —3, — 2, —L ^ 

b) Hallar dos curvas integrates que pasen por el pun to (3; 1). 

2. Resolver y' =. (1 + x) / (1— y). 

% 

3. Resolver: 

a) x*y 2 d* — Ay = 0; 

b) y' = 2 xy, 

c) xy 2 + yy' = x. 

4. Probar que si las isoclinas son rectas paralelas, la ecuacion dife¬ 
rencial se integra con una cuadratura. 

5 Estudiar la solucion general de y' = y (1 — *) sin resolver la 
ecuacion, probando que: a) El haz es simetnco respecto del eje *, 
b) Ninguna solucion cambia de signo ni se anula, salvo la y — 0, c) i 
da solucion positiva (negativa) tiene un maximo (minimo) en x — i., 
concavidad hacia abajo (arriba) en 0 < x < 2 y en sentido contrario 
encc<0 y x> 2, y entonces puntos de inflexion en a — 0 y x — z, 

d ) Para es y = o(l/a). 

6. Mediante el metodo de las isoclinas, dibujar las curvas intcgra- 
les de y' = x a + y* que pasan por los puntos (0; 0) y (1,1), ( clr - 
§ 104-3, ejemplos 1 y 2). 
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7. Hallar el haz de las curvas para las. cuales la distancia al origen 
de un punto cualquiera es igual al segmento tangente (§ 31-3). 

8. Dada la ecuacion diferencial y = xy' + (1/y') : a) Verificar que 
y= Cx + (1/C) es solucion; 6) Verificar que y 2 = 4x es solucion (so¬ 
lucion singular, nota I), y que esta curva es envolvente del haz a 
(§ 102-3, c). 


101. TIPOS ELEMENTALES DE ECUACIONES EXPLICITAS 


1. Ecuaciones con variables separables. — No siempre una 
ecuacion de primer orden [100-5] se puede resolver por el me¬ 
todo de seyaracion de las variables que ya hemos empleado en 
los ejemplos 1, 2 y 3 de § 100-1. 

Esta separacion es imposible, por ejemplo en las ecuaciones 


rim n ^ X 3 + Xy 2 

[101 - 1] HF - sen ^ j) ’ -IF = • 

Pero cuando el segundo miembro d.e [100-5] se puede ex- 
presar como producto de dos funciones, una de x y otra de y: 

[101-2] -g|- = g(*).h (y) , 

es posible separar las variables: 

[101-3] = g(,x)dx , 

y mediante cuadraturas 

/w = / B( * )da: ’ 


[ 101 - 2 ] 


[101-3] 


= g(x).h(y) 


= g(o:)da: 


= j’gix) 


se obtiene la solucion general en la forma: O( 2 /) = \|j( a?) + C. 

En [101-2] estan incluidos los casos en que el segundo 
miembro no contenga ya sea x, ya sea y. 


Ejemplos: 1. Curvas que tienen la subtangente constante k. Es 
decir (§ 31-3): S , = y/y' = k, de donde: dx = k.dy/y, e integrando 
ambos miembros resulta: 

x = k Any + c 6 sea: y = 

([ue es la ecuacion de la familia de curvas buscadas (fig. 347). 

Observese que cada curva se deduce de otra, bien por traslacion (in- 
cromento de *) 0 por afinidad (multiplicacion de y ). 

2. Hallar las curvas que tienen la subnormal constante. Es decir 
(8 31-3): 

Sn = y . y' = k 

y.dy — k.dx .'. ly 2 = lex + c. 

La integral general es, por consiguiente: 
y‘ ■=. 2 lex -f 2 0 ; 
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luego las curvas que tienen la propiedad dada son las parabolas de eje x 
y parametro k. 



o * 


Fig. 347. 


3. Hallar las curvas que forman un Angulo constante (x con el radio 

vector que une cada punto con el origen. , , „ e 

Si Q = f(<.») es la ecuacion de la curva en coordenadas polaies, se 

tiene (§ 34-7): 

—-— = cotg ix = a • —— = «dco , 

0 0 

oue da n = Cc““’, espirales logaritmicas (cfr. § 34, ejercicio 7). Para 
« = 0 resultan circunferencias de centro en el origen. Tambien son s - 
ciones del problema las rectas o> = const., que se pierden al escnbir 

0 = f (m). 

Nota. Si b (y») = 0, bay dificultades en [101-3], pero en la prnnera 
forma [101-2] de la ecuacion, se ve quey = y 0 es 0 

De la ecuacion en forma simetnca Xi(x) Yi(y) dfc + X a (x) Y«(ff)dy — , 
resulta separando variables: <Y,/Y,)dy = -(X,/X,)d*, pero a la solu¬ 
cion obtenida por cuadraturas hay que agregar las aventuales curvas 
(conjuntos de rectas paralelas a los ejes) Yi(y)=0, X 2 (x)_U, que 
sultan de anular los factores suprimidos. 

Ejemplo 4. La ecuacion xyy' = kx tiene, ademas de las soluciones 
del ejemplo 2, la solucion x = 0. 

2. Ecuaciones horaogeneas en x, y. — Hay otros tipos de 
ecuaciones de primer orden que se pueden transformar en ecua¬ 
ciones con variables separables mediante un oportuno cambio 
de variables. Tal ocurre, como veremos con la segunda ecua¬ 
cion ri01-l], por ser el segundo miembro una funcion homo- 
genea de grado cero en x e y (§ 67-3), 6 sea una funcion del 
cociente y/x: 

x 3 + xy- _ 1 ~b ( VIx ) ~ 

x*y — if ” (y/x) —(y/x) 3 

y con toda ecuacidn de la forma: 
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y la ecuacion se resuelve por cuadraturas. 

La integral del primer miembro sera una funcion de z que 
indicaremos 11(2). Resulta entonces, dando forma convemen- 
te (—InC) a la constante de integration: 


cc 

[101-6] 11(2) = \nx — InC = In 

a = Ce 1Uz) = Ce lUv/x) , 

de donde a veces se podra despejar y como funcion de o bien 
x como funcion de y. 


Ejemplo 1. La ecuacion homogenea y' = (x s + V ! ) / (2xy) se lleva 
mediante [101-5] a la forma 2zdzl (1 — ; z 8 ) = dx/x, con lo que se Uega 
a la solucion general x -— if = 2Cx, o bien 

[101-7] (x — C) s — V s = C* , 

que representa un haz de hiperbolas. 

Notas: 1. Solo es necesario recordar la sustitucion [101-5] y no las 
formulas que siguen, pues en cada caso se repite el procedimiento mdi- 
cado. Esa sustitucion viene sugerida por la forma de la ecuacion y tam¬ 
bien observando que esta es invariante respecto de toda bomotecia de 
centro en el origen: 

x = kX , y = kY , (k = const.) , 

que entonces transforma unas en otras las curvas integral es, dejando 
invariado el baz. 

2. Si f(zo) — z«=0 es z = z» una integral, pues anula ambos miem- 

bros de xdz/dx = f(z)— z. Entonces si la ecuacion f(z) — z — 0 tiene 
las raices z„ z 2 , . . , se tienen las curvas integrates y = zm, y- z^x, 
i,l z-x que son rectas por el origen. Si una de estas rectas es tan¬ 

go nte a una curva del baz [101-6] en un punto distinto del origen y de 
infinito en virtud de la nota anterior resulta envolvente del baz y es 
solucion singular (nota I), fete no es siempre el caso como muestra el 
,.jemplo 1. donde las soluciones y=±x no son envolventes, sino curvas 
del baz [101-7] para C = 0. 

3. Tambien se puede transformar la ecuacion [101-4] en otra de va- 

rinblcs separables con solo pasar a coordenadas polares, pues cc — Q cos co, 
// (,i sen in, dan 
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sen to dg g cos co dto 
cos to dg — g sen 03 dco 
1 + tg to . f (tg to) ^ 
f (tgco) - tg 03 


= f(tgco) 


En ocasiones, es muy apropiado este procedimiento, como indica el 
ejemplo siguiente. 

Ejemplo 2. La ecuacion homogenea 

y 2 (x + W'V — (a^ + r) (xy' — y) 2 = 0 

se transforma en coordenadas polares en 

g^dg/dco) 2 sen 2 to — g" = 0 dg/g = ± dco/sen to , 

y la solucion general es: 

g = C(tg lio)* 1 . 

Nota 4. En § 102-2, b, se estudiaran las ecuaciones homogeneas en 
x, y, pero no resueltas en y'. 

3. Ecuaciones reducibles a homogeneas. — Entre las ecua¬ 
ciones reducibles a homogeneas por cambios de variables estan 
las del tipo 

[101-8] Jj*. = f + + M . 

dx \ a 2 x + b 2 y + c 2 / 

Distinguiremos tres casos, I, II, III, segun que las rectas 
[101-9] a x x + bty + c x = 0 , a 2 x b 2 y + c 2 = 0 

coincidan, se corten, o sean paralelas. 

I. Si las rectas [101-9] coinciden, el segundo miembro de 
[101-8] se reduce a una constante y la ecuacion es trivial. 

II. Si a x b 2 — a 2 b x =/= 0, es decir, las rectas [101-9] se cor- 
tan en un punto (x Q , y 0 ), la traslacion 

[101-10] X = x — £ 0 , Y = y — 2/0 

% 

reduce [101-8] a la ecuacion homogenea 
dY / a,X+ b x Y \ 
dX l a 2 X + b 2 Y ) * 


Ejemplo 1. 

dy _ 2 / V + 2 \ 2 . 

da; \ x + y + 1 / ' 

Las rectas se cortan en P(l, —2). La traslacion X = x — 1, Y=zy + 2 
conduce a la ecuacion homogenea dY/dX = 2Y 2 / (X + Y) 2 . La ecuacion 
en Z=Y/X es 

y la solucion de la ecuacion dada es 

In (y -f 2) + 2 arc tg V 2 — ^ 
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III. Si las rectas [101-9] son paralelas, ai/a 2 = bx/b 2 = X, 
y la ecuacion [101-8] es 

-4»= f r na ’- x +* u - y) + ei ] = g^x+ba). 

dx | a 2 x + b 2 y + c 2 J 

Poniendo a 2 x -\-b 2 y — z resulta la ecuacion de variables se- 
parables: [(dz/dx) — a 2 ]/b 2 = g(z). 

Ejemplo 2. 

dy/dx = (x + 2y — 8) / ( 2x -f 4 y — 1). 

Poniendo z = x + 2y resulta h [ (dx/dx)— 1] =(z — 8) / (2z— 1), y sepa- 
rando variables ce llega a la integral general 

(4* + 83 / — 17) 15 = Ce“-r 

4. Ecuaciones lineales. — Son las lineales en y e y f , es de¬ 
cir del tipo 

[101-11] 2 /' + P (x)y = Q(x). 

En general no se pueden separar las variables. En cambio 
es posible hacerlo en la ecuacion lineal incomplete^ (u homoge¬ 
nea en y e y') que resulta de reemplazar Q(a:) por 0 en 
[101-11]. Sea u = u(x) una solucion particular de la ecuacidn 
incompleta: 

[ 101 - 12 ] 4 ^- + F(x)w = 0 , 


de donde: 


= — P(a;)d£ ; In u = —J* P(a;)da; ; 


— f P (a:) dx 

u = e J 

Pongamos ahora (sustitucion de Lagrange) : 

[101-13] y = u . v , 

siendo u la solucion ya hallada de la ecuacion incompleta 
[101-12], y se trata de determinar la funcion v de modo que 
y sea solucion de la ecuacion completa [101-11]. Derivando y 
roemplazando en [101-11] resulta: 

dv , r du , v 1 


+ v + P(z)wJ = Q(x). 


La expresion entre parentesis se anula, pues u es solucion 
de 1101-12], y entonces queda para determinar v la ecuacion: 

d^ r\r \ 

“ Q(a:) ’ 

en lu que pueden separarse las variables 
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d® = = Q(a:)c^ P ' *" da: , 

u 

V = f Q(x)e S ' P - dx dx + C. 


Reemplazando u y v en [101-13] se tiene la solucion ge¬ 
neral. 


EjemploS: 1. y' + ay = e bx . La ecuacion incompleta v! + au = 0 
tiene la solucion particular u = e~ ax , y [101-13] da 

e~ ax dv/dx = e bx w = (a + &)-»«<•+*>• + C 

2/ = (a-t-fe)-V + C«—. 

2 . j/' 4 . 2 /tp'(£c)= fp(cc)cp'(a;). La ecuacion incompleta tiene la solu¬ 
cion particular 

U = 6“. 

Resulta 

y = cp(x) — 1 + Ce—^*) . 

3. En un circuito con resistencia R y auto-induccion L actua una 
fuerza electromotriz E = Eo sen cof. Hallar la intensidad I (t) de la co- 
rriente en funcion del tiempo. 

Por la ley de Oiim el producto IR es igual a la fuerza electromotriz 
total E — L(dl/dt), y se tiene la ecuacion lineal: 


"dT + 


sen ait. 


La ecuacion incompleta (dzt/d£) -f- R(ri/L) = 0 (que corresponde a 
fuerza electromotriz exterior nula: abertura del circuito), tiene la solu¬ 
cion particular u = e~ Rt / Xj . La sustitucion I — u.v da para v(t) la ecua¬ 
cion dv/dt = (Eo/L)e K ‘/ L sen ait. Por [51-9] se tiene: 

v = + «° a ) l e ,u / L (—sen o>t — w cos wt ) + C. 


Poniendo 


f R/L = q cos y 
1 a> = o sen y 


0 = V (R/L) 9 + w 2 
y = arctguiL/R* , 


se llega a 


sen (wt — y) + Ce'**/ 1 '. 


I(t) = — J°-. - sen (wt —y) + Ce~ K ‘/ 1 '. 

\AR 2 + w 2 L 3 

La intensidad consta entonces de un sumando periodico y de otro 
que decrece rapidamente. La constante C se determina conociendo la in¬ 
tensidad Io en el instante inicial t— 0. Si Io = 0 resulta 

C = EaCoL/ (R 2 + w a L 2 ). 


Notas: 1. Haciendo el reemplazo indicado de u y v en [101-13] puc- 
de verse que la solucion general de la ecuacion lineal [101-11] se^ obtiene 
sumando a una solucion particular de la ecuacion dada la solucion gene¬ 
ral de la incompleta. Demostraremos en el § 107-3 que esta propiedad 
vale tambien para ecuaciones lineales de orden superior, y es muy util 
para su resolution. 

2. La sustitucion de Lagrange [101-13] equivale a reemplazar en la 
solucion general Cu(a:) de la ecuacion incompleta, la constante G por 
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una funcion v(«) de modo que el producto satisfaga a la ecuacion com- 
pleta. En esto consiste el metodo de “variation de las constantes” de 
Lagrange, que desarrollaremos en § 107-4, a, para ecuaciones lineales de 
orden superior. 

3. Si se conoce una solucion particular y r de [101-11], la general se 
obtiene por una sola cuadratura, pues escribiendo que yi verifica [101-11] 
y restando de [101-11] resulta {y — 2/0' -f P(a?) (y — 2 /a) = 0, es decir, 
y — y 1 es solucion de la ecuacion incompleta (cfr. nota 1), o sea 

y — j/i = Ce ~J Pdx . 

4. Si se conocen dos soluciones particulares y t e y* de la ecuacion 
lineal, la integral general se obtiene sin ninguna cuadratura, pues por 
verificar y 3 la relation anterior para un cierto valor de C resulta por 
division para eliminar 

siendo a una constante arbitraria 
[101-14] JL=.V±. = a . 

Ih — 2/i 

5. Ecuaciones reducibles a lineales. — a) Ecuacion cle Ber¬ 
noulli. — Multiplicand© por y" el segundo miembro de la ecua¬ 
cion lineal [101-11] se obtiene la ecuacion de Bernoulli: 

[101-15] y ' + P (x)y = Q (x)y n . 

Dividiendola por y n resulta: 

y~ n y r -I- P (x)y'~ n = Q(z) , 

y observando que si z = y l ~ n , es s' = (1 — n)y~ n y', vemos que 
[101-15] se reduce a la ecuacion lineal en z(x) : 

[101-16] (l — n)F(x)z = (l — n)Q(x). 

Nota 1. El metodo fracasa si n== 1, pues z = if = 1 y [101-16] se 
reduce a z'= 0, pero en tal caso [101-5] es lineal incompleta. 

Ejemplo 1. Curvas tales que la ordenada del punto de intersection 
de la tangente con el eje y sea proporcional al cuadrado de la ordenada. 

Como la abscisa del pie de la tangente es y — xy', resulta la ecua¬ 
cion: 

y — xy' = lay 2 , 

que es del tipo n = 2 de Bernoulli; se reduce a lineal sustituyendo: 
y — z" 1 y’ = — z _2 .z' 

z -1 + xz~ a . z’ — kz~ a , 

y multiplicando por z a /x resulta la ecuacion lineal: 

z’ + x~ x z = /car 1 , 

euya solucion general es 

z = or 1 (J7c. dx 4- C) = Ic + Clx ; 

1 1 icgo las curvas que resuelven el problema son las hiperbolas 

2 / (C + lex) = x 

quo tienen la asintota fija y= 1 lie y la otra paralela al eje y, con cen¬ 
tre* on (— C/k, 1 /Ic). 
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b) Ecuaciones de Riccati. — Ocurre inmediatamente ha- 
cer tambien la generalizacion de la ecuacion lineal completa 
agregando un termino y n ; pero tales ecuaciones ya no se pue- 
den resolver por cuadraturas como ha demostrado Liouville, 
ni aun siquiera en el caso mas sencillo n = 2. Tales ecuaciones: 

[101-17] y' = A (x)y 2 + B (x)y + C(x) 

se llaman de Riccati, y se pueden resolver completamente 
cuando se conoce una integral particular y i; pues sustituyendo 
y = y x -|- z, resulta la nueva ecuacion: 

y\ -f- z r = A . iji 2 -f B . J/i -f C + 2A . Vi . z -f" A^ J + Bz 
que se simplifica por satisfacer y x a la ecuacion [101-17], re- 
sultando: 

= (2Atfi + B)* + Az 2 

que no es lineal, pero por ser de Bernoulli con n = 2, se hace 
lineal dividendo por z 2 y poniendo Y = 1/s; se obtiene: 

[101-18] Y'-(2Ai/i + B)Y — A. 

Integrada esta, se deduce la integral de [101-17] mediante 
la formula de transformation: 

[101-19] y = Vi + (1/Y). 


EJEMPLO 2. Una solucion particular de la ecuacion 
y' = x~ 2 — ar 1 . y — y 2 

es y = —or 1 , y con la sustitucion y — — 1/x + l/Y resulta la ecuacion 
lineal: 

Y' + x -1 Y = 1 , 

cuya solucion general es 

Y = (x a + c) /2a; , 

resultando como integral general de la ecuacion dada ^1 haz de cubicas 
y = 2x/ (x 2 + c) — (1/a;). 

Nota 2. Si se conocen tres soluciones particulates yx, y-., y 3 de la 
ecuacion de Riccati, la solucion general se obtiene sin ninguna cuadra- 
tura. En efecto, en tal caso se conocen dos soluciones particulars 
Y x = 1/ (j/a — yx), Y a = l I (y 3 — y>) de la ecuacion lineal [101-18]. Luego 
(§ 101-4, nota 4), la solucion general Y resulta de (Y — Yi) / (Y 2 — Y,) = 
— C. La de la ecuacion de Riccati resulta de eliminar Y, Yi, Y 2 : 


[ 101 - 20 ] 


y — y-. . y« — v* 
y — yx ’ 2/3 — 2/1 


Const.; 


es decir: La razon anarmonica de cuatro soluciones de la ecuacion de 
Riccati es constante. 


EJEMPLO 3. La ecuacion y’ = a ry 2 + 2 x~ l y + 6x' 4 , mediante la susti- 
tucion y — — u'/(x 2 u), se lleva a la x"u" — Axu' + 6m = 0. Ensayando 
para esta la solucion u = x n obtendremos (ver § 108, ejerc. 4) la integral 
general u = C.a; 8 -f C t x a , que da para la ecuacion dada el haz simplcmento 
infinito y = — (3x -\- 2C) / (a;* + Ca a ). 
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6. Ecuaciones diferenciales exactas. — La ecuacion 
[101-21] l?(x,y)dx + Q(z, y)dy = 0 

se llama diferencial exacta si su primer miembro es la dife- 
rencial total de una funcion U (x,y). Para esto, supuestas P 
y Q continuas, uniformes y diferenciables en un recinto sim- 
plemente conexo, la condicion necesaria y suficiente es que 
P;/ = Qx (§ 89-1). En tal caso la ecuacion se reduce a 
dU(£, y)=0 y la solucion general es U(£, y) = C, o bien 
(§89-1): 

[101-22] rP(x,y)Ax + f’QUa,y)Ay = C. 

J a J b 

Ejemplo. Sea la ecuacion diferencial; 

d?/ _ x 2 — 2 xy 

dx — x 3 + y- + 1 

dx (x a — 2 xy) — dy (x 2 -f y 2 + 1) = 0. 

Se cumple la condicion P„ = Q„ luego es diferencia exacta, y la so¬ 
lucion general es por [101-22] con a = b = 0: 



7. Factor integrante. — a) Toda ecuacion de primer orden 
y r = f (x,y) puede ponerse en la forma [101-21] donde uno al 
menos de los coeficientes P, Q, no sea identicamente nulo, y 
supondremos que es Q. Se puede adoptar por ejemplo 

P = f(x, y) , Q = — 1 , 

o bien, se puede multiplicar o dividir P y Q por cualquier cons¬ 
tante o funcion de y, que no sea identica a cero. Precisa- 
mente en esta indeterminacion, que permite multiplicar por un 
factor conveniente, se funda el metodo que se llama del factor 
integrante o multiplicador de Euler. 

En general, la expresion dada Pda: + Qd y no es diferencial 
exacta, pero demostraremos que multiplicando por un factor 
conveniente \i(x,y) se puede conseguir transformarla en dife¬ 
rencial exacta. El calculo de dicho factor integrante no es fa- 
cil en general; pero hay casos en que se obtiene inmediata¬ 
mente. 

Ejemplos: 1. Si P (x,y)=Xx(x). Yx(y), Q (x, y) = X 2 (x). Y s (y) , la 
Heparaci 6 n de variables se logra multiplicando por g (x, y)= 1/(Yi. Y 2 ), 
que es un factor integx-ante, pues la ecuacion obtenida (Xi/X 2 )dx-)- 
I (Yi/Ya) dy = 0 es diferencial exacta. [Observese que a la solucion de 
out a ecuacion hay que agregar la curva l/\x(x, y) = 0; ver § 101-1, nota], 

2. Si m 7 /= n, no es diferencial exacta la ecuacioa 
m . y . dx n . x . dy s= 0 , 
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pero el primer miembro se hace diferencial exacta del producto x y mul¬ 
tiplicand© por el factor x m ~ 1 y n ~ 1 , pues resulta: 

( rnx m - 1 )y' , dx + x m (ny"^) dy = d(x m y") = 0 , 

y la solucion general es: x m . y" = C. 

3. La ecuacion xdy — ydx = 0 no es exacta, pero tiene los factores 
integrantes gt = W, m-= W. g.-, = 1/(*»+/), \u==l/(x —y), que 
transforman su primer miembro en las diterenciales de y/x, xly, 
arc tg (y/x), arg th(y/x). Todos conducen a la solucion general y/x—^. 

4. Concerto de cntropia. Para un mol de gas ideal es 

T — pv/R • • dT = pdv/R -f- rdp/R , 

que expresa el aumento de temperatura al pasar el gas del estado (v,p) 
al (d -I- di), p 4- dp) en dos sumandos: los incrementos mfimtesimos ai 
aumentar v a presion constante, y al aumentar p a volumen constante. 
Indicando con c„ y c„ los calores especificos a presion constante y a vo¬ 
lumen constante, el incremento de cantidad de calor sera: 

AQ = (pc,dv + vc v dp) /R. 

Esta expresion no es diferencial exacta, pues c P ^c», y entonces 
(S 89-2) a la variacion Q a — Qi de cantidad de calor al pasar el gas de 
un estado a otro, depende no solo de estos, sino tambien de los estados 
intermedios (por eso hay maquinas que realizan ciclos entregando un 
saldo para Q). 

Interesa definir una magnitud, ligada al estado del gas y no a su 
historia, cuya variacion dependa solo de los estados micial y iinal. Ub- 
servando que 

AQ/T = (cpdv/v) + {cvdp/p) = d(e p lnv + c»lnp-f C) , 

vemos que al ser 1 IT factor integrante de la expresion de A Q, la fun- 
cion S=c p \nv+ c v lnp+C = \n(kvo p .pc r ) cumple las condiciones an- 
tedichas en virtud de § 89-2. Se la llama entropm del gas y es una 
variable macroscopica de gran importancia en Termodnuumca. 

b) Para que + Qdy) = 0 sea diferencial exacta, de- 

be ser 

[1.01-23] -±.(pV)^W) , 

es decir, \x(x,y) debe satisfacer a esta ecuacion en derivadas 
parciales cuya resolucion, como veremos (§ 110-4), se reduce 
a la de un sistema de ecuaciones ordinarias, una de las cuales 
es precisamente la propuesta. Pero solo necesitamos una solu¬ 
cion particular de [101-23] y ademas esta ecuacion puede sim- 
plificarse cuando se conozca (o se ensaye como hipotesis) al- 
guna condition sobre \i. 

&,) Si existe un factor integrante que dependa de una 
sola variable, se lo puede determiner con una cuadratura. 
Si u = li(z), [101-23] da uP y ==p'Q + pQ,, de donde resulta 
u'(jr) /\i(x) = (P„ — Qr)/Q y debiendo ser el segundo miem¬ 
bro una funcion de x solamente (por serlo el primero), se 
halla |i con una cuadratura. 
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b.,) De la demostracion anterior resulta: Existe un factor 
integrante de [101-21], dependiente de una sola variable: 
u(x), [p(?/)L cuando y solo cuando (P;,— Q*)/Q es funcion 
de x solamente, [(P„ — Q,)/P es funcion de y solamente ]. 

Ejemplos: 5. Resolver 

sen x — xcosx — 3 x"(y — x) 2 3 x > (y x)~y = 0. 

Es p Q r = — Qx(y — x) a = (—2/»)Q; entonces por ft, es g7g = 

- — 2 lx, con lo que g=ar a es un factor integrante, que conduce a la 
solucion \y — sc) 3 — (sen x) Ix — C. 

6 . Para que y' = f(x,y) , escrita en la forma dy — f (x, y ) dx = 0, 
tenga un factor integrante funcion de x, es necesario y suticiente que 
f (x,y) sea lineal en y (es decir, que la ecuacion sea lineal). 

En efecto, por ft 2 debe ser i v (x,y) funcion de x solamente. 

8 . Propiedades del factor integrante. — a) La existencia de un fac¬ 
tor integrante de [101-21] (que podria deducirse de [101-23] con la• teo- 
ria de ecuaciones en derivadas parciales), resulta de la existencia de la 
solucion general $(*,y,C)=0, pues resuelta esta en la constante se 
escribe: 

[101-24] U (x,y) = C. 

De aqui resulta y'- — U./U„ siendo por otra parte por la ecua¬ 
cion y' — _— P/Q. Entonces U./P = U,/Q y el valor comun de estas 
razones es un factor integrante. Luego: Conociendo una solucion gencial 
en la forma [101-24] sc halla un factor integrante sin ninguna cua¬ 
dratura. 

ft) Si [101-24] es solucion de [10121], lo es tambien ip[U(x, y)] = C, 
siendo <p una funcion arbitraria ( derivable ). 

En efecto, cp(U)=C equivale a dcp(U)=0, o sea a 
cp'(U) (ILdcc + U tf dy) = 0. 

c) Si [101-24] y V (x, y) — C son soluciones de [101-21], es V = 

? Bn efecto, de U./U, = P/Q y V«/V„ = P/Q sigue 3(U, V)/d(x,y) = 
= 0 (§ 68-3). 

d) Si U = C es solucion general de [101-21], como por ft tambien lo 
es cp(U) = C, sigue de a que tanto U./P como cp'(U). U,/P .son factores 
integrantes. Luego: Si g es factor integrante, lo es tambien toda fun¬ 
cion p.<i|>(U), siendo U = C solucion general. 

e) Reciprocamente, todo factor integrante v es de la forma g4>(U). 
De 

g(Pdx + Qdy) = dU ; r(Pdx +Qdy) = dV , 
como por c es V = tp(U), resulta de a: 

g=U. :P , »» = V. : P = <p'(U).U, : P = <p'(U)i*. 

f ) Como cp'(U) = v/a= C es solucion por 6, resulta llamando inde- 
pendientes a dos factores integrantes cuyo cociente no se reduzca a una 
constante: Si se conocen dos factores integrantes mdependientes g y ”, 

l„ Bolucidn general es g/i' = C. asi obtenida sin cuadraturas. 

//) Formacidn dr eombinaaioncs integrables. Con la prfictica puede 
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adquirirse cierta destreza en hallar factores y. tales que jx(Pdx 4-Qdy) 
se descomponga en una suma 

[101-25] (Pidx -f Qidy) + (P»dx + Q 2 d y) , 

donde cada parentesis resulte una diferencial total. 

Ejemplos: 1. (4x 1 2 -f-y)dx— xdy = 0, multiplicada por \i=x~ i , pue- 
de escribirse 4dx-(-(ydx— xdy) lx" = 0, y la solucion general es 4x— 
— (y/x) — C. 

2. (x 4 - Vx 2 + y 2 ) dx + ydy = 0, escrito asi 

(xdx + ydy) (x 2 -f y 2 )~* + dx = 0 , 

da de inmediato Vx 2 -f y 2 4- x = C. 

De aplicacion menos facil es este procedimiento: Si una expresion 
diferencial se descompone en la forma [101-25] y se conoce un factor 
integrante para cada parentesis, se puede hallar uno para toda la expre¬ 
sion mediante la propiedad d. 

3. (x + 3y 3 x -1 )dx + (4 y" + x 2 y _1 ) dy = 0 se descompone asi: 

(xdx + x-y^d y) + (3y 3 x _1 dx + 4y 2 dy) = 0 , 

y en cada parentesis se reconoce (casi a simple vista) un factor inte¬ 
grante y, =x“ a , v = y- a , que los transforma respectivamente en las diferen- 
ciales totales de 

ln(xy) , ln(xV). 

Toda expresion de la forma x' 2 cp (xy) y a la vez de la forma 
2/->(xV) sera por d factor integrante de ambos parentesis, y por tanto 
de la expresion dada. Poniendo 

ar 2 (xy) r = 2/*®(xV)* 

se determinan r = 17, s= 5, llegandose asi al factor integrante x 15 y 1T » 
que da facilmente la integral general de la ecuacion dada: 

(xV/17) + (xV/5) = C. 


Ejercicios 


1. Integrar: 

a) y Vl — x 2 dx — x dy = 0; 

b) y dx — V'l — y 2 dy = 0 ; 

c) du/dv = (1 + m 2 ) / (1 + v z ). 

2. Integrar: 

19) (a 2 -f y~) dx — 2x V'ax — a 2 d y = 0; 

29) (1 + y*)dx —(y+ Vl + r") (1 + x 2 ) 3 / 2 dy = 0. 

3. Curvas para las cuales la subnormal es: a) Constante; b) Igual 
a la abscisa. 

4. Resolver: 

a) 2 x 2 d y = (x 2 -f y 2 ) dx; 

b) xdy — y dx = v x“ + y- dx; 

c) 2xy + y'y 2 = y'x 2 . 
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5. Resolver: 

19) (x s 4-3xr)dx 4- (y 3 4-3x 2 y)dy = 0; 

29) x dx 4- y dy = 2my dx, 
en los casos |m|>l, | m | = 1 , |w|<l. 

6 . Resolver las ecuaciones reducibles a homogeneas: 

a) y' = ( 6 x — y — 5)/(4x — y — 3); 

b) ( 2 y 4 -x 4-l)dx — ( 2 x 4-4y 4-3)dy = 0. 

7. Integrar: y'= cos (x 4- y). 

8 . Integrar las ecuaciones lineales: 

19 ) y' — 2y(x 4- l )" 1 = e x (x 4-1) 2 ; 

29) (1 4 - x 2 )y' 4 - y = arctgx; 

39 ) y' -f- xy (1 — £c 2 ) -1 = a en los casos |x| < 1 , \x\ > 1 . 

9. Construir una ecuacion lineal que tenga por curvas integrales 
V — x y y — X s . 

10. Probar que la ecuacion diferencial de un haz y = f(x)4- Cg(x) 
que depende linealmente de la constante, es lineal. 

11. En una ecuacion lineal: a) Dos rectas x = Xi, x = x 2 cortan a 
las curvas integrales en pares de puntos que determinan rectas concu- 
rrentes; b) Las tangentes en puntos de igual abscisa concurren en un 
punto. 

12. Resolver: a) L.dl/dt 4- RI = E siendo I = 0 para t == 0 (cierre 
de circuito con fuerza electromotnz constante); b) L.dl/dt+Ki —u 
con I = E/R para i = 0 (abertura de circuito con fuerza electromotnz 
constante). 

13. Resolver las ecuaciones de Bernoulli: 

a) 2 xyy' 4 - (14-*)y 2 = e*/ 

b) y'x 4 — yx s = y 3 ; 

c ) (1 —x 2 )y' — xy - axy 2 ; 

d) y' 4 - xy(l —x 2 )- 1 = x\/y. 

14. Probar que la ecuacion 

f (y/x) dx -f g(W*)dy + kx a (x dy — y dx) = 0 
(«. real cualquiera) se reduce a una de Bernoulli poniendo ylx — z. 

15. Resolver la ecuacion de Riccati : y' — xy a 4- 2x 2 y x 3 1 = 0. 

16. La solucion general de una ecuacion de Riccati es funcion ho- 
mografica (cociente de funciones lineales) de la constante de mtegra- 
cion: y = [f(x)4- Cg(x)]/[h(x)-f- Ck(x)]. 


17. 


Verificar que son diferenciales exactas y resolver: 

a) (2x — y) dx + (3y 2 —x)dy = 0; 

b) (e' J 4- 1) cos x dx 4- e" sen x dy = 0; 



IH. Resolver verificando que admiten factores integrantes de una 
iioln variable: 
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( COS" X \ 

sen x cos x — x V -) dy = 0; 
cos ~y / 

b) (2xy + l)y dx + (y — x)dy = 0. 

19. Resolver raediante un factor integrante la ecuacion lineal [101-11] 
o sea dy+[P(a:)i/ — Q(ir)]dx = 0 (ver § 101-7, ej. 6). 

20. Resolver: 

19 ) (#=— *4ajj/— 2y-)dx -f ( y 2 — Axy — 2x*)dy = 0; 

29) ( 2x- — xy-\-y")dx —( x 2 —xy + 2y 3 ) dy — 0, con el 

factor integrante x — y. 

21. Usando la relacion de Euler para funciones homogeneas (§ 67-3) 
probar que: a) Si [101-21] es una ecuacion homogenea, admite el factor 
integrante p, = 1/(ccP + pQ) siempre que este denominador no se anule 
identicamente; b) Reciprocamente, si p es factor integrante, [101-21] 
es homogenea. 

22. Aplicando el ejercicio anterior, resolver: 

(a; 2 + y~ — xy)dx + x* dy = 0. 

23. Condition sobre P y Q para que [101-21] adrnita un factor in¬ 
tegrante funcion de: a) y/x\ b) ar-f-p 2 ; c) ax -f- by. 

24. Resolver (2y + 5a?V) dec + (Ax^y* — 3x)dy — 0 mediante factores 
integrantes de 2y dx — 3x dy y de x^y* (5y dxAx dy). 

25. Curvas cuyas normales son bisecadas por la parabola n 2 = a£. 

26. Curvas tales que es constante (= a) la proyeccion sobre el radio 
vector, de la normal terminada en el eje x. 


§ 102. ECUACIONES NO RESUELTAS EN 7/ 

1. Definition de la integral general. — Para resolver la 
ecuacion de primer orden implicita o no resuelta en y 

[ 102 - 1 ] y(x,y,y') = 0 

cabe pensar en llevarla a la forma explicita despejando y'. En 
un entorno de un punto dado (x 0 , t/ 0 ) tendremos en general 
varias determinaciones 

[ 102 - 2 ] y' = fi(x,y) , y' = f 2 (x,y) , 

a cada una de las cuales corresponded una solution general 
de la forma 

[102-3] &i(x,y,C) =0 , & 2 (x,y, C) =0 , ... 

Las curvas de estos haces forman un nuevo haz que llama- 
remos integral general o solucion general de [102-1]. Por cada 
punto pasa ahora en general un numero finito o infinito de 
curvas integrales. Si el numero de haces [102-3] es finito, la 
solucion general de [102-1] es: 

[102-4] 4>i (x, y, C) . <l> 2 (x,y,C) . ... =0. 
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Ejemplos: 1. y' 3 = l + y* ± dy/Vl + y*=dx. Las ecuaciones 
[102-3] son las dos siguientes: 

[102-5] {y ± VI+ r) le* = C , 

se llega a 1 + y 3 = (Ce m — y ) 3 , habiendo desaparecido el doble signo al 
elevar al cuadrado, pero esto equivale a formal- la unica ecuacion [102-4], 

2 . y ' a — yy'(x + y)-f y*x = 0. Esta ecuacion de segundo grado en 
y' tiene las razees 

y' = xy , y' = y 1 , 

y entonces la solucion general de la ecuacion diferencial es: 

(v— Cti* 2 ) • ( V — c ]_ x ) = 0 . 

Vease nota I, 2, ejemplo 5. 

2. Ecuaciones integrables por separation de variables. — 
a) Si en la ecuacion falta una variable: 

[102-6] (p (x,y f ) =06 \\){y,y') — 0 

y se puede despejar y', se separan las variables. En ocasiones 
es mas sencillo despejar x 6 y. Se tiene entonces, poniendo 
y' = y, la solucion general expresada en uno y otro tipo en 
forma parametrica: 

rx = f (p) (y = g(‘P) 

\y — C = f pdx =J pf'(p)dp — C =j~^ = — • 

En cada caso, eliminando p se tiene la solucion en la forma 
acostumbrada. 


Ejemplos: 1. xVl + j/' 2 — y' = 0, se puede resolver en y': 
dy/dx = x/ V I — x 3 .’. y = C — yj'l — x 3 , 

o bien: x 3 + (y — C) a =l; circunferencias de radio 1 con centros en el 
eje y. Para las soluciones singulares vease nota I, 2, ejemplo 6. 

2. x = y' a + 1. La solucion general en forma parametrica es: 
x = p s + 1 , y — f pda; = 3jp 3 dp = 3p* + C , 

y eliminando p: (x — 1) 4 =[4 (y — C)/3)] 3 . 


b) Si la ecuacion es homogenea en x, y (§ 101-2), pero no 
d(‘ primer grado en y', puede expresarse en la forma 


| 102-7] 




Si puede resolverse respecto de y- estaremos en el caso ya 
csLudiado en § 101-2. Si puede resolverse respecto de y/x, po¬ 
ll iondo y' = p, de [102-7] obtendremos 


| 102 - 8 ] 


?/ = xf (p) , 
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y derivando respecto de x queda 


v = f(p) + , 

donde las variables pueden separarse. Asi se obtiene 

„ r, , C f'(v)dv 


= c +;■ 


J p — i(p) 

que junto con [102-8] representa la integral general en forma 
parametrica, y de la que podria pasarse a la forma acostum- 
brada por elimination de p. 

A veces es mas facil en [102-7] expresar y/x y dy/dx 
mediante una variable auxiliar u. En lugar de [102-7] ten- 
dremos 

[102-9] = f(«) , -g|- = g(«). 

De la primera de estas deducimos 

-Jr - Uu) + xi ' (u) if 

que restada de la segunda da 

g(u) — f (u) = xf'(u)-^- 

de variables separables, cuya integral 

i„ „ r. ■ r f'(u)du 


. r r(u)cm 

lni = C + JiW-l( 


junto con la primera de [102-9] da la integral general de 
[102-7] en forma parametrica. 

Este ultimo metodo puede aplicarse tambien a las ecuacio- 
nes [102-6]. (Ver ejercicio 4). 

Ejemplo 3. Integral’ (y/x ) 2 / 3 -f (dy/dx) 2 / 3 = a 2 / 3 . Se pone y/x = 
= a cos 3 u, y’ = a sen 3 u, dando 


In x = C + 


3 cos 2 u sen u dit 
sen 3 u — cos 3 u 


= C + 


r Stdt 

J (f —l)(t a 


con t — tg u. La integral general es 


In* = ln[(t 3 — l)*(t» + l)-*]V 4 + V3 arctg-^t^— 3 arc tg t + C; 

v 3 2 

In y = Infant 3 —l) 2 (t a 4 -l)-"] 1 / 4 + V~3 arc tg --* arctg t + C. 

V3 1 
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3. Ecuaciones resueltas en y, integrables por derivation. — 
a) Consideremos la ecuacion 

[102-10] y = f (x,y f ) 

o bien poniendo y' = p: 

[102-11] y = f(x,p). 

Derivando se obtiene una ecuacion de primer orden en p 
P = fx + f vV 

donde puede despejarse la derivada p'. Resolviendola se ob¬ 
tiene una expresion 

[102-12] p = g(x,C) 

que reemplazada en [102-11] da la solucion general de 

[102-10]. 

Los tipos que siguen (bye) ilustran sobre la aplicacion de 
este metodo. Analogamente se integran las ecuaciones resuel¬ 
tas en x. 


Notas: 1. El metodo seguido equivale a considerar [102-11] como 
solucion de [102-10], pero a condicion de reemplazar p por una funcion 
de x tal que derivando [102-11] respecto a x resulta justamente p. Esta 
funcion es [102-12]. 

2. Los tipos de ecuaciones estudiados en § 102-2, b, son caso parti¬ 
cular de estas. 

b) Cuando el segundo miembro de [102-10] es lineal en x 
se tiene la ecuacion de Lagrange: 

[102-13] y = xa(y') + (3 (y'). 

Poniendo y' = p y derivando resulta la ecuacion 

[102-14] p = a (p) + [:m'(2))+P'(p)] 4|- 


qtie considerada en x como funcion de p es lineal: 

lino-151 da; »'(?> g - EM— . 

' ^ dp p — a (p) P — a (p) 

Como la sabemos integrar, se completa el metodo indicado 
4*n a). 


Ejemplo 1. Sea y = x . y’" + y' z . La ecuacion lineal que determina 
x, es: 

(p* — p) + 2 p.x + 3p 8 = 0 , 


(p — 1) ~ + 2x -1- 3 p = 0 


<> itcu: 
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cuya solucion general es: 

x = ( c + -|-p 3 — p 3 : (P — !) 5 . 

y las ecuaciones parametricas de cada integral son:, 

x = i(c + 3p 2 — 2p 3 ) : (p — l) 2 , 
y = p a + (c -f 3p- — 2 p a )p e : 2 (p —l) 2 . 

NoTa 3. Las raices pi, p 2 , .... de p — a(p)=0 crean dificultades 
en [102-15], pero p = p 1 , p = p 2 , ..., satisfacen [102-14], donde anulan 
tambien dp/dx. Reemplazando estos valores de p en lugar de y' en 
[102-13] se obtienen las soluciones singulares (nota I) que representan 
rectas. La solucion singular obtenida como envolvente del haz (§ 100-4, 
nota 4) se estudiara en la nota 1-4, c, ejemplo 8. 

c) Ecuaciones de Clairaut. — La ecuacion de todas las 
rectas del piano (excepto las paralelas al eje y) es: 

y = cx + a ; 

pero si los coeficientes no son los dos arbitrarios, sino que es- 
tan ligados por una relation a = (3(c), tenemos una familia 
simplemente infinita: y — cx + P(c), pues contiene una sola 
constante. 

La ecuacion diferencial de este haz se obtiene asi: deri- 
vando resulta y f — c, y eliminando c resulta 

[102-16] y = y'.x + $(y'). 

Las ecuaciones diferenciales de este tipo se llaman: ecua¬ 
ciones de Clairaut. Se obtienen de [102-13] para <i(y') = y' 
en cuvo caso no puede aplicarse [102-15]. 

Reciprocamente: toda ecuacion de este tipo tiene por solu¬ 
cion general las rectas y = cx + [3(c) puesto que estas la sa¬ 
tisfacen, como acabamos de ver. 

Tambien es solucion de [102-16] la envolvente de este haz 
de rectas (§ 100-4, b ). Esta integral singular (nota I) resulta 
de eliminar C entre la ecuacion del haz y su deriVada respecto 
a C (§ 74-1, h). Ver tambien § 100-4, notas 4 y 5, ejemplo 4, 
y § 100, ejercicio 8. 

Notas: 4. Tambien puede aplicarse a la ecuacion de Clairaut 
[ 102-16] el metodo de derivacion. Haciendo y’— p en [102-16]: 

[102-17] y = px + P(p) , 

y derivando resulta 

P = V + [a + 0' (P) ] , 

y entonces es, o bien dp/dx = 0, o bien x + (3' (p) = 0. 

En el primer caso resulta p = C y reemplazando en [102-17] resulta 
el haz de rectas solucion general. 

En el segundo caso, la elimination de p entre x-f|V(p)r=0 y 
[102-17] conduce a la envolvente, pues las ecuaciones son las mismas quo 
para hallnr 6sta. 
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5 Reciprocamente, la ecuacion diferencial del haz de tangentes a 
una curva es una ecuacion de Clairaut, que tiene por solucion singular 
la curva dada. 

En efecto, si y= px + h es tangente a la curva p = f (£), debe cum- 
plirse t(l) = pi + h, p = f'(«), y eliminando i entre estas dos ecuacio¬ 
nes se obtiene una condicion h = fi(p), por la que la ecuacion del haz 
de tangentes a la curva dada tendra la forma [102-17]. 

Ejemplo 2. Ecuacion diferencial de las rectas que son cortadas por 
los ejes x, y en segmentos de loi gitua constante k: 

y z= cx + h ; h* + (V/c") = ;fc 2 h = ± cfc/Vl + c*. 

La ecuacion diferencial es por tanto:_ 

y = y’x + ky'l Vy' 2 -f 1 ■ 

Como envolvente del haz resulta: 

x = — fc(l + ?r)' 3 / 2 ; y = kp”(l -f P 2 )' 3 / 3 , 

y eliminando p se obtiene x 3 / 3 + y 2 / 3 = kV\ ecuacion de la astroide (§ 23-9, 
nota). La misma solucion se obtiene si se buscan las curvas cuyo seg- 
mento de tangente entre los ejes es constante. 

Nota 6. Es facil construir los campos de direcciones de las ecuacio¬ 
nes de Lagrange o de Clairaut. Haciendo y' = m se obtienen las lsocli- 
nas correspondientes a la direccion de pendiente w : 

y = a (m)x -f P(w) , V = wix + P(w). 

En ambos cases son rectas, pero mientras en la ecuacion de Clai¬ 
raut tienen la direccion del campo (y en consecuencia son a la vez lineas 
integrales, en concordancia con la solucion hallada, cfr. § 100-2, ej. o), 
no ocurre lo mismo en la ecuacion de Lagrange sino para los valores de 
m tales que a(m) = m, para los cuales la isoclina es a la vez integral 
(cfr. nota 3). 


Ejercicios 

1. Solucion general de x~y' 2 — Qxyy' + 8y 2 == 0. 

2. Curvas para las cuales la subtangente es media proporcional en- 
I re las dos coordenadas. 

3. Probar que las curvas para las cuales el area bajo un arco es 
proporcional a la longitud del mismo, son las catenarias iguales 



a 


v In recta y=a, envolvente de aquellas. 

4 . Integral- cp(x, y')=0 cuando se saben expresar x e y' mediante 
linn variable auxiliar u (cfr. § 102-2, b). 

5. Resolver las ecuaciones de Lagrange: 

a) y — x(l + y') + ?/' 2 ; 

b) y — 2 xy’ + VI + V"~ ■ 

6. Resolver las ecuaciones de Clairaut: 

a) y = xy' -f Vl -f y" 2 \ 

b) y — xy’ + ( y' — y ' 2 ) ; 
r) y — xy' -|- VI — ?/' 2 . 

7 . ,i) Integral- c u ' 2y' a + 5; b) Gencralizar para f(y')=0. 





172 


XXVI. ECUACIONES DIFER. ORDIN. DE PRIMER ORDEN § 103 -1 


§ 103. Aplicaciones geometricas 


1. Trayectorias ortogonales. Evolventes. — a) Volvamos a 
las ecuaciones consideradas en los ejemplos 2 y 3 de § 100-1 
y sus soluciones generates: 

Ec. difer. (Ec. dif. del haz) Soluc. general (Ecuac. del haz) 

tl03 " 1] ijf" = ~x~ [103-2] y = mx (fig. 345) 

[103 " 3] if" = — ~Y t 103 " 4 ] * 2 + V- = C (fig. 346) 

MA? 01 ? 0 ya observamos en § 100-2, ejemplo 1, los haces 
[10u-2] y [103-4] tienen la propiedad de que cada curva de 
uno corta perpendicularmente a todas las curvas del otro. En 
casos como este diremos que cada uno de los haces es el haz 
de las trayectorias ortogonales del otro. 

En muchas aplicaciones interesan las trayectorias ortogonales de un 
haz. bi uno de los haces es por ejemplo el de las lineas de fuerza de un 
campo, el otro sera el de las lineas equipotenoiales (§ 103-3, a). 


La ortogonalidad de los haces [103-2] y [103-4] se advier- 
te en sus ecuaciones diferenciales [103-1] y [103-3] que nos 
indican que en un mismo punto P (x,y) las tangentes respec- 
tivas tienen pendientes reciprocas y de signo contrario. 

En general, si la ecuacion diferencial de un haz de curvas 
(obtenida derivando y eliminando luego el parametro, § 100-4) 
es: 

[103-5] = f(x, y) , o bien cp(x, y, y')'= 0 , 

la del haz de trayectorias ortogonales sera: 


[103-6] 


' dy = _ 1 

d^ f( x , y) ’ 

o respectivamente <p ^ x,y, -i-j = 0. 


Observemos que para pasar de la ecuacion [103-2] de un 
haz, a la ecuacion [103-4] del haz ortogonal debemos seguir 
el camino [103-2] [103-1] [103-3] -> [103-4] a traves de 

las ecuaciones diferenciales de los haces. 


EJEMPLOS: 1. Hallar las trayectorias ortogonales del haz do Ins roc- 
ins que pas an por P (3,1). Tendremos sucesivamente: 
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a) Ecuacion del haz: y — l = C(a;— 3); 

p) Ecuacion diferencial del haz; derivando: y'= C y eliminando el 
parametro: y — 1 = y’ (x — 3) ; 

y) Ecuacion diferencial del haz ortogonal: 

dy _ x — 3 _ 

da; — y — 1 

fi) Haz ortogonal: (» — 3) 2 + (y — 1) 2 = C, circunferencias de cen- 
tro P(3,1). 

2. Conicas homofocalcs. Recordemos de la Geometria analitica que 
al variar el parametro X las conicas 



tienen todas los mismos focos (lo que es inmediato verificar) y que for- 
man una red de elipses e hiperbolas mutuamente ortogonales, tal que 
por cada punto del piano pasan dos conicas y entonces los valores co- 
rrespondientcs de X pueden tomarse, con oportunas convenciones, como 
coordenadas del punto. Se obtiene asi un sistema de coordenadas de gran 
importancia en muchas aplicaciones. _„ 

Para demostrar la propiedad de ortogonalidad de este haz tormemos 
su ecuacion diferencial; derivando resulta 

2x 2vv' _ n • « _ —w' « + VV'_ 

tiTZT + “ 1 ’ a '- ¥ 

De aqui, indicando con f el ultimo miembro, donde no figura X: 
x */(a a —X)=x.f ; y s /{b a — X) = (— y/y').i , 

y icemplazando en [103-7] se obtiene la ecuacion diferencial del haz. 

[103-8] ( *- ~r) (* + yy') = — h *- 

Si en ella sustituimos y' por —1 ly' para obtener la ecuacion dife¬ 
rencial del haz ortogonal. resulta la misma ecuacion [103-8], y entonces 
el haz ortogonal es el mismo [103-7]. 

b) Vimos en § 74-2, que la evoluta r de una curva plana 
C puede tambien definirse como envolvente de las normales de 
nqu§lla (cfr. § 55-8). En consecuencia la curva C corta orto- 
gonalmente a las tangentes de su evoluta, es decir: Las‘. evol¬ 
ventes de una curva T son las trayectorias ortogonales de sus 
tangentes. De la ecuacion de Clairaut del haz de tangentes 
(8 102-3, nota 5) se obtiene (§ 103-1, a) la ecuacion diferen- 
ciiil de las evolventes que es del tipo de Lagrange (§ 102-3, b). 

KjkmpLO 3. Evolventes de la circunferencia unidad. La recta de 
incliniicion a en el haz de tangentes, por ser normal a la de inclinacion 
a 4jt, es 

r co«(u in) -f- y sen (a—4 jt) = 1, o sea —a; sen a + y cos a = 1; 

,|„ mini podrfa hallarse la ecuacion diferencial del haz por derivacion y 
<1 imiimcidn do a (o bien teniendo en cuenta que debe ser una ecuacion 
,|.. n.AiUAUT, ver § 102-3, nota 5), pero es mas sencillo poner sen a y 
iiiii ii on fund on de tg a = ?/', llcgundose asi a la ecuacion: 

(y — xv'Y = l -1- 2 /' a , 
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que mediante reemplazo de y' por —1 ly', da 

(yy l + *) 2 = 1 + y’ 2 (ydy + xdx)- = ds 2 , 

indicando con ds la diferencial de arco VI + y' 2 d*. Como el primer 
miembro es [id (o? a + y 2 ) ] 2 , conviene pasar a coordenadas polares, siendo 
en ellas ds 2 = dg 2 -f- Q 2 dto 2 (§ 55-4); entonces: 

[*d(e 2 )] 2 = do 2 + o 2 dco 2 (o 2 —1) dp 3 = (fdco 3 , 

donde las variables se separan y rcsulta: 

co = V<? a — 1 — arc cos(1/q) + C , 

(cfr. ejercicio 5 y § 55, ejercicio 15). 


2. Trayectorias oblicuas. — Una trayectoria de un haz es 
una curva que corta a las del haz segun una ley dada. Un caso 
importante es el de las curvas que forman un angulo cons- 
tante 0 con las del haz; para 0 = jt/ 2 se tienen las trayecto¬ 
rias ortogonales ya estudiadas; para 0 ^ jt/2 las trayectorias 
se llaman oblicuas. 

Poniendo mo = tg 0, entre la pendiente m de una curva del 
haz en un punto P y la pendiente mi de la trayectoria oblicua 
en P existe la relation 


m — w 0 

Wi = —z —r-, 

1 + mwo 

de modo que si la ecuacion diferencial de la familia esta dada 
en una de las formas [103-5], la de las trayectorias oblicuas 
de angulo 0 = arc tg w 0 sera: 


[103-9] 
o bien: 


f (a, 7/)— Wp 

1 -f f (#, y)m 0 



E Jemplo. El haz de circunfercncias concentricas * 2 -f y 2 = C 2 tiene 
por ecuacion diferencial x + yy' = 0. Las trayectorias oblicuas con an¬ 
gulo arc tg wio forman un haz cuya ecuacion diferencial es: 


x + y 


o bien 


y —wo 
1 -b y'm o 


[103-10] (mo* -f- y) y' -f- * — m«y = 0. 

fista es una ecuacion homogenea. Resolviendola se llega a 

In V x s -f- y- -f mo arc tg —— = C. 

* 

En coordenadas polares (o, co), la ecuacion de las trayectorias es 

0 = Ce"” 0 " , 


es decir, las curvas son espirales logaritmicas. Pudimos obteuerlas dircc- 
lamcnte integrando [103-10] por paao a coordenadas polares (§ 101 2, 
nota 3). 
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3. Lineas de fuerza de un campo vectorial piano. — a) Dado un cam- 
po vectorial (§ 91-2, a) de componentes X(x,y), Y (x,y) las lineas de 
fuerza (§ 91-2, b) estan caracterizadas por la condicion de que en cada 
punto el vector le es tangente, es decir, tiene por coeficiente angular: 
Y(*, y) /X (x,y), luego la ecuacion diferencial de las lineas de fuerza del 
campo vectorial es: 

d y _ Y (*, ?/) 

d* — X(x,y) 

o abreviadamente: 

[103-11] Yd* — Xdy = 0 

El caso mas importante se presenta cuando el campo es irrotacional 
(§ 91-5), es decir, se verifica: 

[103-12] X, = Y. r 

pues entonces existe una funcion potencial U del campo', tal que las com¬ 
ponentes son las derivadas parciales: 

[103-13] X = Ux , Y = U, 

y la ecuacion de las lineas equipotenciales es U = constante. 

Por otra parte, la condicion nccesaria y suficiente para que la expre- 
sion [103-11] sea cliferencial exacta es 

[103-14] —' Y v = X* 

equivalente a decir que la divergencia del campo (§ 91-3) es nula, o que 
el campo es solenoidal. 

Entonces existe un potencial V tal que: 

[103-15] —Y = V* , X = V, 

y la ecuacion de las lineas de fuerza es: V = constante, y sustituyendo 
en [103-14] los valores [103-13] resulta: 

U„ + LU = 0 6 AU = 0. 

Analogamente, sustituyendo en [103-12] los valores [103-15] resulta: 
V„ -f V„„ =0,o sea: AV = 0 

os decir: los dos potenciales (que se llaman conjugados) satisfacen a la 
ecuacion de Laplace. 

De [103-13] y [103-15] resulta: las curvas equipotenciales U = const. 
II Ins lineas de fuerza V = const, son ortogonales. 

EJEMPLO: Sea el campo vectorial X = ** — y 2 , Y = — 2 xy, que 
rumple la condicion de las derivadas cruzadas; luego existe un potencial 
li, lnl que: 

U, = * 2 — y 2 , U„ = — 2*y U = (1/3)* a — y~x -f c 

Tambi6n existe un potencial conjugado V, tal que: 

V. = + 2*y , V„ = * 2 — y s V = + x 2 y — (1/3) y* + C 

Dlbiijense las curvas equipotenciales U = const, y las lineas de fuer- 
/.ii V const. 

I ,) l.Incus de nivel y de maxima pendiente de una superficie. — 
Kn mm superficie z = U(*,y), las curvas U(*,y)=a, 2 =« (a cons- 
liuile), iiilersocciones con pianos paralelos al (*, y), se llaman lineas de 
nirrl, |,;is curvas de la superficie cuya tangente en cada punto foiuna 
e| mayor angulo posible con el piano (*, y), se llaman lineas de maxima 
pendiente de la superficie. 

El cstudio do estos .sistemas de curvas se reduce al a) considerando 
e] campo vectorial grad. U, de componentes IL, U„, IJi (§ G6-G). 
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Ejercicios 

1. Trayectorias ortogonales de los haces.: 

a) or — y 2 = C 

b) y = Car. 

2. Hallar y representar las trayectorias ortogonales de las elipses: 

a) x 2 + (2/7 4) = C; 

b) x 2 + (y 2 / C a )=l. 

3. Hallar y representar las trayectorias ortogonales del haz de cir- 
cunferencias de radio 1 y centros sobre el eje y. 

4. Probar que son ortogonales los haces: 

x a — y' 1 + In cos 2x?y = C , x 2 — y 2 + In sen 2xy = C. 

5. En el ejemplo 3 de § 103-1 obtener la evolvente que pasa por el 
punto o = l, (o = Ov y verificar que cs la misma curva hallada en el 
ejercicio 16 de § 55. 

•6. Hallar las evolventes de la astroide x 2 / 3 -f y"/* = 7c7 3 como trayec¬ 
torias ortogonales de sus tangentes y verificar el resultado mediante el 
ejercicio 14 de § 55. 

7. Trayectorias oblicuas (de angulo 0 = arctgw<>) de las rectas 
y = Cx. 

8. Probar que dado un haz cualquiera de circunferencias, sus trayec¬ 
torias ortogonales u oblicuas son (con cambio de variables) soluciones de 
una ecuacion de Riccati. 

9. Sabiendo que las lineas equipoten dales de un campo^ vectorial pia¬ 
no irrotacional y solenoidal son los ovalos de Cassini (x 2 + y l -f- a- 2 )' — 
— 4aV = C\ hallar las lineas de fuerza. 


§ 104. ResoluciOn aproximada. Existencia y unicidad 

DE LA SOLUCION 

1 . Metodo de desarrollo en serie. — No existe metodo ge¬ 
neral para resolver una ecuacion diferencial 

[104-1] y' = f (05,2/) 

exactamente, mediante cuadraturas. Entre los. metodos de re- 
solucion aproximada, los que expresan la solucion en forma de 
serie dan en ocasiones la solucion exacta, si la serie se corta, 
o se ve que es la de una funcion conocida. El desarrollo en 
serie resulta util si es rapidamente convergente. 

a) Coeficientes indeterminados. — Si la solucion de [104-1] 
puede expresarse en serie de potencias 

[104-2] y = a 0 + (x — x 0 ) + a 2 (x — x 0 ) 2 + ... 
nl dcrivar y sustituir en | 104-1] se obtienen por igualaciOn <le 
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coeficientes de ambos miembros, condiciones para determinar 
los coeficientes «i, a 2 , ... de [104-2] a partir de ao que puede 
fijarse arbitrariamente, y asi resulta la solucion general, con 
una constante arbitraria. Para ello hay que suponer i(x, y) 
desarrollada en serie de potencias de x y de y. 

Notas: 1. Queda pendiente el estudio de las condiciones sobre i(x,y) 
para que haya una solucion de la forma [104-2], con el parejo examen 
de la convergence de la serie obtenida una vez calculados los coeficientes, 
porque como dijimos en § 44-4, solo en esta hipotesis son legitimas las 
operaciones a que se ha sometido dicha serie para determinar los coefi¬ 
cientes. 

2. El metodo implica la sustitucion de una serie en otra, y se sim- 
plifica cuando f(x, y) es racional, como puede verse comparando los dos 
ejemplos que siguen. 

Ejemplos: 1. Desarrollar alrededor de x=0 la solucion de y’ = 
= yl (1 + x ). El reemplazo de [104-2] con x 0 =0 conduce a igualar 
coeficientes en , 

(«i -j- 2azX -j- 3aaX 2 —(- ...) (1 —f- cc) cio-f- a\x -f- a^x 2 -|- ... , 

y resulta a l = a 0 , On = 0 para n > 2. La solucion exacta y =. a 0 (l x ), 
se obtiene mas facilmente por sepai’acion de variables. 

. 2. En y' = cos x + sen y desarrollar hasta el termino en x G la so¬ 
lution particular que se anula, para x = 0. 

Reemplazando [104-2] con x 0 = 0 y Oo=0 resulta (escribiendo los 
terminos necesarios) : 

Oi 4- 2 a»x + 3a 3 a? a ■+- 4a.ia; s + 5a 5 x 4 -}-...= 

= 1-gy H- -jj- — • • • + (fflix -(- a-iX 2 -f a 3 x 3 + a<x { -!-•••) — 

-gV fax + a..x 2 -f .. .) 3 + ... 

Igualando coeficientes resultan las ecuaciones 

= 1 , 2a* = ax , Seta = — h + a 2 , 4a„ = a 3 — (a 3 ,/6) , 

5a 5 = (1/24) -}- a.\ — ha~x . a-> , 

de donde se obtienen sucesivamente ax, a . .y resulta: 

y = x + lx 2 — (*724) — (x r '/20) + ... 

I>) Uso de la serie de Taylor. — El desarrollo [104-2] de 
l.i Molucion por P(a;o, Vo) puede obtenerse cuando existe (nota 
I), cscribiendolo en la forma de serie de Taylor 

| 101-3] y = t/o + y' 0 ( x — x 0 ) + ~~ (x — x 0 ) 2 + 

+ —*o)M- ... 

« :i leiilnndo los coeficientes a partir de la ecuacion diferen- 

I'litl | 104-1] 

y f » f ; 2 r = f. 4- f, . y' = f. + f y . f 
?/"' Lr ■ I 2f.„ . f -|- i vu . f 2 + f,. f, + (f 7/ ) ^ . f 
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Resulta asi, poniendo x — x 0 = h: 

[104-4] y = Vo + hf + W [fx -f fy • f] + 

+ -~[fx, + 2f xv f + f 1 / I/ f 2 + f ! /(f* + f + ••• » 

donde las funciones se toman en (x 0 , Vo) • 

E.TEMPLO 3. Ecuacion: v' = V* + ®, con las condiciones iniciales: 
x = 0, y = 0. 

y" - 2yy' + 1 

y'" = 2 yy" + 2 y' 2 

y ,v = 2yy'" + W 

y v = 2yy lv 4- 8 y'y'" 4- 6 y"‘ 

ue uonue: 

y a ' = 0 , y a " = 1 , y»" = 0 > y° IV = 0 ’ ^ = 6 ’ 
y = + (1/20) a : 0 + ... 

una solution bastante aproximada es, P ues » or^nue^OOO 001. 

el error cometido tomando este arco de parabola es menoi que O.uuu uui. 


2. Metodos de Adams y de Nystrom. - En general el des- 
arrollo en serie solo da la solucion en las mmediaciones de un 
punto • Existen muchos metodos practicos de calculo nume- 
rico para prolongar una solucion que correspondsa un iedu- 
cido numero de terminos en [104-4]. El metodo de Lil 
(S 100 - 3 ) consiste en tomar solo dos terminos, aproximand^ 
la curva integral por un pequeno segmento de la recta y 
= yo~\-(x — Xq) f (®o> Vo)} y reiterar el procedimiento.Como he- 
mos dicho, su precision es muy grosera (cfr. & 100-3, ej.) 

a) En el metodo de J. C. Adams se elige h suficientemente 
pequeno para que haciendo en [104-3] z — Zo- h, 2h oh, J , 
se puedan calcular los cuatro primeroa valores d ey enlospun- 
tos xj^xo + jh, (i = 1, 2,3, 4) con tanta aproximamdn como 
se quiera. Con ello pueden calculate los valores qj- QW 
= hi(x ; ,y,), y formar la tabla de diferencias (§ 47-1) : 


[104-5] 


Qo 
Qi 
< Q, 
Qi 
. 74 


AQ„ 
A<7i 
A<?2 
A q 3 


A 2 7o 

A"7i 

A 2 q.. 


A 3 7o 

A 3 7i 


A 4 <?o 


Para hallar valores y } de y en - x ( > +J h ’ c ° n J 
= 5 6 , .. ., el metodo consiste en calcular q(x)-hf(x, yj pai 
valores x } con j > 4 por la utilizacion de la ecuacion diferen- 
cial v la extrapolation en la tabla anterior mediante una.for- 
ma “retrdgrad;?’ de la formula de NEWTON - GREGORY (§ 47-5) 


§ 104 -2 


RESOLUCION APROX. EXISTENCIA Y UNICIDAD 


179 


simbolicamente expresada (con los operadores E y A de 
47-2) : 


E r = 


E 


E — A 

r (r + 1) 


= ( 1 --e") = l + rA.E- + 


+ 


2! 


A 2 . E - 2 + ... 


Aplicando esta, se tiene: 

y (t H - 1 ) 

q(Xj H Vrh ) = qj -f rAq hl -f -^-A s q h2 + .. . 


que en 0 < r < 1 sirve para calcular y n+1 mediante 


[104-6] y n+ 1 — y n = 


4 h 


di/ 

die 


dir 


=—r 

h J* 


x n 4 h 


qdx = 


= f q (x n + rh) dr. 
4o 


Resulta asi en general 

[104-7] y n +x — y n = q n -f- ~ A 2 (?»- 2 + 

i 3 _ . 251 

+ T A Qn -* + 720 ^ 

En particular Adams toma los cinco terminos escritos y 
con n = 4 calcula y r , partiendo de valores de la tabla [104-5], 
y luego qr, = hf{x rt ,yr t ), lo que permite agregar a la tabla 
[104-5] una nueva linea paralela a q.\, ..., A *q 0 . Entonces 
con [104-7] para n— 5 se halla y a y luego q« = hf(x 0 , y 0 ), lo 
que permite agregar otra linea a la tabla, etc. 


Ejemplo 1. Dada la ecuacion diferencial y' = x" + y~, tabular la so¬ 
lucion desde x» = 0 ; y„ = 0 hasta x = 0,6 con h = 0 , 1 . 

El desarrollo en serie es j/ = (l/3)£c s -f-(l/63)a3 7 -|-..., que para 
x o =0, Xi = 0,1, a; 3 = 0 , 2 , x a = 0,3, 0,4 da los valores de y 0 a y.,, los 

que sustituidos en q, = 0,1 (xf + y, 2 ) dan q a , q ,, qq n , q it Aplicando 
[104-7] resulta 2/5 y con el mismo proceso y u , y asi se obtiene: 


m 

Q) 

Xo 

= 0 

S 

Xi 

= 0,1 

s 

- 

X'j 

= 0,2 

in 

<b 

Xi, 

= 0,3 

O 

Xt 

= 0,4 

> 

Xi, 

0,5 


Xa 

0,6 


2/o=0 

2/i = 0,000 333 
2/* = 0,002 667 
2/a = 0,009 003 
2/, = 0,021 359 
2/o = 0,041 786 
//„ = 0,072 431 


q 0 = 0 

qi = 0,001 000 
q, = 0,004 001 
q n = 0,009 008 
q* = 0,016 046 
<7. = 0,025 175 


A 

A a 

1000 

3001 

2001 

5007 

2006 

7038 

2031 

9129 

2091 


A* A 4 

5 
25 
60 


20 

35 
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b ) En lugar de [104-6] podria tomarse 

J^f' + h qAx= C d(x n + rh)Ar , 

]/n+l Vn -1 h J Xn _ h J -1 

dan do 

2/«+i — Vn-x = 2g„ 4 

+ 2 -1- A'?„-,J_ + i V ( r + 1) ... ( r+t —!)<!»•• 

t = 1 

Para r = 5, resulta la formula dada por Nystrom : 

y n+ 1 = 2 /»-i 4 2g„ H- -y- ( & 2 Q»-* + A ^«- 3 + A ^ n ’ 4 + A5gn_B ) — 

— (a 4 <7„- 4 + 2A r ’</„_ 5 ) , 

mas comoda que la de Adams en los calculos. 

EJEMPLO 2. Aplicada la formula de Nystrom al ejemplo anterior 
para n = 5 resulta: 

y, = 0,021 359 + 2 .0,025 175 + (1/3) . 0,002 201 — (1/90) . 0,000 065 = 

= 0,072 442. 

3. Metodos de Runge y de Runge y Kutta. — El calculo di- 
recto de un reducido numero de terminos de la sene [104-4j, 
como se indico para el comienzo en el metodo de ADAMS, on e- 
ce en general inconvenientes por la creciente complicacion de 
las derivadas sucesivas -de i(x,y). Adernas, si f (a, y) se da 
por una tabla, resulta muy impreciso el calculo de derivadas 
de orden superior. C. Runge dio formulas que consisten en 
formar combinaciones de valores de f (x,y) en puntos adecua- 
dos para obtener sin derivaciones, expresiones cuyosi desairo- 
llos coincidan en sus primeros terminos con Ll^J- ^stas 
formulas fueron tan mejoradas por K. Heun y W. Kutta que 
podemos representar con cuatro valores de f(x,y) todos los 
terminos hasta el que contiene h' como factor. 

a) Primera formula de Runge. — La observation de que 
por ser g(x 4 h)-g(x) = hg'(x) + ***«"<€) es [g(x + h)-- 
— -g(x)]/h un valor aproximado de g'(x) eon error'(I) 
del orden de h, pero que [g(« 4 h )— g(x ■— h) ]/ (2h) da me- 
jor aproximacion, pues el error es h 2 g"'tt)/3., del orden de 
hr, conduce a pensar que el incremento 

ki = hf(Xo,y 0 ) 

del metodo de Euler (fig. 348) podria mejorarse con sdlo tomar 
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f en otro punto. Esto se logra con la primera formula de 
Runge : 

[104-8] k' = h . f (x 0 4 ih, y 0 4 if . h) 

cuyo significado geometrico es este: la tangente en A„ a la curva 
integral corta a la recta x = x 0 -\-\h en un punto A, (fig. 349) 
que tiene las coordenadas (# 0 4 ih, y Q -{-} 2 f.h) al cual corres- 
ponde una tangente; la paralela por A 0 determina en la recta 
x = x 0 4 h un punto que aproximadamente pertenece a la cur¬ 
va integral por A 0 , con error 0(/i 3 ). 



x 0 +h x 0 x 0 +h x 0 x 0 +h 


Fig. 848. Fig. 349. Fig. 350. 

En efecto, desarrollando por la formula de Taylor, resulta : 
= M4^ 2 (f«4frf) 4P 8 (f^4 2f„.f 4f„=.f 2 ) 4 ... 
desarrollo que coincide con [104-4] en los terminos h y h 2 , 
siendo el error de tercer orden. 

b) Segunda formula de Runge. — Calculense sucesiva- 
mente: 

k\ = f (x 0 , Vo) .h ; k, = f (x 0 4 K y 0 4 &i) . h ; 
k 3 = f (£o4 h, 2/o4 k->). h , 

es decir: se calcula el incremento por la formula de Euler; en 
el punto obtenido se aplica nuevamente, y otra vez en el mis- 
mo punto corregido con el nuevo incremento k 2 en vez del k x . 
El promedio 

k" = i(fci4 U z ) = %(i(xo,yo)+f(x 0 4 h, y 0 -\-k 2 )).h 

da un valor del mismo orden que el k', es decir, da exacta- 
mente los terminos primero y segundo del desarrollo. En 
efecto: 

k x = h. f 

lc 2 = h.i 4 h 2 (f x + f v .f) 4 i^ 3 (f^ 42 f^.f 4f^.f 2 ) 4 ... 
k 2 [f 4 h • f* 4 k 2 f y 4 i(fo 2 fa* 4 2,hk 2 f x ,j 4 k 2 2 f V 2) 4 • • • ] h = 
h . f 4 h 2 (f. 4 f„f ) 4 W <f* 4 2f„ . f 4 • P) 4 

4 h* (£, . f„ 4 . f) 4 ... 
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y el promedio de y k s es: 

k" = h.f + P 2 (f* + fi/.f) + P 3 (f** + 2 f w .f + f y =.f 2 ) + 

+ *fc“(f..fv+V.f) + ... 

que da un error de tercer orden; pero a nada conduciria ob- 
tener esta segunda formula del mismo orden que la mas sen- 
cilla k', si no fuera porque combinadas ambas, resulta otra de 
orden superior, dada por la expresion: 

[104-9] fc"' = (2 k' + k"):3. 

En efecto, los terminos comunes a k' y k", subsisten en k'" ; 
y los terminos de tercer grado producen este: 

h 3 (f> + 2f*„ . f + f +. f 2 + U . f„ + f* • f) : 6 

que coincide con el que aparece en el desarrollo [104-4]. Luego 
el error de k'" es de cuarto orden. 

Ejemplo 1. Aunque para funciones algebraicas es mas ventajoso el 
desarrollo en serie, he aqui un ejemplo para indicar la marcha del calcu- 
lo. Sea integrar y' = x a + 2/ a para x==y = 0 siendo h = 0,2. (Cfr. § 104-2, 
ejemplos 1 y 2). 

Puede adoptarse el siguiente esquema de calculo: 


X 

y 

f (x,y) 

hf(x, y) 

~kr 

h’ 

ho 

ho 



Vo 

Xo 

x 0 + hh 
Xo -j- h 
Xo -f h 

Vo 

Vo -f- hkl 
yo 4- fa 

Vo -j- ho 

i(xo, yo) 

f (£Co -f- ih, Vo + hki) 

f (a?o -j- h, y« + fa) 
f ( Xo -f- h, yo T ho) 

fa 

ho 

2 fa 

h" 

fa" 

2 h" 

3 fa" 

2/i = V + fa" 

0 

0,1 

0,2 

0,2 

0 

0 

0 

0,008 

0 

0,01 

0,04 

0,040 06 

0 

0,002 
0,008 
0,008 01 

0 

0,008 01 

0,004 * 

0,004 

0,002 67 

0,008 01 

0,008 

0,002 67 = 2/i(0,2) 

0,2 

0,3 

0,4 

0,4 

0,002 67 
0,006 67 
0,010 67 
0,034 69 

0,040 01 

0,090 04 

0,160 11 
0,16121 

0,008 
0,018 01 
0,03202 
0,032 24 

0,008 

0,032 24 

0,036 02 

0,020 12 

0,018 71 

0,040 24 

0,056 14 

0,021 38 = 2/ 2 (0,4) 

0,4 

0,5 

0,6 

0,6 

0,021 38 
0,037 42 
0,053 47 
0,093 95 

0,160 46 

0,251 4 

0,362 87 

0,368 85 

0,032 09 
0,050 28 
0,072 57 
0,073 77 

0,032 09 

0,073 77 

0,100 56 

0,052 93 

0,051 16 

0,105 86 

0,163 49 

0,072 6b = 2/. (0,0) 
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Mediante el desarrollo en serie (§ 104-1) se obtiene 

V = "T ** + ~k~ + -2§0r ** + ° (a;15) ’ °<*“> < 5.10- 7 , 

dando y (0,6)= 0,072 447 8. 

c) Formula de Runge y Kutta. — Desarrollando como an¬ 
tes en serie de Taylor se constata que un valor aproximado 
del incremento, con error e = O (h 5 ), lo da el promedio ponde- 
rado: 

[104-10] K = (Aq + 2k' + 2k™ + W) : 6 , 

siendo 

M04 m f kIV = M (*0 + $ h > y ° + W i 

L ■ J t = M(x 0 + h, y 0 +k™). 

Fr. Willers (citado en Cap. XII, nota III, 1) da (con sus notacio- 

nes) el siguiente esquema de calculo: 


X 

y 

f(x,y) 

hi (x,y) 


Vo 





fa 


||K3B 

Vo 

f (*o, 2/o) 

fa 

2 k' 

K 


Vo -f- hhi 

f (Xo -f- hh, y a 4" afa) 
f (*o T kh, yo £fa) 

h' 

2k” 

2/i = yo 4- K 


2/o + Ik' 

k” 

h v 


Vo -(- h lv 

f (xo -f- h, yo -]- fa v ) 

k v 

6K 


cco 4 ■ h 

2/i 

f (xo + h, 2 / 1 ) 

fa 



Xo 4- 3h/2 

2/i + hk, 

f (xo -f- 3/i/2, 2/1 4" hhi) 

h' 




Ejemplo 2. Apliquemos este procedimiento al mismo ejemplo ante¬ 
rior y' = x- -f y* para x 0 = y 0 =Q, siendo h = 0,2. Resulta: 


X 

y 

i(x,y) 

hi (x, y) 


Vo 

0 

0,1 

0,1 

0,2 

0 

0 

0,001 

0,002 

0 

0,01 

0,010 001 
0,040 004 

0 

0,002 

0,002 

0,008 001 

0 

0,004 
0,004 
0,008 001 

0,002 667 

0,016 001 

0,002 667 = 2/i(0,2) 

0,2 

0,3 

0,3 

0,4 





0,018 695 


0,021 362 = 2/ = (0,4) 

0,4 

0,6 

0.6 

0,0 

0,021 362 
0,037 408 
0,046 502 
0,071 704 

0,160 456 
0,251 4 
0,252 16 
0,365 16 



0,051 091 


0,072 463 = 2/,(0,0) 
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Nota. Una idea de la aproximacion lograda se obtiene repitiendo 
el calculo con amplitud doble 2 h. Como el error es del orden de h n y el 
numero de pasos se ha reducido a la mitad, el nuevo error e sera alre- 
dedor de 16 veces mayor. Hay que advertir que esto no permite acotar 
e, y menos aun calcularlo dividiendo por 15 la diferencia e —e. 

4. Teorema de existencia y unicidad. — a) Los tipos de 
ecuaciones diferenciales explicitas que hemos estudiado, nos 
hacen pensar que en condiciones muy generales sobre f(x,y) 
habra infinitas curvas integrales de [100-1] expresables en la 
forma y = <p(x, C), y que por cada punto (x 0 , Vo) pasa una y 
solo una, que resulta determinando C por y 0 = cp(^o, C). El si- 
guiente teorema da condiciones suficientes sobre f(x, y) para 
que esto ocurra. 

Teorema de existencia y unicidad. Si la funcion f (x,y) 
cumple en un dominio D, cerrado, acotado y convexo *, las si- 
guientes condiciones: 

ai) Es continua, y por lo tanto acotada, en D; 

a 2 ) Condicion de Lipschitz respecto de y: Existe un nu¬ 
mero K > 0 tal que para cada dos puntos de igual abscisa 
( x, y), {x, Y) en D es ** : 

[104-12] \f(x,y)—f(x,Y)\ ^ K 1 2 / — Y | ; 

entonces. por cada punto {x 0 ,yo) interior a D pasa una y solo 
una curva integral y = cp(x) de la ecuacion diferencial [104-1]. 

La demostracion resultara del lema b) con el que proba- 
remos en c) y d) la existencia y la unicidad como consecuen- 
cias de conclusiones “mas fuertes”, sobre la marcha de las cur¬ 
vas integrales de todo un con junto de ecuaciones diferenciales 
con segundo miembro poco diferente de i{x,y). 

b) Lema de aproximacion. — Si f (x,y) cumple a x y « 2 
y por un punto {x 0r y 0 ) de D pasan dos curvas y = <p(»), 
Y = i[>(a0 , tales que: 

Pi) <p(®) y i|»(a?) son dos funciones continues, con deriva- 
das acotadas y continuas salvo un numero finito de puntos 
donde pueden no existir; 

(L) cp(a;) y a|>(z) satisfacen la ecuacion diferencial [104-1] 
con errores £i(^) y £^( x) tales que | Ei | -f- | £ 2 1 ^ E > enton¬ 
ces es: 

[104-18] \y — Y| < — — 1). 


* Es dccir, con cada par de puntos, D contieno el seRmento que low une. 

** Eb dedr, es ucotadu en D la razdn do incrementoB respecto do )/. E*tu eundloldn 
Hu cumple en particular si exist." derivadu parciul t y ucotuda en I). 
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61 ) Basta demostrar [104-13] para curvas poligonales, pues hecho 
esto, dado p>0 existen (cfr. § 26, ejercicio 6 ) quebradas q(x) y Q(®) 
tales que | q — y |, |Q— Y |, | q' — y' |, | Q' — Y'| son <p y de la 
desigualdad [104-13] para las quebradas, resulta 

\y — Y I = ( eK | * —a:o I — 1) + 2p , 

y haciendo p —» 0 resulta [104-13]. 

&0 Supongamos entonces que y = q>(x) e Y = ip(a;) son quebradas; 
de a a y |3 a se obtiene 

[104-14] \y'~ Y' | ^ K\y — Y| + e. 

Poniendo u=\y — Y| resulta u' = ± (y' — Y'), salvo en un numero 
finito de puntos donde no existe y' 6 Y', 6 cambia de signo y — Y. 
Salvo en estos puntos resulta de [104-14] u' < Ku + e, de donde: 

D (e" K ® . u) — e- Kx (u' — Ku) < ee- K ". 

Integrando de *0 a x > x Q y observando que u(* o )=0, resulta 
e~ Kx .u ^ (e/K) (e' K, o— e~ Kx ) , 

y de aqui [104-13]. 

Si es x < x n basta integrar de a: a £c 0 , lo que permuta x con x a y 
subsiste [104-13]. 

c) Teorema fuerte de existencia. — Si f (x,y) cumple 
«i y a 2 , para cada e > 0 existe una quebrada y = cp £ (x) que 
pasa por (x 0 , y 0 ) y verifica la ecuacion diferencial [104-1] 
salvo un error io(x) de modulo < e. Si e-» 0, cp e (x) tiende 
uniformemente hacia una integral <p(a) de [104-1], que pasa 
por (x 0 , 2 / 0 ). 

Ci) Por ai la oscilacion de i(x,y) es < e en todo circulo de radio 
<5 = 8 (e) contenido en D, y entonces toda quebrada de Euler (§ 100-3) 
de lados <8 cumple las condiciones exigidas a cp e (x). 

C 2 ) Si e —»0, en virtud de [104-13] las funciones cp e (x) tienden 
unif ormemente hacia un limite cp(a). 

c 3 ) Integrando Dcp e («) = f[a:, cp e (x) ] + to (x) resulta 
Te (x) — 3/o= I Te ) + to [da: , 

Ux 0 

y para e —> 0 sera por c 2 y | to | < e: 

cp(a:)= 2/0 + j f[x, cp(a:)]d» , 

d(» donde: 

tp(a;o) = y 0 y cp'(cc) = f[a;, cp(cc)]. 

<l) Teorema fuerte de unicidad. — La integral cp(a) del 
Irorenia anterior es la unica en D que pasa por (x 0 ,yo). Toda 
funcion y i|j(oO que verifique [104-1] con error de modulo 
un nor qua 1 , difiere de rp(a’) en menos de (e/K) (e K \ x ~ “J — 1), 
11 yor consigwiente tan poco como se quiera con tal de tomar e 
ini.ficicnlcnictitc pequeno. 
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La segunda parte resulta de b con 8i = 0. De ella resulta la unicidad. 

Notas: 1. Depcndencia respecto de parametros. Si f (x, y). contiene 
uno o mas parametros: f(x,y,Xi, ...,X n ), de los cuales es funcion conti- 
nua en el punto Xi = ta = . ..=A*=0, y ademas f (*, y, 0, ..0) rum¬ 
ple o.i y a 2 , los teoremas anteriores implican que la curva integral de 
[104-1] por (xo,y») sera funcion continua de esos parametros en ^.,- = 0. 
Esta propiedad de las soluciones se extiende facilmente a un dominio de 
variacion de los parametros. Fue estudiada por Poincare ( Les nouvelles 
methodes de la mecanique celeste, 1892) y es fundamental para las apli- 
caciones, pues en la practica solo se tienen valores aproximados de las 
constantes numericas que figuran en la ecuacion. 

2. Otras demostraciones del teorema de existencia y unicidad. La 
demostracion dada en el texto siguiendo a ValliSe POUSSIN, sigue las 
lineas del metodo de Cauchy - Lipschitz, que es un perfeccionannento 
de un teorema de existencia dado por Cauchy*, quien exigia la conti- 
nuidad de f„(x, y). 

Para el intervalo (x„, as) la quebrada de Euler correspondiente a 
la particion x 0 < x a < ... < x n -i < x, conduce en x al valor: 

y n = 2 /o + f(x 0 ,yo)(xi— x„) + ... 4- f (,Xn-i> y n -i) {x — x n -i). 

Esta suma presenta mucha analogia con la correspondiente a la de- 
finicion de Cauchy de la integral (§ 48-3). Una demostracion debida a 
Goursat consiste en generalizarla de modo que muestre la mayor analo¬ 
gia posible con la definicion mas general (§49) de Riemann (Goursat, 
citado en Cap. VI, nota VI, 5; t. 2, 7^ ed., pag. 401; Ince, citado en 
Cap. XXVII, nota IV, 3; pag. 76). . , , 

Una demostracion totalmente distmta es la basada en el metodo de 
aproximaciones sucesivas de Picard, que consiste en formar la sucesion 
de funciones: 

y^x) = y 0 + f f(x,y 0 )dx , y 2 (x) = y<> 4- j f[&>yi(x)]dx , 

Jx n 

. .., y„(x) = J/o + , •••• 

J x a 

Se demuestra que si f (x, y) cumple las condiciones dadas en a, esta 
sucesion converge uniformemente hacia una funcion y (x) que verifica. 

y(a5)=2/«+ | *f[*,y(*)]d» , . 

y en consecuencia en un entorno suficientemente pequeno de Xo es solu- 
cion de [104-1], y que es la unica por (*o,j/o). Por el teorema de unici¬ 
dad, la solucion dada por este metodo coincidira con la construida en c, 
pero el metodo de Cauchy - Lipschitz tiene sobre el de Picard la ven- 
taja de que permite construir la solucion en todo intervalo finito donde 
esta es continua. (Ver Goursat, citado en Cap. VI, nota VI, 5; t. 2, 7- ed., 
pag. 407). 

3. Otros teoremas de existencia y unicidad. La condicion de Lips¬ 
chitz es superflua para el teorema de existencia. Con la unica hipotesis 
de la continuidad de i{x,y) ha probado Arzela que [104-1] admite al 

* El metodo basado en la consideraeidn de las quebradas de Euler, dado por CAUCHY 
en sus lecciones de la Ecole Polytechnique entre 1820 y 1830, est'a resumido en una 
memoria litografiada en Praga en 183B, y publicado en forma mils complcta por su 
discipulo F. N. M. Moigno (Lemons de Calcul, 2, 1844, p. 385, 513), pero la CHencia 
del metodo se remonta a Euler (Inst. Calc. Int., 1, 1768, p. 403). Do alii el nombro dado 
en § 100-3. 
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menos una solucion por (x 0 ,y 0 ). Una demostracion de Montel (These, 
1907), que utiliza las quebradas de Euler, puede verse en Valiron (ci¬ 
tado en Cap. VI, nota VI, 5), II, pag. 326. 

Por otra parte, debe imponerse la condicion de Lipschitz u otra 
similar para asegurar la unicidad. En efecto, basta considerar la ecua¬ 
cion diferencial y' = -f V| y \ en el punto x 0 = t/o = 0 donde es continuo 
su segundo miembro y por el que pasan sin embargo las dos soluciones 
y = 0 e y = x\x\lA. 

W. F. Osgood ( Monatshefte Math. Phys., 9, 1898) ha colocado el 
problema sobre una base firme probando que si f(x, y) es continua en 
un entorno de (x 0 , yd), existe en general un haz de curvas integrates por 
(xo, ?/<.), comprendidas entre dos extremos ?/ = <]>i(x), y = <I>a(x). La uni¬ 
cidad equivale a c]>i(x) = cp 2 (x), y para esto una condicion suficiente es: 

[104-15] | f (x, y) — f (x, Y) | < co(\y — Y\) , 

siendo 01 ( 7 . 1 ) una funcion continua, >0 para u > 0, solo nula si u — Q, 
y tal que para e > 0 haga divergence la integral 

d u 

Jo <»(«) 

Funciones con estas condiciones son: 

Km , Kit In (1/tt) , KMln(l/M)lnln(l/w) , ... ; 

la primera da la condicion de Lipschitz, las demas, otras condiciones mas 
generales. 

Mas recientes son los teoremas de unicidad de NAGUMO ( Japanese 
Journal of Math., 3, 1926) y Perron (Math. Annalen, 95, 1926; Math. 
Zeitsclirift, 28, 1928); ver Kamke (citado en Cap. XXVII, nota IV, 2), 
pags. 97-100 y 139. 

5. Dependencia de las condiciones iniciales. — Supongamos que el se¬ 
gundo miembro de 

[104-16] y' = f (x, y) 

cumple las condiciones de § 104-4, a. Indicando con 
[104-17] y - F (x, yd) 

la solucion que para x = x n toma el valor y — yo, nos proponemos de- 
mostrar: a) Que esta solucion es funcion continua de y 0 , y b) Que en 
ciertas condiciones es derivable respecto de y 0 . 

a) El incremento Ay = F (x, y<> + A?/o)—F (x,y„) de [104-17] corres¬ 
pondiente al incremento A de y 0 , verifica 

I Ay | < I Ayo |e K l*"®o| , 

y en consecuencia y es funcion continua de y 0 . 

La funcion 

z = z(x) = y + Ay — Ay° 
es tal que z(x 0 )=y<>, y por ser 

z'(x) = (y + Ay)' = i(x,y + Ay) =f(x,z + AVo) , 
verifica [104-16] con error de modulo: 

I f (x, z + A?/<>) — f (x, z) | < K | Ay» |. 

Ser A entonces en virtud de [104-13] con e = K | A?/o | 

I * — V | = | A?/ — Al/-1 < I AU« | (e K |*"*o| — 1) , 

I AH | < | A?/ — A?/» I + I A?/o | < I AV/t* *o|. 
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§ 104 -5 


b) Si f (x, y) es continua en el dominio D, y admite una derivada f„ 
en D, la fmicion y — F{x, yo) admite una derivada parcial respecto a y c , 
que es continua y no se anula en D. 

Tanto y como y + AV verifican [104-16], por lo que se tiene: 

/ Ay \' _ i(x,y + A y) — f(x,y) * 

\ Al/o / ~ AJ/o 

Por a es Ay/AVo acotado, y entonces el segundo miembro es para 
Ay« —> 0 infinitamente proximo a 

df A V 
Vy A?y« ’ 

y entonces (§ 104-4, b) Av/Ayo, que tiene valor inicial 1, sera infinita¬ 
mente proximo a la solucion de 

, df 

[104-18] u — ~ — . u , 

L °y 

con igual valor inicial. Pero es 

u = lim F(k, 2 /a) , 

Aj/„ > 0 A2/0 °V O 

y mediante separacion de variables resulta de [104-18]: 

g j x Jf_ dx 

D In u = u = F (x,y 0 ) = e Xo <>y 

oy oy 0 

lo que demuestra el teorema. 


EJERCICIOS 


1. Obtener la solucion en sei-ie y expresarla en terminos finitos: 

a) y' = xy siendo y = 1 para x = 0; 

b) y' = y -f 2x siendo y — 0 para *=0. 

2. Resolver por desarrollo en serie y' = 1 -f y a sien do y = 0 para 
x — 0, y obtener de alii el desarrollo de tg x hasta x\ 

3. Por el metodo de Adams tabular la solucion particular de 
y' = (y—-x)/(y + x) por P(0;1), entre x — 0 y x = 0,2, con h = 0,02 
y seis decimales. [Resuelto en Whittaker y Robinson (citado en Cap. 
X, nota V, 4), pag. 366]. 

4. Aplicar dos pasos del metodo de Runge y Kutta a la ecuacion 
y' = ( —4 y/x)-\-x 2 y a partiendo de x 0 — yo = l, con h — 0,1. [Resuelto en 
Willers (citado en Cap. XII, nota III, 1), pag. 95]. 

5. Probar en el caso en que f (x,y) depende solo de x, que el error 
en el metodo de Runge y Kutta es O (h a ), demostrando que la cxpresion 
de K es en tal caso la de la formula de Simpson (§ 57-3, b). 

6 . Probar que si f (x,y) cumple cti) y a=) de § 104-4, a), puede 
construir.se una quebrada de Euler (§ 100-3) que aproxime a la curva 
integral con cota de error prefijada 8 > 0. 

7. Del teorema de § 104-5, b, deducir que, en las condicioncs del 
mismo, la integral y = F («,?/«) puede resolverse respecto de j/„, como fun- 
cidn diferenciable de x 6 y. 


C. XXVI -I 


NOTAS AL CAPITULO XXVI 


1. Soluciones singulares. — 1. Generalidades. — La ecuacion de Clai- 
RAUT (§ 102-3, c) nos ha dado un ejemplo caracteristico en que por un 
mismo punto pasa mas de una curva integral. Mas precisamente: por 
todo punto P por donde pasa una curva integral pasan infinitas, si se 
tiene presente que un arco de la envolvente de rectas soluciones, y las 
semirrectas tangentes en sus extremos, fox-man una curva integral. Si P 
no pertenece a la envolvente, existe un entorno de el, donde todas esas 
curvas coinciden y hay unicidad (§ 104-4), pei-o no asi si P pertenece a 
la envolvente. 

No siempre la ecuacion diferencial 
[XXVI-1] cp(x,y,y') = 0 

puede llevarse, despejando y’, a la forma explicita y' = f(x,y). Supon- 
dremos que q> (x,y, p) es continua y uniforme conjuntamente con sus de- 
rivadas parciales primeras y segundas, en un recinto G del espacio 
( x,y,p) de elementos lineales, que contenga un trozo S de la superficie 
<p(x, y, p) = 0. 

Si (xo, y«, Pa) es un punto (elemento inicial) de S para el cual 

^cp 

(Xo, 2/0, Po) 7^ 0 , 

existe (§ 67-4) una unica funcion p = f(x,y) continua y uniforme en 
un cierto contorno de (* 0 , y 0 ) y para la cual 

f(x 0 ,2/«) = 2 A> , cplx,y,f(x,y)'] = 0. 

En este entorno, el haz de curvas F(x,y)=C, solucion de y' = f (x, y) , 
verifica tambien [XXVI-1]. 

La recta x = x<>, y = y„, (p cualquiera), puede cortar a S en va- 
rios puntos; si en todos se verifica la condicion Scp/Opy^O, para cada 
uno se tiene un haz de curvas V k (x,y)=G, (/c = 1,2,...), solucion de 
[XXVI-1]. Si hay un numero finito de intersecciones, la solucion gene¬ 
ral de [XXVI-1] en el entorno de (x<,,ya) puede escribirse en la forma: 

[Pi(*,»)—C].[F,(*,»)—C] ... [F.(*,i/)—C] = 0. 

2. Curva discriminate de la ecuacion. — Un papel especial jueg-an 
los puntos de S para los cuales 2<p/3 p 0. fistos son los puntos de G 
[o del espacio (x , y, p) ] pertenecientes a la curva interseccion de las 
superficies 

[XXVI-2] <p(*,2/, p) = 0 ; -~cp(x,y,p) = 0. 

La proyeccion D(o;, y) = 0 de esta curva sobre el piano ( x,y ) se 
llama cp -discriminate o p-discriminante o curva discriminate de la ecua- 
cion [XXVI-1]. En mucho-s casos puede obtenerse esta curva discrimi- 
nante por eliminaeion de p entre las ecuaciones [XXVI-2], por ejemplo en 
el entorno de un elemento lineal de [XXVI-1] pax-a el cual 3 2 cp/3p 2 0, 
l>ucs entonces se despeja p de la segunda [XXVI-1] y se reemplaza en 
la primera. 

Los elementos lineales ( x,y,p) que verifican ambas ecuaciones 
| XXVI-2] se llaman elementos lineales singulares*; por tanto la curva 

* Aunqiic oh tn dofinicion cs m;'is c6moda para un primer estudio, debe seiialarse 
line id ejemplo (p(x,y.v) (V — x) 2 — 0 mucstra que los elementos lineales (x.y.p) 
run |i .r, quo verifican |XXV1-2|, cumplen no obstante las condicioncs de exintencin y 
unli'ldud (S 104-4) y no correHponderia Hofiiilni'liis como siniiUlarOB. V6ase Kamkm (citado 
on Cap. X XVII, nota IV. 2). pAffi, 110 y 117. 
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discriminante es el lugar de los puntos (x, y) sostenes de elementos li- 
neales singulares. 

Ejemplos: 1. xy’ = y. Los elementos lineales singulares son x — 0, 
y = 0, p cualquiera. La curva discriminante se reduce al unico punto 
(0,0) por donde pasan todas las curvas integrales y = Cx. 

2. En x-y'^ — y- los elemen tos lineales singulares son (x, 0,0), 
(0, y, oo) formando la curva discriminante xy = 0, incluida en la inte¬ 
gral general de la ecuacion dada. 

3. En y' 3 = x" los elementos lineales singulares son x = 0, y cual¬ 
quiera, p = 0. La curva discriminante es entonces el e;je y. Las curvas 

integrales son y = hx 2 C, y = — lx~ + C y las y = ± a* 3 sg x + C 
formadas por arcos de las anteriores. Por cada punto de la curva dis¬ 
criminante pasan cuatro curvas integrales. 

4. En y"- = 4y los elementos lineales singulares son (a;, 0, 0) y en¬ 
tonces la curva discriminante es y = 0 (eje x), que es tambien curva 

integral, y envolvcnte de las otras curvas integrales y = {x- f C) 2 . 

5. En la ecuacion cp = (y' — xy) (y'— y 2 ) = 0 de § 102-1, ejemplo 2, 
reemplazando el valor de y' sacado de 3<p/3y' = y' — y(x -f y) = 9, se ob- 
tiene la curva discriminante 

[ly{x + y)— xy] . [ly(x + y)— y 2 ] = (y 2 — xy) (xy — y 2 )/4 = 0 

que se desdobla en las rectas y = 0 e y = x. La primera es solucion de 
la ecuacion diferencial y esta comprendida en la expresion (§ 102-1, ej. 2) 
de la solucion general. La segunda no satisface a la ecuacion. 

6. En la ecuacion cp = x V1 + p*— V = 0 de § 102-2, ejemplo 1, con 
solucion general alii hallada x~ + (y — C) 9 = l, la relacion 


3cp _ xy 
d P VI + p 2 


1 = 0 da a; 



que reemplazado en cp = 0 da 1/p = 0, y como x = (l/p) a + 1 resulta. el 
cp-discriminanie x = ± 1. Estas dos rectas son soluciones de la ecuacion 
diferencial, pues ticnen en cada punto la pendiente del elemento lineal 
singular p = oo. Observese que constituyen la envoivente del haz de cir- 
cunferencias solucion general. 


3. Soluciones singulares. — Llamaremos solucion Singular a una 
solucion cuyos elementos lineales scan todos singulares. Como. los. puntos 
sostenes de elementos lineales singulares son los de la curva discriminan¬ 
te, toda solucion singular esta formada por arcos de esa curva. Los 
ejemplos anteriores prueban que la curva discriminante puede no ser 
solucion (ej. 3), o ser solucion singular (ejs. 4 y G) o tener una parte 
solucion singular (ej. 5). El ejemplo 5 muestra ademas que una solu¬ 
cion singular puede estar comprendida en la solucion general. Para que 
la curva discriminante, o un arco de ella, sea solucion singular, se nece- 
sario y suficiente que el elemento lineal singular en cada punto, sea. tan- 
gente al arco. Veamos como se expresa analiticamente esta condicion. 
Derivando respecto de x la primer ecuacion [XXVI-2] y teniendo en cucn- 
ta la segunda resulta 


[XXVI-3] 


Sep 3cp dy 

dx dy dx 


Pero dy/dx es la pendiente de la curva; para que esta sea solu¬ 
cion singular, debe coincidir con la pendiente p del elemento singular on 
el punto. Entonces 
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[XXVI-4] 


a s d 

-— cp (X,y,p) + 
ox oy 


T (x,y,p) . p = 0 


y se tienen, para la determinacion de las soluciones singulares, las tres 
ecuaciones [XXVI-2] y [XXVI-4]. 

Reciprocamente, si a cada punto de una curva se puede asociar un 
valor del parametro p de modo que se verifiquen [XXVI-2] y [XXVI-4], 
la curva sera seguramente solucion singular si en ella es 


[XXVI-5] 


cp (x,y,p) 0. 


En efecto, de [XXVI-3] y [XXVI-4] resulta 

y por [XXVI-5], dy/dx = p, que reemplazado en la primera [XXVI-2] 
muestra que la curva es solucion, singular en virtud de la segunda 

[XXVI-2]. 

En general, la curva discriminante no es solucion singular, pues en 
ella no se verificara en general [XXVI-4]. Es interesante observar que 
esta curva puede ser tambien solucion no singular, pues para cada punto, 
ademas de el o los elementos singulares, puecle haber otros no singulares, 
y ser la curva tangente a uno de estos. 

Ejemplo 7. La ecuacion diferencial (y"~ — x + y) (y' — 1)=0 tiene 
por curva discriminante D(x,y)=0 la 4(x — y) (y — x + l) 2 = 0 que da 
por solucion singular y = x — 1, mientras que la recta y — x es solucion 
no singular, aunque sobre ella se den los elementos lineales singulares 
x = y, p = 0. 

4. Soluciones singulares y envolventes. — La ecuacion de Clairaut 
(§ 102-3, c) y los ejemplos 3, 4 y 6 por una parte, y cl ejemplo 5 por 
otra, prueban que la solucion singular puede ser envolvente del haz solu¬ 
cion general, y puede tambien no serlo. Probaremos que cuando la en¬ 
volvente existe, forma parte de la solucion singular. 

a) Toda envolvente del haz 4 >(x, y, C)=0 solucion general, es tam¬ 
bien solucion de [XXVI-1], como vimos en § 100-4, b. Mas generalmente, 
la curva A (x,y)= 0 que resulta de eliminar C entre 


[XXVI-6] 4»(x,y, C) = 0 


<b (x, y, C) = 0 


que llamaremos cf >-discriminante o curva discriminante de la solucion ge¬ 
neral, y contiene a la envolvente (§ 74-1, teor. 1), satisface a la ecuacion 
diferencial [XXVI-1] salvo eventualmente en los puntos donde 

r , T , rTTT 3<f> 3 <t> , 3 2 <b 

[XXVI-7] = 0 o = 0. 

En efecto, en cada punto de /\(x,y) = 0 coinciden las tangentes a 
esta curva y a la del haz <j> = 0 por el (§ 74-1, b). 

b) Las soluciones de [XXVI-1] contenidas en el discriminante 
A(x, y) = 0, pertenecen tambien al cp-discriminante, es decir, son solucio- 
nes singulares. 

Por un punto (x<,,y«) de la curva A(*,y) = 0 pasa una curva 
'l>(*» V, Co) = 0 del haz, y como ambas son soluciones de [XXVI-1] se 
tiene: 


<p. + <Pv • v' + tvj/'a = 0 > tp® + • y' 4- qv y" (l , = o , 

indicando con y"^ e y" las derivadas segundas d"y/dx 2 sobre una u 
otra curva. llustando resulta, en cl punto (xo, Vo): 
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y si no coinciden los valores de las derivadas segundas, resulta en (x<,, y <>): 
dq>/dy' — 0. 

A1 mismo resultado se llega devivando n — 1 veces [XXVI-1] si coin¬ 
ciden las derivadas 2 a! % 3“s (n — l)-esimas en y 0 ), y difieren 
las w-esimas. 

c) Si la integral general se da en forma parametrica, su curva dis- 
criminante se haila por el metodo ya estudiado en § 74-1, nota 3, para 
este caso. 

Ejemplo 8 . La integral general de la ecuacion de Lagrange (§ 102-3, 
b) tiene la forma (§ 101-4, nota 1) : 

x = x,(p) + Cxa(p) , y = y i(p) 4- Cy a (p) , 

donde 

y i(p) = Xi(p)a(p) + (J(p) ; ys(p) = x a (p)a(p). 

Eliminando p y C entre las anteriores y la 

dx dx 

l P + Cas'd — X..(y\ + Cy'a) = 0 

°y d v 

dp dc 

se obtiene como solucion singular de la ecuacion de Lagrange: 

Ihx 'i — _ x — xi _ y — i/i 

Xiy't — y t x’i ~~ x-x ~ y a 


CAPlTULO XXVII 


ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR Y 
SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES 
ORDIN ARIAS 


§ 105. CONCEPTOS FUNDAMENTALES. EXISTENCIA Y UNICIDAD 

DE LA SOLUCION 

1. Ecuacion diferencial de una familia de curvas. — Vimos 
(§ 100-2) que una ecuacion diferencial de primer orden repre- 
senta geometricamente un campo de direcciones en el piano 
(*, y). Para una ecuacion de orden superior al primero, el sig- 
nificado geometrico no es tan simple. 

Ejemplo 1. La ecuacion de segundo orden 
[105-1] y" = f(x,y,y') 

indica que para cada terna de valores (x,y,y') hay un valor para y". 
Luego por cada punto (x, y) pasan infinitas curvas, una en cada direc- 
cion (segun el valor dado a y'), y en cada una queda determinado el 
sentido de la concavidad y la curvatura, que se calcula mediante el va¬ 
lor y" que resulta de [105-1]. 

En cambio podemos formarnos una idea clara de la multi- 
plicidad de curvas que constituyen la solucion general de una 
ecuacion de orden n recordando que en el caso de una ecua¬ 
cion de primer orden es un haz de curvas, y que reciproca- 
mente (§ 100-4, a) dado un haz de curvas 

[105-2J *(x,y, C) = 0 

derivando respecto de x y eliminando luego el parametro, se 
obtiene la ecuacion diferencial del haz 

[105-3i] <p(x,V,V') = 0. 

Bajo este aspecto el problema se generaliza facilmente a 
ecuaciones diferenciales de orden superior al primero. 

Sea una familia de curvas 

[105-2,,] y, Ci, ..., C„) = 0 , 

donde <i> es una funcion n veces diferenciable respecto de las 
variables x, y, y ademas continue respecto de los n parametros 
Hiipuestos (iiniintoR, escncmlea o independientes, cs decir, la fa- 
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milia no esta comprendida en otra de menor numero de para- 
metros y, A u . ..,Av)=0, v < n, siendo ^ tambien con- 
tinua (ver ej. 4 y notas 1, 2). 

Entonces, si se deriva [105-2,,] respecto de x, n veces, y se 
eliminan luego los n parametros entre las n +1 ecuaciones, 
se llega a una ecuacion diferencial de orden n: 

[105-3,,] cp (x, y, y', . .., y w ) = 0. 

Un razonamiento analogo al de § 100-4, a, prueba que esta 
ecuacion diferencial se verifica para todas las curvas de la fa- 
milia [105-2,,] y por esta razon se llama ecuacion diferencial 
de la familia. 

Veremos (§ 105-4) que reciprocamente, dada una ecuacion 
diferencial [105-3„], de orden n, su solucion general [105-2,,] 
contiene n constantes arbitrarias. 

Ejempi.os: 2. La familia de todas las rectas del piano: y = Cia; + C-, 
no paralelas al eie y, tiene dos parametros. Por consiguiente, su ecuacion 
diferencial sera de segundo orden. Derivando dos veces se obtiene y'= Cq 
y" = 0. Como esta ultima ecuacion no contiene ninguno de los parame¬ 
tros, es ya la ecuacion diferencial de la familia. 

3. La ecuacion: x- + y 2 + 2Aas-f 2By -f- C = 0, representa la familia 
con tres parametros de todas las circunferencias del piano. Derivando 
tres veces se obtiene: 

-h yy' + A + By' = 0 ; 1 + v'" 4- w” 4- By" = 0 ; 

3 y'y" 4- yy’" + W" = o , 

y eliminando B entre las dos ultimas se llega a la ecuacion diferencial 
de tercer orden 

y"'(l + y' 2 ) — 3 y'y " 2 = 0. 

4. De y=Cie ‘ ttC 2 resulta la ecuacion de -primer orden y' — y. Elio 
se debe a que los parametros no son independientes, como se ve escri- 
biendo la familia en la forma 

y = Cie° 2 e® = Ae x . 

Notas: 1. La continuidad de respecto de Ci, ...7 C,, es esencial 
para que tenga sentido hablar de numero de parametros en [105-2,,], 
pues si se prescinde de la continuidad pueden definirse correspondencias 
biunivocas entre con juntos de diferente numero de dimensiones (cfr. Cap. 
II, nota II). 

2. Si se deriva sucesivamente n — 1 veces [105-2,,], esta y las nue- 
vas ecuaciones obtenidas forman un sistema de n ecuaciones entre los n 
parametros y x, y, y', ..., y <B-1) . Se dice que los n parametros son dis- 
tintos, esenciales o independientes si no se pueden eliminar los n para¬ 
metros entre las n ecuaciones anteriores, es decir, si no puede deducirse 
de ellas una relacion que ligue x, y, y', . .., y (n ~ 1> sin intervencion de los 
parametros. En § 68-2 y 3 se han estudiado condiciones suficientes para 
que los n parametros sean “distintos” y queden determinados para va- 
lores arbitrarios de x, y, y', ..., y (a ' 1) . 

3. Si a partir de [105-2„], despues de cada derivacion se olimina 
una de las constantes, las relaciones obtenidas, a partir de la ecuacion 
diferencial [105-3,,] en orden inverso, constituyen las integrates : primera 
(con derivadas hasta y ln_1) y una constante), segunda, .... n-esma o 
general [105-2,,]. 
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2. Reduccion a un sistema de ecuaciones de primer orden. — 
Introduciendo en [105-1] y' = z como nueva funcion incognita, 
vemos que [105-1] equivale al sistema (§ 100-1, c) 

y'= z ; z' = f (x, y, z ). X' 

Analogamente una ecuacion diferencial de orden n 
[105-4] = f(x, y, y\ . 

se reduce, introduciendo las funciones incognitas 
[105-5] y f = z ; y" = t ; ... ; y^ = wX 

al sistema de n ecuaciones de primer orden x.. 

[105-5'] y' = z ; z' = t ; ... ; v' = w ; 

w' = f (x, y,z, ..., w). 

Esta observacion trivial es muy util, pues con ella toda pro- 
piedad relativa a un sistema 

[105-6] y' = i x (x, y, ..w ); ...; w' = f w (x, y, z,..., w), 

particularizada al sistema especial [105-5'] se traduce en una 
propiedad de la ecuacion de orden n [105-4]. 

Veremos en § 105-3 como el teorema de existencia y uni- 
cidad se generaliza para sistemas de la forma [105-6], llama- 
dos normales por aparecer la derivada de cada funcion incog¬ 
nita en funcion de estas y de la variable independiente. Este 
resultado se aplica en § 105-4 a una ecuacion de orden n 
[105-4] en forma normal, o sea, resuelta en la derivada de 
orden mayor. 

3. Teorema de existencia y unicidad para sistemas. — El 
teorema de existencia y unicidad para una ecuacion de primer 
orden (§ 104-4, a) se generaliza para un sistema normal 
[105-6]. Para ello es conveniente la siguiente definicion: Di- 
remos que la funcion i{x,y,z, . .., w) verifica la condicion de 
Lipsciiitz respecto de las variables y, z, ..., iv, en un dominio 
D del espacio (x, y, z, ..iv), si existe un numero K > 0 tal 
que para cada dos puntos de D con igual abscisa x, se tenga : 

[105-7] \i(x,y,z, .. .,w )— f (x, Y. Z, . .., W) | < 

< K(| y — Y | + \ z — Z| + + \ w — W|). 

Teorema de existencia y unicidad. — Si las funciones 
i lt . .., i n , de [105-6], cumplen en un dominio D, cerrado, aco- 
tado y convexo, las siguientes condiciones : 

cti) S on continuas y por tanto acotadas, en D; 

a->) Verifican la condicion de Lipschitz [105-7]; 
entonces, por cada punto (xo,yo>Zo, • • •, w 0 ) interior a D, pasa 
una y s6lo una “curva integral ” del sistema [105-6], dada por 
n funciones 
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[105-8] y = Fr(x) ; z = F 2 (ai) ; ... ; w = F n (x), 

tales que 

[105-8 0 ] Vo = FiM ; za = F 2 (^„) ; ... ; w 0 = F„(aj 0 ). 

La demostracion se hace como en el caso de una ecuacion 
de primer orden, por generalization de los teoremas de § 104-4, 
lo que no ofrece dificultades. 

El conjunto de funciones [105-8] constituye una solution 
del sistema, la que resulta univocamente determinada por las 
condiciones iniciales [105-8 0 ]. 

Tambien se generalizan facilmente a sistemas normales de primer 
orden, los teoremas sobre dependencia respecto de las condiciones inicia¬ 
les (§ 104-5 y § 104, ej. 7). Ver, por ejemplo, Vallee Poussin (citado 
en cap. VI, nota VI, 4), vol. II; 6^ ed., pag. 144 a 149. 

4. Aplicacion a las ecuaciones de orden n. — Referida al 
sistema [105-5'], la existencia y unicidad de la solution [105-8] 
que pasa por un punto (#o, Vn, z„, ..., w 0 ), se demuestra en 
virtud de las sustituciones [105-5] el siguiente teorema: 

Teorema de existencia y unicidad. — Si la funcion 
f(x,y,z, ..., tv) cumple las condiciones a x y a-> del teorema de 
§ 105-3 en un dominio D, cerrado, acotado y convexo, entonces 
existe y es unica la solucion de la ecuacion normal [105-4]: 

y {n) = • , 

que verifique las condiciones iniciales: 

[105-9] y = y 0 ; y' = z 0 ; ... ; y {n ~ r) = iv 0 , 

para x = x 0 . 

Como vemos, deben imponerse n condiciones iniciales, para 
determinar la curva integral, al prefijar los valores de la fun¬ 
cion y de sus n — 1 primeras derivadas en un punto. Con es- 
tas n condiciones iniciales se determinan las n constantes de 
la solucion general [105-2„], obteniendose asi una solucion par¬ 
ticular. 

Ejemplo. Si se conoce la aceleracion de un punto de funcion del 
tiempo s”=za(t), no queda determinada la ley del movimiento, pero si, 
dando ademas la posicion s 0 y la velocidad v 0 del punto, en el instante 
inicial t=0, pues resulta: 
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Ejercicios 

1. Ecuaciones diferenciales de las familias con tres parametros: 
a) Parabolas de eje “vertical”: y = Cxa a + CtX -f C 3 ; b) Parabolas de 
eje “horizontal”: (y — Ci) 2 =2Ca(* — C 3 ). 

2. Hallar la ecuacion diferencial de todas las circunferencias de ra¬ 
dio 1 e interpretarla geometricamente. 

3. Ecuacion diferencial: l'-’) De las circunferencias (x — a) a + 
+ (y — b)- = r-; 29) De las conicas homofocales 

= i 

a- + c b- + c 
(a y b constantes, c parametro). 

4. Siendo y = ax + b ± Vj>£C 3 + 2 qx + r la ecuacion general de las 
conicas, probar que su ecuacion diferencial es (y"‘ 2 / a )'" = 0, y que para 
las parabolas (p = 0), la ecuacion se reduce al cuarto orden: (y"' 2 / 3 )" = 0. 


§ 106. Tipos especiales. IntegraciOn o reduccion 

1 . Ecuaciones donde falta la funcion o la variable. — a) Fal¬ 
ia y. — La ecuacion de orden n: 

[106-1] cp {x,y',y", . . .,?/<“>) = 0 

donde falta la funcion incognita y, se transforma en otra de 
orden n — 1 en la nueva funcion incognita y' — p: 

[106-2] tp (x, p, p', . . ., ) = 0. 

Si puede integrarse esta ecuacion de orden menor, se ob- 
tiene una relacion 

[106-3] n(x,p) = Q 

[integral (n — l)-esima de [106-1], § 105-1, nota 3], que por 
ser p = y' es una ecuacion de primer orden donde falta y 
(§ 102-2, a), que integrada resuelve el problema. 

EjemploS: 1. y" + y'.tgx — £ sen 2a; = 0. La ecuacion en p es 
lineal de primer orden, y tiene por solucion (§ 101-4) : 

p — Ci cos x — cos 2 x . 

De aqui resulta: 

y = fpdx — Ci sen x — lx — I sen 2x -f C 2 . 

2. Problema “de la lluvia”. Hallar la ley del movimiento de una 
go la (do masa m) que cae desde el reposo, suponiendo que la resistencia 
del a ire sea proporcional a la velocidad. 

Sobre la gota actua la fuerza m.g hacia abajo (sentido en que me- 
dimo:, el ospacio s) y una fuerza Icv = ks' hacia arriba. La ecuacion de 
In dinamicn nos da 

ms" = mg — I; s’ , 
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ecuacion donde no figura s. Poniendo k/m = h y tomando s' = v como 
funeion incognita resulta 


ecuacion de variables separables que da g — hv=Ke~ ht . 

Para t,= 0 as v = 0 .'. K = g, y se tiene 

[106-4] „ = - ds - = (1 — e~ ht ). 

at h 

Separando nuevamente las variables se obtiene: 

s = ~h( t + X <r '" ) + C2 - 

Para t=0 es s = 0 C 2 = — g/hr, y entonces: 

uoe-s] • = ■* [‘“VO-'“)]■ 

Para t muy grande [106-4] y [106-5] nos dan, despreciando los ter- 
minos en e~ ht : 



Mas generalmente, la ecuacion 

[106-6] <p(a;, y (r) , y {r+1) , ...,y (n) ) = 0 

donde faltan y, y', ..., se transforma en otra de orden 

n — r en la nueva funcion-incognita y (r) = z: 

[106-7] cp(x,z,z', ...,z (n ~ r) ) = 0. 

Si esta puede integrarse (por ejemplo si r = n —1 y 
[106-7] es de uno de los tipos estudiados en § 101 6 102), da: 

[106-8] n(x,z)= 0 , 

y si de aqui es posible despejar z = y (r) , la ecuacion 
[106-9] y {r) = g(x) 

se integra por r cuadraturas: 

[106-10] y = J* dx J* dx J* ... J* g(x)dx. 

Notas: 1. Si [106-8] se resuelve en x, asi: a; = h ( 2 :), se tiene tam- 
bien la solucion con r cuadraturas: 

y«-D _ $zYi'(z)dz , 3 / (r " 2, = Jh' {z)dz$zh! (z)dz ; ... ; 

V = J/ fz(dx) r = SS ••• J’z[h'(z)dz] r ; 

donde la notacion usada en el ultimo miembro indica que el factor h'(z) 
figura en cada una de las r integrales sucesivas; otro tanto ocurre si 
la relacion [106-8] se expresa en forma parametrica: x = x(t), z = z(t) : 

V = SS ... fz{dxV = SS ... Jz(t)[x'(t)dt] r . 

Observes© que por la significacion dada a los terceros miembros de 
las dos ultimas relaciones, el exponente r no puede distribuir.se sobre cada 
factor, asi: 

ffz[zdzY = fzdzfz.zdz = S Sz.^(dz) 9 = Jd zftdz f n 

lo 20 
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2. La ecuacion [106-9] puede integrarse con una sola cuadratura. 
En efecto, aplicando la formula de Taylor con la forma integral [51-14] 
del termino complementary [con f (x) = y, n — r —1, xo = a, x — x»— K\ 
se obtiene la siguiente expresion de la solucion de [106-9] tal que y — yo, 
y’ = y’ 0 , ..., 2/o (r_1) = 2/o <r_1> para x = x 0 (cfr. § 86-2, ej. 4) : 

[106-11] y = P(x) + (x-O’-'dt , 

con 

P(«) = y a + (x — x 0 )y\ + ... + 2 /o (B ' 1> . 

Analogamente se consideran los casos tratados en la nota 1, pues 
vale la siguiente expresion general de la integral reiterada: 

[106-12] J* J* •.. J z(0 [x'(t)dt] r = P[x(i)] + 

+ [x(t)-x(r)r' Z (r)x'(T)dr , 

obtenida de [106-11] con el cambio de variables 

g[x (t) ] = z (t) ; £ = x(r) ; g(0 = z (r) ; * 0 = x(t«). 

Si [106-8] representa una curva unicursal (§ 52-2, 6), basta la in- 

tegracion de una funeion racional (§ 52-1). 

3. Primitivas y derivadas de orden real. Por ser [106-11] solucion 
de [106-9], la funeion 

[106-13] F(x) == -^ 7 = ^r)-j-J’ X g(T) (a; —r) r - 1 dr , (as* < x < * 1 ) 

tiene derivada r-esima coincidente con g(ce), si g(x) es continua en 

[xo, »i], y puede considerarse entonces como una primitiva de orden r 
de g(x). Mas generalmente, se tiene la definicion de Riemann - Liou- 
ville de primitiva de orden real r > 0 de g(x) por la expresion 

[106-14] D- r g(a) = -, 1 r f*g( T ) (* — r) r - l dr , (r > 0 real) , 

Ltri J Xo 

donde r(r) se refiere a la funeion Gamma (Cap. XXIX, nota VII). 

La derivada de orden real a > 0 se define como la derivada 
de orden (entero) m — [a] +1, de la integral de orden 1 -f- [a] —a, 
(0<P = , m — a < 1). Asi resulta 

[106-15] D“g(x) = D-D-'g^) = - d d J w - 

Si existe continua la derivada g <m) (*)> la conmutacion de ambos 
procesos daria 

[106-16] D«g(*) = D~"D m g(a:) = — g (m) (I) (% — O fl-1 di. 

Empleando las formulas de la funeion Gamma (Cap. XXIX, nota 
VII), si g(cs) tiene derivadas ordinarias continuas de orden suficiente- 
mente elevado, se prueba quo para ay r reales arbitrarios es 

[106-17] D r D a g(*) = D a D r g(a:). 

Estas derivadas fueron utilizadas por Riemann (1847) al desarro- 
Uar una funeion del tipo a„ -[- a^x’ 1 -f a^x M -f . .., con h > 0 real. 

1«’. E. HERRERA (Revista do la Fac. de C. Exactas y Tecnologia, Tucu- 
mAn; Seric A, 9, pfigs. 79-85; 1952), ha estudiado la generalizacion del 
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teorema fundamental del Calculo integral (§ 35-3) a la derivation de 
orden a real cualquiera. 

b) Falta x. — La ecuacion 
[106-18] cp (y, y', . . y w ) = 0 

donde no figura la variable independiente x, se reduce a otra 
de orden n —1, tomando y = y' como funcion incognita e y 
como variable independiente, pero ahora habra que transfor- 
mar y" = dy/dx, y'" =d-y/dx~, ..., de modo que tampoco en 
ellas aparezca x: 

v"= dp = Ap Ay = V ■ 

da; dy ' dx dy 


d d 

V ,i,- " 




* y, v, - 


Reemplazando en [106-18] se obtiene 

[106-19] .£2) -0. 

Si se puede integrar esta ecuacion, la relacion asi obtenida 
n(y,y) = 0 

cs una ecuacion de primer orden donde falta x (§ 102-2, a) 
que integrada resuelve el problema. 

EJEMPLOS: 3. Solucion particular de y" = e v , tal que y = 0, y = V2, 
para x — 0. 

La ecuacion en p es: 

, 

dy 

y da lp‘ 2 =e v + Ci, sienao Ci=0 por la segunda condicion inicial. La 
ecuacion dy/dx = V2c"/ s , con la primera condicion inicial, da 

x = V 2 (1 — e ~ v /~). 

4. La ecuacion diferencial del movimiento de un punto atraido por 
otro con fuerza proporcional a la distancia (fuerza elastica) es: 

s" = — k"s- 

Poniendo 

, „ dr dr ds dr 

s _ r , s - ~ dt - ds ■ dt - v ds • 

resulta: 

rdr = — /c 2 sds , 
r 2 = — /c=s 2 + (fcCi) 2 , 

pues se puede dar esa forma a la constante; y esta ecuacion puede es- 
cribirse asi: 

/ ds \ 2 d s 

(-«-)=* ,(W —’> '• Mt ^ VC- 

let + Cs = arc sen ® , 

con lo que resulta la solucion general 


, „ dr dr ds 

s _ r , 8 - dt - dg dt - v 
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s = Ci sen (let + C 2 ). 

A este mismo resultado llegaremos por otro camino en § 108-1, eta. 
(cfr. § 108-2). 

La amplitud y fase inicial del movimiento vibratorio armonico 
se determinan conociendo la position y velocidad iniciales del punto. 

5. Curvas cuyo radio de curvatura q = (1 + y' s ) a / s /y" es proporcio¬ 
nal al segmento normal n = y Vl + y'~. 

La condicion q = lcn da la ecuacion donde falta x : 

[106-20] y" = (1 + y ,s )/(ky). 

La ecuacion en p puede llevarse a la forma 
dp 2 2 .. 2 

dy ky ley ’ 

y es entonces lineal en p*=q{y), siendo su solucion general: 

q = Ci2/7‘ — 1. 

Se tiene entonces y' = (Ciy-/ k — 1)*, de donde: 

x — C (C, 2 /*/* —l)-*d y + Ci>. 

La integration puede hacerse para k entero (§ 52-2, /), por ejem- 
plo, lc—± 1, k=± 2. Resulta q = (k — 2)/2, p-\-q=(k — 3)/2, dife¬ 
rencial binomia. 

Si el segmento normal coincide con el radio de curvatura es k = —1 
(pues entonces es por [106-20] yy" < 0 y la curva es concava hacia el 
eje x). En tal caso: 

x = f + C, = — VC7—y 2 + C 9 , 

J V C, — y" 

o sea (x — Cs) a + y* = Ci, circunferencias con centre en el eje x. 

Si 1c — 1 resulta una catenaria (§ 29-1), pues poniendo Ci = 1/a 2 

x = f — + Ci = a arg ch + C a 

J Vy 2 — a 2 « 

. x — Ci 

. . ?/ =ach--. 

a 

Para los casos k= ± 2, ver ejercicio 13 y respuesta. 

Nota 4. Si en i(x,y, y') figura uno solo de los argumentos, la 
ecuacion de segundo orden y" = f(x, y, y') se integra por cuadraturas: 

a) y" = g(x) es un caso particular de [106-9]. 

(3) De y" = g(y) resulta multiplicando por y': 

Hy' 2 )' = g(y)y' 5y' s = e(y)dy = h(y), etc. 

y) De y" = g(y') se obtiene la solucion en forma parametrica: 



2. Ecuacion diferencial de la linea elastica. — a) Solucion 
cxacta. — Se admite en la teoria de la elasticidad que en una 
viga de seccion constante, e inicialmente horizontal, sometida 
a cargas verticales, la fibra que pasa por el centro de grave- 
dad de la seccion carece de tensiones, y que la curvatura c, ( x) 
que adopta en cada punto, es proporcional al momento flector 
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M(#) en dicho punto, e inversamente proporcional al momento 
de inercia I de la section. Es decir, la curvatura viene expre- 
sada asi: 


[106-21] 


Ct (x) = = /c.M(a:) 

El 


siendo E el modulo de elasticidad del material. 

Recuerdese que el momento flector en un punto, es el mo¬ 
mento elastico respecto de un piano vertical que pase por el, 
de las cargas y reacciones a uno u otro lado del punto. 

La ecuacion [106-21], que expresa que la curvatura 
c, (#) = y"/(l + 2 /'-) 3/2 es una funcion dada de la abscisa: 
k . M(a:) = f (x), es del tipo estudiado en § 106-1, a (falta y ). 
La ecuacion en p = y' es, separadas las variables, 

-u+V*- = f(a;)da: - 

Para integrarla ponemos p = tg t 

1 + P 2 — 1/cos 2 1 ; dp = di/cos 2 1 

y la ecuacion se reduce a: cos tdt = f (x) . da;. 

Integrando resulta: sen t = Jf Co;) da; -1- C t = <p(a;). 

Despejando p, por ser p = tgt = sen t/ cos t, resulta en de- 
finitiva: 


V = 

vi- 


y entonces 
[106-22] 


<p(ff) a 


" / pdx = /-■ 1 


Vl — cp (or) “ 


= do: + Co 


que es la ecuacion exacta de la linea eldstica, pero cuya inte¬ 
gration solo se podra hacer elementalmente en casos muy es- 
peciales. 


Ejemplo 1. Cuando f(x) = constante = 1/r, y suponiendo Ci=0, 
resulta 

V = — Vr a — x- + C, ; (y — C 2 ) 2 + x 2 = i* , 



que es una circunferencia de radio r, 
como era de esperar. 

Nota 1. Llamaremos linen eldstica 
mensular a la forma de equilibrio de 
una lamina elastica, de peso desprecia- 
ble, empotrada en un extremo y con un 
peso en el otro. Si el peso 2 a cstfi en 
x 0 (fig. 351), es i(x)~2ax, <()(»)- 
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= ax' + Cl. La integral [106-22] no puede expresarse, en este caso, ele¬ 
mentalmente en forma finita, y depende de funciones elipticas § 55-4, b ). 

b) Solution aproximada. — Si la curvatura es pequena, 
caso el mas frecuente, es decir, si la linea elastica difiere poco 
de la recta horizontal, puede suponerse y' = 0, y tomarse y" 
como valor aproximado de la curvatura (§ 55-5). 

La ecuacion que caracteriza la linea elastica es entonces: 

[106-23] y" = k . M(b) = f(x) , 

de donde: 

y' = J* f(»)da; + Ci = cp(&) ; y = J cp(x)da; + C 2 . 

Ejemplo 2. Para la linea elastica mensular (nota 1), se tiene como 
solucion aproximada la parabola cubica 

y = (a/3)x 3 -f- CiX + C 2 . 

Si la viga esta empotrada horizontalmente en un extremo de abscisa 
l (fig. 340) es y = y' = 0, para x—l, y determinando Ci y C 2 resulta 

y = (a/3) (a;*— 3 l*x + 2P). 

Nota 2. Llamemos p(^) a la densidad lineal de carga, llamada 
tambien coeficiente de carga o carga unitaria, es decir, al limite para 
h —> 0 de la carga en el intervalo (x , xh), dividida por h. La carga 
total en el intervalo (0, x) sera 

[106-24] y(*)= |*p(t)dt , 

a la que se le anade como constante de integracion la reaccion en x = 0, 
si el punto no es libre, para obtener el llamado esfuerzo cortante. 

El momento respecto del piano vertical, de abscisa x, es 

M(a)= { *W) (* — t)dt , 

• ’ o 

o lo que es lo mismo (§ 106-1, nota 2) 

[106-25] M(x)= ( %(m) dfi , 

.) o 

donde debe agregarse como constante de integracion el momento de la 
reaccion a la izquierda de cc = 0. 

De [106-25] y [106-24] resulta sucesivamente 
M"(a-) = y'(x) = v(x) , 

y se tiene por [106-23] la ecuacion diferencial aproximada, en la forma: 
[106-26] y lv = kp(x). 

3. Ecuaciones en dos derivadas. — a) Deyivadas cons ecu- 
tivas. — La ecuacion 

[106-27] y (n) = f( 2 / (w “ 1) ) 

bo iniegra por dos cuadraturas, haciendo y ,n - >) = z. 
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En efecto, la ecuacion z' = f(z) se integra por una cuadratura, dan- 
do a:=:cp( 2 ), y a su vez x = cp(y (n_1) ), puede integrarse mediante una 
cuadratura (§ 106-1, notas 1 y 2). 

EJEMPLO 1. Cable suspendi- 
do. Se trata de hallar la forma 
1 y que toma por accion de la gra- 

/B vedad, un cable flexible e inex- 
- / . tensible, de seccion constante, 

/ Si con sus extremos fijos en dos 
Vr- ~ ■/?! puntos A y B. 

/s 1 Sea y = f(x) la escuacion 

S 1 “del cable” y P (x,y) un punto 

pj cualquiera de el (fig. 352). Las 

-Ho a _ r fuerzas que actuan sobre el arco 

“* ’9 AP son las de los extremos (mar- 

i v ° cadas en los extremos mediante 

sus componentes horizontales y 

--verticales) y el peso del arco 

AP. Como deben estar en equili- 
FiK. 352. brio tendremos, llamando — q al 

peso de la unidad de longitud: 


Escribiendo que la tangente en P tiene la direccion de la resultante 
H + V se obtiene, poniendo —ql H = — k: 


Derivando se tiene, por ser y ’ (u) una funcion continua (§ 50-1, a) 


La ecuacion en z 


de donde 


e integrando nuevamente 


De aqui el nombre de catenaria dado a la grafica de la funcion ch 
(§ 29-1) ; [106-28] representa una familia de catenarias obtenidas por 
traslacion de una de ellas. 

Nota. Si y = F(x) es una curva integral de una ecuacion que no 
contenga ni x ni y, sino solo derivadas, lo es tambien toda curva y — C a = 
= f(x — Ci) obtenida por traslacion. 


b) Derivadas cuyos ordenes difieren en 2. — La ecuacion 
[106-29] = f (!/<»-«) 

se integra por tres cuadraturas, haciendo ?/ ( " z. 
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En efecto, la ecuacion z"— f(z) se integra por dos cuadraturas 

(§ 106-1, nota 4, b) , dando .r = fp(z), y a su vez x = cp ( 2 / <n_s) ) puede 

integrarse mediante una cuadratura (§ 106-1, notas 1 y 2). 

Ejemplo 2. La ecuacion y” = l/y a tiene la integral primera 
y' 2 = 2f dy/y 3 = C, — (1/r) 
que a su vez da, por separacion de variables, 

* = [VCilf— 1/Cx] + Ca , 
o sea, las hiperbolas (Ci < 0 no da curva real) 

Ci a (a: — C 2 ) s = Cij/ 2 — 1. 

4. Ecuaciones homogeneas. — Se puede disminuir en una unidad el 

orden de una ecuacion diferencial cuando se presentan diversos casos de 

homogeneidad. 

o) Ecuacion homogenea en y y sus derivadas. — Se toma como fun¬ 
cion incognita u = y’/y dando 

?/ = uy ; y" = y(ic + u’) ; y"' = 2 /(m s + 3mm' + u") , 

y al poder escribir la ecuacion diferencial en la forma 


y w \ _ 
’ " ‘ ’ v / 


[106-30] <P {*> I' > V y- > ••• ’ V y-) = 0 ’ 

se convierte en 

cp(a’, u, u" + u ', v? -f 3uu' + u", ...) =0 
de orden n — 1 en u. Resuelta esta, se obtiene y = Ce ! , siendo z = fudu. 

Ejemplo. yy" + e- r y"~ + yy' cos x = 0. 

Haciendo y — e* se tiene para z' = u la ecuacion de Bernoulli 
(§ 101-5, a), 

u -(- (1 + «■'') ic 4 u cos x = 0 , 

que da 

* = — c sen * { (1 4 e z *)e-aen xdx 4 Cie" 6 ’ 1 x , 

u J 

y la solucion se expresa por 

y = . 

Nota. La ecuacion lineal en y y sus derivadas 
y" 4 P (x)y' 4 Q(x)v = 0 

se conduce por el procedimiento indicado en la ecuacion de Riccati 
(§ 101-5, b) en 2 ': 

-£- + *'+ " + « = *■ 

b) Ecuacion homogenea en x, y, dx, dy, ..., d"y. — Como la ecua¬ 
cion no cambia sustituyendo x, y por kx, ley para k constante cualquiera, 
y esta transformacion conserva y/x, y ’, xy", ..., x n ~ 1 y (n) , la ecuacion 
debe ser de la forma 

[106-31] rp (y/x, y ', xy", x n ~ 1 y (n) ) = 0. 

Si efectuamos la sustitucion 


es (§ 38-5) 

de donde 


x — c , y = ux , 
y" n) = u (m) x 4 w iu (m ~ 1) , 

x m 'y' n) -- n ,m) x n 4 wm <M " 1) « m " 1 . 
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Introduciendo las derivadas respecto de t, designadas con puntos so- 
bre las letras, es: 

u = u'x ; u = u"x* -f u'x ; u = u'"x s -f- ?,u''x- -f- u'x ; 
y la ecuacion se convierte en 

cp (u, u + u, u + u, u — u, ...) = 0 , 
de orden n — 1 en la funcion u con variable independiente t. 

c) Ecuacion homogenea en x y d&. — Como la ecuacion no cambia 
sustituyendo x por kx, es de la forma 

[106-32] cp (y, xy', x*y", ..., x n y (n) ) —• 0. 

Por el cambio x = e‘, se convierte en otra ecuacion que no contiene 
t, de orden n — 1 , con calculo analogo al a. 

5. Simplification por derivation. — En ciertos casos es ven- 
tajoso aumentar el orden cle derivation, porque asi se obtiene 
una ecuacion mas simple. Este recurso ya se ha aplicado para 
integrar la ecuacion de Lagrange (§ 102-3). 

La integral general de la ecuacion de orden n -f-1 deducida 
de la dada de orden n, contiene n +1 parametros arbitrarios, 
y solo ciertas soluciones de la deducida seran tambien solucio- 
nes de la ecuacion propuesta. Si se escribe la verification de 
esta por la solution general de la ecuacion de orden n -f-1, se 
tendra una relation entre los n 4-1 parametros. 


Ejemplo. Las proyecciones sobre el piano xy de las lineas de cur- 
vatura (§ 76-5, c) del elipsoide 

X* V- z* 

a r + 6 r + T = 1 ' “><’>» ■ 

cumplen la ecuacion difei*encial 

[106-33] axyy' 2 + ( x 2 — ay* — (:!)?/’ — xy — 0 , 


a 2 (b 2 — c 3 ) 
b*(a*—c?) 


a-(a -— b 3 ) 


Para integrarla, Monge la deriva reemplazando en la deducida, el 
valor de x 3 — ay* — p, obtenido de [106-33] y asi llega a 

{ay' 2 -f 1) (xyy" + xy’* — yy") = 0. 

Por ser a > 0, se ha de resolver la ecuacion de segundo orden 
%(y' 2 + yy") — vy' — o , 

con integral primera inmediata yy'— Ctx, de donde y* = C,x 2 4- C=. Sus¬ 
tituyendo en [106-33], se ve que Ci y C a deben verificar la condicion 
ctCiCa + pCi -)- C 2 = 0. Asi, la integral general de [106-33] esta formada 
por las conicas 

(r — Cia: 2 ) (oCi + 1) + pc, = 0. 


6 . Ecuacion de Jacobi y" — f (x, y). — Por si el lector observa la 
ausencia del tipo 

[106-34] 


y" = i{x,y) , (falta y') , 


106 -Ej. 
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entre las ecuaciones incompletas de segundo orden, conviene advertir que 
aun en casos tan simples como 

y" — xy , y” = x 2 y , ... , 

su integracion exige recursos de Analisis superior y resulta y como su- 
ma de funciones trascendentes llamadas de Bessel y de Neumann. En 
cambio es elemental, como veremos, el tipo y” = ay -|- polinomio en x. 

Jacobi ha demostrado que si se conoce una integral primera de 
[106-34] 

[106-35] y' = g (x,y, C,) , 

la integracion se completa por cuadraturas. 

En efecto, probaremos que dg/dCx es un factor integrante (§ 101-7) 
de la ecuacion 

d y — gdx = 0 , 

de modo que la integral general de [106-34] sera 

[106-36] f -^r (dy — gdx) = C s . 

Observemos para ello que toda solucion de [106-34] que verifique 
[106-35] satisface tambien a 


dg - 4 _ dg 

dx 3 y 


f(x,y) = 


, s(x,y, CO 


y derivando la segunda relacion respecto de Ci se llega a la condicion 
para quo (3p73Ci) (dy — fi'.dx) sea diferencial exacta: 



2. Probar que la ecuacion y" + f(x)y' 2 -\- g(x)y' = 0 se integra por 
cuadraturas. 


3. Hallar la ecuacion diferencial y la ley de velocidades y espacios 
en el descenso de un paracaidista, si la resistencia del aire es — kv 2 , 
proporcional al cuadrado de la velocidad (cfr. § 106-1, ej. 2 ). 

4. Generalizar el problema anterior y el de § 106-1, ejemplo 2, con- 
siderando el caso en que la fuerza es f(e, v), funcion de la posicion y de 
la velocidad. 


5. Curvas tales que la proyeccion del radio de curvatura sobre el 
eje x es constante. 

6. Curva persecutoria del punto Mi que recorre la recta xi = a con 
velocidad constante, siendo constante e igual a la de Mi la velocidad del 
punto perseguidor M que sale del origen cuando Mi atraviesa el eje x. 

7. Resolver con una sola cuadratura (§ 106-1, nota 2) : 

a) y" = V x siendo para x — 1, y = y'= 1; 

b) y" = sen lx siendo para x = irc, y — y' = 0; 

(■) y" + (1 -f x s ) -1 = 0 siendo para x — 0, y — 1, y' — 2; 

d) y v =1 — x 3 . 
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8. a) Teniendo en cuenta que (Cap. XXIX, nota VII) r(i) = _Vrt, 
expresar la derivada de orden l (§ 106-1, nota 3) de f(a;); b) Apliear 
a f (x) = k = const. 

9. La ecuacion en f (x) : D'Jf (*) = g(*) es (ejercicio 8) la llamada 
ecuacion integral de Abel: 


(°) 


4e* f-lSU d€ = g(x). 
V n J o V a; — i 


Probar que si g(a*) tiene derivada continua y se anula en x — 0, la 
solucion de (°) es: 

f(.)=D*,(.) = -W_ «. 

v ’ Vn d« Jo V* — £ 

10. Resolver: __ 

а) y" = siendo para x = 0, 2 / = 1, 2/' = V2/3; 

б) 2/” = 2/2/' a /(l + 1/ 2 ). 

11. Solucion general de y" = e" (§ 106-1, ejemplo 3). 

12. Probar que las ecuaciones 

j/'' + f (y)y' 3 = g(v)v' : y" + f (y)v'* = g(v) . 

se integran por cuadraturas. 

13. Estudiar el ejemplo 5 de § 106-1 en los casos k = ± 2. 

14. Interpretar geometricamente e integral-: y" — (1 -f y' 2 )"/ 3 . 

15. Integral-: y IV — VV" = 0. 

16. Integral- la ecuacion homogenea en j/ y sus derivadas: 

y" — (y'Vv) — (ylx)sen(y'ly) =0. 

17. Idem: yy" + y' a = y 1 / x* . 

18. Integrar la ecuacion de Jacobi y” = (l + 2 tg a x)y, conociendo 
la integral primera y' = y tg x -f Ci cos a- . 


§ 107. Ecuaciones lineales en general 

1. La ecuacion homogenea. Dependencia lineal de las solu- 
ciones. — La ecuacion de orden n, [f 0 (aO# 0]: 

[107-1] f 0 (x)y <n> + f 1 (x)y {n ~ 1) +...+ 

+ + t n (x)y = 0 , 

lineal en y y sus derivadas, y homogenea en ellas, es de uso 
frecuente en la Matematica y sus aplicaciones. 

Supongamos que en un intervalo a < x b los coeficientes 
f f (x) son funciones continuas y fo(*) no se anula. Podemos 
suponer f 0 (a;)sl (pues para ello basta dividir por dicho 
coeficiente), es decir, considerar la ecuacidn: 

[107-2] ?/<”> + fi (x)y ln ~ 1) + ... + f» i (*)?/' H UMv 0. 
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Esia ecuacion verifica [en todo punto interior a la faja 
u x b del piano (x, y)] las condiciones del teorema de 
uxislencia y unicidad (§ 105-4). Entonces: 

'1’EOR. 1. En todo intervalo [a, b] de continuidad de los 
rot 1 fidentes cada solucion y = F(x ) de [107-2] queda 

nnivocamente determinada por las condiciones iniciales 

1107-3] F(® 0 ) = Vo , F'(aJn) = V'o , ... , 

F (w_1> (aj 0 ) = 2/ ( ” _1) o , 

siendo a Xo ^.b e y 0 , y' 0 , . . ., 2/ <n_1) « un sistema arbitrario 
de numeros. 

Como y = 0 es solucion de [107-2], se tiene en particular: 

Teor. 2. Una solucion y = F(a) nula en x = x n conjunta- 
mente con sus n — 1 primeras derivadas, es identicamente nu¬ 
la : F (#)== 0. 

Teor. 3. Si u t (a:), u 2 ($)» ..., u k (x) son soluciones de 
[1.07-2], lo es tambien toda combinacion lineal de ellas: 

[107-4] y — CjWi -j- C 2 w 2 -f- ... 4~ C/c u k . 

Dem. Para mayor sencillez (y ya que la demostracion es 
tal cual en el caso general) supongamos que u(x) y v(&) 
son dos soluciones de 

[107-5] r 4- UV + f a y = 0 

y constatemos que entonces y = Ci u + C 2 v tambien verifica 
[107-5]. 

Derivando dos veces, reemplazando en [107-5] y agrupan- 
do los terminos en Cj y en C 2 se tiene en efecto: 

Ci {u” 4- fi u' 4- f 2 u) + C 2 ( v " + f,!;4W = 0 , 
piles ambos parentesis se anulan por ser u y v soluciones. 

Por el teorema 3 las soluciones de [107-2] forman un es- 
p icio vectorial lineal (Cap. II, nota III, b; Cap. XVII, nota I). 
Por el teorema 1 cada solucion queda determinada por n nu- 
(?/,„ y' 0 , .. ., 2/ <M_1) n)• Demostraremos, en efecto (§ 107-2), 
uuu el espacio lineal de las soluciones es de dimension n. Lla- 
01:1 ndo sistema fundamental de soluciones a una base (ui(#)» 

. .. u„(a;)) del espacio lineal, podremos enunciar el siguiente 
teorema: 

Teor. 4. La ecuacion [107-2] admite un sistema de n so- 
Imioncs particulares u,(a;), ..., u n (x), linealmente indepen- 
dicntcs (sistema fundamental de soluciones). Toda otra solu- 
eibn sc cxpresa como combinacidn lineal de las anteriores : 

1107-61 y Cj«i 4- C 2 m 2 C „u n . 
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Entonces [107-6], siendo las Ci constantes arbitrarias, es 
la solucion general, y no hay soluciones singulares. 

Nota. En § 68-4 se ha visto que para la dependencia lineal en 
[a,ft] de las n funciones Ui (a;), u 2 (a;), ..., u n (x), supuestas. derivables 
hasta el orden n — 1, era condicion necesaria la anulacion identica en 
[a, ft] del wronskiano 




Mi 

Ui 

. . Un 

[107-7] 

W (a;) = W (x, Mi, .. 


Ui 

. . ttn 



M 1 < "- 1) 

M a (n - 1) . 

. . Un * 


En cambio esta condicion no es suficiente en general (§ 68-4, nota 3), 
a menos que las funciones sean analiticas o se agregue alguna condicion 
suplementaria sobre los adjuntos de W (§ 68-4, teor. 3). Tambien se 
puede afirmar en general que si W (x) es identicamente nulo en [a, ft], 
existe un intervalo [c, d] contenido en [a, ft] donde las funciones Ui, 
u n son linealmente dependientes. Pues si el wronskiano de p 
funciones (p < n, por ej. p — n — 1) no es identicamente nulo, al ser 
continuo (depende de derivadas continuas al ser p < n ), se conservard 
distinto de cero en un intervalo [c, d] contenido en [a, ft] y a el podra 
aplicarse el criterio anterior (§ 68-4, teor. 3). Si las n funciones resul- 
taren identicamente nulas, el teorema es nimio. 

2. Determinacion de la solucion general. — Para tener n soluciones 

linealmente independientes de [107-2] basta fijarlas por el teorema 1 de 
§ 107-1, dando en un punto x = to los elementos de su wronskiano, de 

modo que este no se anule en x = t», y aplicar luego el teorema 2 de 

§ 68-4. 

Hecho esto,[ 107-6] es la integral general de la ecuacion, y quedara 
demostrado el teorema 4 de § 107-1. En efecto, se pueden determinar 
las Ci de modo que F (x) = 2C ( m< verifique [107-3]. Esto se hace re- 
solviendo en las Ci el sistema 

[107-8] yo — ^]C(Ui(?o), y'o = 2C,u\(fc,) , ••• , 

y^\ = SCia'-MM , 
cuyo determinante es W(£o)=£0 (§ 15-4). 

Nota. Para un sistema fundamental de soluciones, el wronskiano 
[107-7] es distinto de cero en todo punto del intervalo J>, ft] (teor. de 
Liouville). Pues si en x = £oE[a, ft] fuese W(£o)=0, el sistema 

f CiUi(€.) 4" • • • T CnUn(fo) = ^ 

[ 107 _9] J C'Ul' (to) + ... + Cnlln'(to) = 0 

l CiUi <n-1) («„) + ... + C„u„ (n-1> (to) = 0 

tendria solucion (Ci, C 2 , ...,C„) no nula (§ 15-6, ft), y entonces la solu¬ 
cion y = CnUi 4- ... + GnUn deberia coincidir con la y = 0 de las mismas 
condiciones iniciales (§ 107-1, teor. 2), con lo que Ui, u 2 , ..., u n no for- 
marian un sistema fundamental de soluciones (linealmente indepen¬ 
dientes) . 

3. La ecuacion completa. Forma de la solucion general. — 
Teor. La solucion general y, de la ecuacion lineal completa, 
o no homogenea: 

[107-10] y (n) + fj. + ... + f„-, • ?/' + fn • V f (*) 
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sc expresa sumando una solucion particular z, a la solucidn 
general Y de la ecuacion incompleta u homogenea [107-2] : 

1107-11] 2/ = Y + z. 

I)EM. Derivando n veces [107-11] y reemplazando en 
| 107-10] se obtiene 

(Y<*> + ... + fnY) + W n) + . •. + U) = f (x) , 

pues en virtud de las hipotesis sobre Y y z, el primer paren- 
t.csis se anula y el segundo vale f(a0. Luego [107-11] veri- 
i'ica la ecuacion [107-10] y es la solucion general, pues con 
y = F(#) = Y + z pueden satisfacerse las condiciones [107-3] 
determinando los parametros que figuran en Y. 

Ejemplo. La ecuacion lineal de primer orden 

( x 3 — x)y’ + (1 — 2x)y = — x 9 
se verifica, como puede comprobarse, para y = x e y = x 2 . 

Entonces la solucion general en todo intervalo que excluya los pun- 
tos x = 0, x = 1, es 

y = C(a; a — x) + x. 

En efecto, x a — x es solucion de la ecuacion incompleta, y entonces 
C(a;“— x) es la solucion general de la ecuacion incompleta. 

4. Integracion de la ecuacion completa a partir de la solu¬ 
cion de la homogenea. — a) Metodo de variacion de los para- 
metros (Lagrange, 1774). — Si se conoce la solucion general 

[107-12] y = CiUi(a;) + CoU 2 (a;) + ... + C„u n (a) , 

(Ci constantes) , 

do la ecuacion homogenea [107-2], entonces la solucion gene¬ 
ral de la ecuacion completa [107-10] puede obtenerse por cua- 
draturas reemplazando en [107-12] las constantes Ci por fun- 
cioncs de x, Gi = Gi(a0 a determinar: 

| 1 07-13] y = Gi (x) ux (a) + G 2 (x) u 2 (a:) + ... + G„(a:) u n (a:). 

I )em. Como hay n funciones Gi(a?) a determinar y una 
•"•la condicion [107-10] a verificar, podemos imponer a las Gi 
"ii .i n —1 condiciones. Sean estas: 

G'i . U\ -f- G' 2 . U 2 + ... + G'n • u n = 0 
I | ,|Y | | | G'i . u'l -j- G'o . u '2 + . . . + G'n . u'n — 0 

G'j . -I- G' 2 . U 2 (n - 2) + . . . + G'n . Un^ - 0 . 





212 


XXVII. ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR § 107 -4 


Se obtiene entonces de [107-13] derivando n veces: 
y' = SG'iUi + SGiU'i = 2GiUb 

y" = SG'iU'i + 2G*u"i = 2GiU"i 

y( n -D = SGbu i (n - 2 * + 2GiUi (w_1) = SGiUd”-^ 

y(n) = 2G'iU i (w " 1) + 2GiUi<*> 

Las expresiones de estas derivadas coinciden con las que se 
tendrian si las G ; fueran constantes, salvo la primera suma en 
y (n) ; si se reemplaza en la ecuacion [107-10] a verificar y se 
tiene en cuenta que las Ui(a;) son soluciones de la ecuacion 
homogenea [107-2], queda: 

[107-14,,] G , 1 Wi ,M - 1) -f GW M - 1) + ... + G' n u n (n ~ l) = f (x). 

Las n ecuaciones [107-14] y [107-14,,], lineales en las G'; 
y con determinanle no nulo, por ser el wronskiano de un sis¬ 
tema fundamental de soluciones, tienen solucion unica: 

[107-15] G'i(as), G'Ax), ..., G' n (x). 

De aqui se obtienen por cuadraturas: 

[107-16] Gi(aj), G 2 (aj), G»(*) 

cada una con una constante aditiva de integracion, y asi se 
obtiene la solucion de [107-10] en la forma [107-13]. 

Notas: 1. La solucion [107-13], asi hallada, puede llevarse fdcilmen- 
te a la forma [107-11] y = Y -f z, sin mas que agrupar los terminos en 
las constantes de integracion de las G,(x). 

2. La ecuacion diferencial 

Hi tii ... h„ y 
u’i s ... u,' y' 


Mt (,,) Mu"° ... Un"" y ,n) 

tiene el mismo sistema fundamental de soluciones y = Ui (i = l,...,n) 
que la [107-2], y siendo el coeficiente de y"" el wronskiano W 0 en 
todo [a, b] (§ 107-2, nota), podra dividirse por el. La ecuacion diferen¬ 
cial asi obtenida debera tener coeficientes identicamente iguales a los de 
[107-2], pues en otro caso la diferencia de ambas, lineal de orden < n, 
tendria n soluciones linealmente independientes, lo que es absurdo 
(§ 107-1, teor. 4). 

El coeficiente de y (n_1) en [107-17] es —W' (§ 68-4, teor. 1), por 
lo que debera ser 

[107-18] —W'(x)/W(x) = fi(x) , 

es decir 

r x 

/ s J MaOd* 

W (x) = a 0 e , 


[107-17] 



[107-19] 
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donde ft 0 depende del particular sistema fundamental de soluciones con- 
siderado. Sera cto = W (xo). 

Si se designa por V, (x) el determinante obtenido sustituyendo en 
W la columna i por (0,0, ...,0,f(x)), la solucion del sistema [107-14], 
[107-14,,] por la regia de Cramer (§ 15-4) da 

[107-20] G'«(»)=r~= V,eS Mx , 

y en definitiva 

r X 

[107-21] Gi (x) = V, (a)e a ° da + C, , (< = 1,2, .. .,n). 

Jx a 

3. La integral particular [107-13], mediante [107-21] puede darse 
en la forma 


[W-22] »-*«•<•>■£ wS d “ = 

= .C ( S W(a) = , 

donde i|)(x, a) es la funcidn obtenida sustituyendo en [107-12] los para- 
metros Ci por las soluciones G/(x) del sistema [107-14], [107-14,,] cuan- 
do en este se sustituye x por a. 

Observese que el sistema [107-14], [107-14,,] puede escribirse 

0 0^ 

a) = 0 ; - \|t(a, a) = 0 ; ~ il>(ct, a) = 0 ; ... ; 

0-i 

dx n-l «) = f («) - 

condiciones que en los casos practicos ayudan a determinar rapidamente 
la funcion i|i(x, a). Este metodo se debe a Cauchy, y en realidad es 
equivalente al de Lagrange. 

b) Metodo de la solucion fundamental. — Veremos como una solu¬ 
cion particular de [107-10] puede expresarse explicitamente en terminos 
del segundo miembro f(x), pudiendose estudiar asi su dependencia con 
respecto a f(x). Nos limitaremos para mayor sencillez a una ecuacion de 
segundo orden: 

[107-23] b(y) = y" + f, (x)y' + f *(x)y = f(x) , 

donde indicamos con L(y) la expresion 
y" + by' 4- by, lineal en y y sus deri¬ 
vadas. 

Diremos que r(*» S) es una solu¬ 
cion fundamental (Grundlosung) de la 
ecuacion homogenea L(y)=0, corres- 
pondiente al punto £(»<£<&), si 
r(x,£) verifica L(y)=0enct<x<6 
con excepcion de x = {, donde es conti- ^ 

nua pero con un salto unidad para la 
derivada (fig. 353) : 



rm-24] (£r<«,i>), = { + i 



Si Ui(x), u 2 (x) forman un sistema fundamental de soluciones de 
L(y)=0, una solucion fundamental es ' 
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Ua(i)ui(a:) — Ui(l)u 2 (a) 

[107-25] r(®,£) = isg(x-l) u>(£)u , i(| p7i( £) tf^I)-« 

Teor. Para toda funcion continua i(x), la funcion 

rb 


[107-26] g(as) = J 

es solution de la ecuacion [107-23]. 
En efecto, es 


r(*,Of(€)d€ 


*'<*> = s;*£*-m* ■ 




6 jrj>*iL f ({ )d { 


]-/. 


* i!r(^il f(0d£ + 

, ax 


i> d s r(«,s) 


r b d 2 r 

J X 


f(Od£ -(—!£— 


■* d 2 r(^,0 

da? 2 


-f(S)d$ + f(») d ,-€ = *-o- d ^L = 


f (*) = 

/*r) ] 

\ da? I £ = X + 0.1 


y como el parentesis cuadrado es igual al primer miembro de [107-24], 
y por tanto a 1, J pues | j ^ ^ = | ) _ ^ + 0 J se t * ene re_ 

emplazando en [107-23]: L(g(x) ) = f (x). 


5. Reduccion mediante una solucion de la ecuacion homo- 
genea. — a) Si se conoce una solucion particular M = u(a) 
de la ecuacion lineal homogenea [107-2], poniendo 

[107-27] y — u .10 

la ecuacion completa [107-10] conduce a una ecuacidn lineal 
de orden n — 1 en w' = d to/dx. 


Dem. Nos limitaremos a una ecuacion de segundo orden 
[107-23], suponiendo entonces que L(m)= 0. De J107-27] re- 
sulta 

y f = mo' + u'w , y" = mo " + 2u'w' + u"w , 
y reemplazando en [107-23] se obtiene por ser L(w)=0: 
[107-28] mo" + (2u'fiu) w' = i(x) 

ecuacion lineal de primer orden en to'. 

b) En el caso de una ecuacion de segundo orden, conside- 
rado en la demostracion anterior, la ecuacion [107-28] que 
resulta, por ser lineal de primer orden en to' = v, puede resol- 
verse por cuadraturas (§ 101-4) en v, y entonces resulta w 
mediante una nueva cuadratura 

to = j"*v(i)dt -f C 2 . 
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Ejemplo. Verificar que y = x es solucion de 

{x — 1 )y” — xy’ + y — 0 , 

y hullar la solucion general. 

Poniendo y = xw, resulta la ecuacion en w' = v: 

x(x — l)v' + (2.x — x 2 — 2)v — 0 , 

cuya solucion es v = Gie*(x — 1) lx 2 , y entonces: 

w = Cx f* + Co = Ci [ Jj* -j~dt + J^e'di- 1 j + C„ = 

= C! f e ' — e ) + Co = C* - 6 '- + C a , 

\ X J X 

con lo que y = Cie" + C 2 x. (Cfr. ejercicio 3). 

6. Metodo de desarrollo en serie. — Los metodos de coefi- 
cientes indeterminados, o de aplicacion de la serie de Taylor, 
vistos en § 104-1 para la resolution por series de ecuaciones 
de primer orden, se aplican tambien a las de orden mayor, y 
resultan especialmente indicados para las ecuaciones lineales, 
sobre todo si los coeficientes son funciones racionales de x 
(cfr. § 104-1, nota 2). 

a) Coeficientes indeterminados. — Si la solucion puede ex- 
presarse en serie de potencias 

[107-29] y = a 0 + a 1 (x — x 0 ) + a 2 («— z 0 ) 2 +... , 

al derivar y sustituir en la ecuacion diferencial de orden n, se 
obtienen por igualacion de coeficientes, condiciones para deter- 
minar los coeficientes de [107-29] a partir de n de ellos, que 
pueden fijarse arbitrariamente, y asi resulta la solucion gene¬ 
ral, con n constantes arbitrarias. 


Nota 1. Sobre la justification de este procedimiento, confrontar 
S 104-1, nota 1. 


Ejemplo 1. Resolver la ecuacion lineal (cfr. § 106-G) 

[ 107 30] y" — xy — 0 6 y" — xy. 

I'ongamos 

I 107-31] y — a 0 -f- a r x + a 2 x 2 + a 3 X s a*** -)-... 

coeficientes a determinar. En virtud de la ecuacion diferencial se 

I Idle 

2a* -f- 3.2a»x 4.3 arx 2 + ... = aox + aix 2 , 

"fit 0 : 3. 2a$ ao ] 4.3aj. — eti j 5.4cts = a? i ... . 

E'llmires a a = a 5 = a« = ctu = ... = 0 y los demas coeficientes pue- 
• I'm . | ;sirsc en base a a 0 y a, obteniendose 


| 107 112 | 



1 + 


x* a 8 x” 

2.3 h 2.3.5.G + 2.3.5.6.8.9 


+ ••• 
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Esta expresion es de la forma y = Ot>u + Las funciones u(x) y 
v(a;) no son de las que ya conociamos, pero estan perfectamente defini- 
das por las series, y sus valores pueden calcularse tan perfectamente 
como los de sen x y x". 

Nota 2. Solo en casos excepcionales la solution de una ecuacion li¬ 
neal con coeficientes variables, de orden 2 6 mayor, se podra expresar 
mediante funciones elementales. Por el contrario, ciertos tipos de ecua- 
ciones diferenciales definen ciertas clases de nuevas funciones, y resolver 
tales ecuaciones significa estudiar el comportamiento y propiedades de 
las correspondientes funciones especiales (muchas de las cuales, como las 
de Bessel, ver nota I, son de gran importancia en pro.blemas de fisiea 
e ingenieria), y en particular, expresarlas mediante series u otros algo- 
ritmos indefinidos. 

b) Uso de la formula de Taylor. — El desarrollo de la 
solucion puede obtenerse cuando existe (nota 1) escribiendolo 
en la forma de serie de Taylor 

[107-33] y = ?/o + {x — ajo) + (l/"o/2!) (x — ®«) 2 + 

H- (y"' o/B!) (a; — a? 0 ) 3 + • • • 

y calculando los coeficientes a partir de valores arbitrariamen- 
te prefijados a y 0 , y'o, • •*, y ln ~ u o, mediante la ecuacion dife- 
rencial de orden n. 

Ejempi.O 2. De la ecuacion y" = xy del ejemplo 1 resulta 
y ,n) = (n — 2)y"‘~ : " -f xy' n ~-', para n > 2. 

Suponiendo entonces x„ = 0 en [107-33], a partir de y<, = a 0 , y’o = cn, 
y" v = 0 pueden calcularse los dernas y'"\, por la relation anterior, y re¬ 
sulta asi la niisma expresion [107-32] ya hallada. 

Nota 3. El metodo de integration mediante desarrollo en serie fue 
el usado, de modo puramente formal, por I. Newton ( Methodus Fluxio- 
num et serie rum infinitarum, escrito alrcdedor de 1671, publicado en 
1736), a quien conjuntamente con G. W. Leibniz se debe el estudio de 
las primeras ecuaciones diferenciales. Este ultimo integro en 1675 la 
ecuacion yy' — b/y , reduciendola a la forma bdx = y"dy ( Die Briefwech- 
sel von G. W. Leibniz mit Mathematikern, Berlin, 1899, pag. 161). La 
integration de la ecuacion y {n) = f (x ), con la observation* de que la soj 
lucion queda determinada a menos de un polinomio de grado n — 1, fue 
explicada por Newton en su Tractatus de quadratnra curvarum, redac- 
tado hacia 1676 y publicado por primera vez como apendice de su Optica 

en 1704. _ .... , 

Newton tiasificaba las ecuaciones diferenciales de primer orden, Ila- 
madas entonces ecuaciones fluxionales, en tres clases. La primera clase 
estaba formada por aquellas ecuaciones en dos derivadas (llamadas flu- 

xiones e indicadas con punto encima x e y (Cap. VIII, nota I), y una 
variable (fluente) x 6 y, como por ejemplo 

y/x = f (£V) ; y/x = f (y) ; 

o como escribiriamos actualmente 

dy/dx = f(aj) ; dy/dx = f (//). 

La segunda clase comprendia las ecuaciones on dos fluxiones y dos 
fluentes: 

y/x = i(x, y). 
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La tercera clase estaba formada por ecuaciones con mas de dos flu¬ 
xiones; estas se conocen actualmente como ecuaciones diferenciales en de¬ 
rivadas parciales. 

Ejercicios 

1. a) Verificar que 

U\ = cos fix , u-j =r eax sen fix 
son soluciones de 

V" — 2a y' + (a 2 + fir)y = 0 ; 

b) Probar que la solucion general es 

y = ea-c[Ci cos fix + C-_. sen fix] . 

2. a) Verificar que iq = e*, u° = sen x, u s = cos x son soluciones de 

y'" — y" + y' — v - o; 

b) Probar que forman un sistema fundamental de soluciones. 

3. Probar que Ui = x, Ui = e* son linealmente independientes. 

4. Probar que 1, x, x 2 , ..., x n son linealmente independientes. 

5. a) Probar que 

x»y ('0 _|_ a l x n - 1 y( n - 1 '> + ... + a n -ixy’ -j- a„y = 0 , 

a t constantes (ecuacion de Cauchy), tiene soluciones de la 
forma y = xr; 

b) Aplicar a dx-y" — fixy" -)- Ay = 0. 

6. Resolver x~y" — 2 xy' -f 2y = x 2 -f px + q. 

7. Resolver «V"— 12x"y" + 60 xy' — 12% = 2x°. 

8. La ecuacion de Riccati (§ 101-5, b) 

y' = A (x)y- + B (x)y -f C(cc) 

no transforma en ecuacion de segundo orden lineal y homogenea poniendo 
1 / — u'/ (Am) (cfr. § 101-5, ejemplo 3). Aplicar a 

y' = x-y 3 + (2/x)y + (6/a; 4 ) 

v rcHolverla. 

9. Verificar que u(a;)=x es solucion de y" + xy' — y — 0, y expre- 
"iii In solucion general. 

10. a) Probar que la ecuacion diferencial de segundo orden 

fo (x)y" + fi (x)y' + fa(x)y = g(x) 

. . in, es decir, su primer miembro es la derivada de una expresion 

II'h mI \'\,(x)v' H- Fi(x), si y solo si se verifica la condition f" 0 — f\ + 
i i 0, y en tal caso la ecuacion dada se reduce a 

[W 4* (fi — f'o)2/] = g(x) ; 

h) Aplicar a (fl5 B 4 2)y" +(2a; + »•)?/' -\- Sx s y = 1. 

II Resolver y" | y 0 mediante desarrollo en serie. 
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12. Integrar la ecuacion hiper geometrica 

x(x — 1 )y" + (ax + b)y' -f cy = 0 , 

mediante una serie de la forma: 

y = Aaxv + Ai xa*- 1 -f- -t- ... 


108. ECUACIONES LINEALES DE COEFICIENTES CONSTANTES 


1. Ecuacion homogenea de segundo orden. Sustitucion de 
D’Alembert. — La ecuacion lineal de primer orden ay' -\-by = 0 
es de variables separables, y si los coeficientes son constantes 
la solucion es una funcion exponencial y = e _(6/a)a: . Tambien 
son de tipo exponencial las soluciones de la ecuacion lineal ho¬ 
mogenea de coeficientes constantes de segundo orden 

[108-1] ay" -j- by' + cy = 0 , 

y se obtienen con la sustitucion cle D’Alembert (tambien 11a- 
mada impropiamente de Euler) : 

[108-2] y = e™. 

En efecto, derivando y reemplazando en [108-1] se obtiene 
(ar 2 + br-\- c)e rx — 0, y como el segundo factor no se anula, 
resulta la llamada ecuacion caracteristica 

[108-3] ar 2 br c = 0 

que puede formarse a partir de [108-1] reemplazando cada 
derivada y {n) por la correspondiente r n (e y = y {0) por r° = 1). 

Cada raiz de [108-3], reemplazada en [108-2], da una so¬ 
lucion de [108-1]. Distinguiremos varios casos segun sean es- 
tas raices r lt r 2 . 

a) Raices distintas : r x ^=.r 2 . — Las soluciones Ui(a;) = e r i x , 
u 2 (x) = e r -A, forman un sistema fundamental, pues el wrons- 
kiano es 

[108-4] W(aj;u!, u 2 ) = (r 2 — r x ) ^ 0. 

Entonces la solucion general es: 

[108-5] y = C x e r i x + C 2 ev. 

Ejempi .0 1. Resolver y" — Sy' + 2y = 0, siendo para x = 0: y = 0, 
V' = —L . , 

La ecuacion caracteristica r 9 — 3r + 2 = 0 tiene las raices 1 y 
luego: 

y = Cie* + Q>2e 2x . . y' = Cie" + 2C26 2 ’. 

Reemplazando las condiciones iniciales resulta Ci=l, Ci = •—1, y 
entonces: y = e x — e**. 
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a-i ) Raices reales. — La solucion es por [108-5] una suma 
de exponenciales reales. 

a 2 ) Raices complejas. — Si los coeficientes de la ecuacion 
cliferencial son reales como supondremos, las raices complejas 
de la ecuacion caracteristica deben ser conjugaclas: r x = a-M(3, 
r 2 = a — i(3, y entonces [108-5] toma la forma: 

[108-6] y = e ax { + C 2 e-^) , 

expresion que solo es real cuando C x y C 2 son reales e iguales 
o complejos conjugados, y a la que daremos una forma mas 
apta para operar en el campo real. 

Por las relaciones de Euler (§ 45-3) se tiene: 

+ C 2 e~^ x — 

= Ci (cos (3# + i sen (3#) + C 2 (cos fix — i sen (3a;) = 

= (Ci + C 2 )cos fix -f i (Ci — Co) sen (3a;. 

Reemplazando en [108-6] y poniendo 

Ci H - C 2 = A , 7 (Ci — C 2 ) — B , 

se obtiene: 

[108-7] y = e ax (A cos (3a; + B sen |3aD. 

Notas: 1. Observese que cuando Ci y C 2 son reales e iguales o com¬ 
plejos conjugados, A y B son reales. 

2. Para dar otra forma aun a la solucion, observemos que para todo 
par de numeros reales A y B se pueden determinar o y tp tales que 
(cfr. § 9-4, c): 

A = o sen cp , B = o cos cp , (0 <q , —jt<<p<rc). 

En efecto, las ecuaciones pueden invertirse obteniendose facilmente 
= + VA a -|- B 2 ; <p = arctgA/B en el cuadrante determinado por los 
signos de A y B. 

Reemplazando en [108-7] se obtiene 

[108-8] y = oea*sen((3a;-|-cp). 

Ahora las constantes arbitrarias son q y cp. En general la forma 
[108-7] de la solucion es mas apta para la determinacion de las cons¬ 
tantes mediante condiciones iniciales. 

EJEMPLO 2. Solucion particular de la ecuacion y" -f 4y = 0 con las 
condiciones iniciales y = 1, y' = 3 para x = 0. Es 

r a 4- 4 = 0 .’. r = ± 2i , (a = 0, (3 = 2). 

[108-9] .'. y = A cos 2* + Bsen2« , 

y' = — 2A sen 2x + 2B cos 2x. 

Por las condiciones iniciales se obtiene 1 = A, 3 — 2B, de donde 
B = 3/2, y reemplazando en [108-9] se llega a la solucion particular 

3 . 

y = cos 2x -|-r-sen2a;. 
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b) Razees iguales. — Si las raices de la ecuacion caracte- 
ristica son iguales r\ = r 2 , solo tenemos una solucion particu¬ 
lar Ui(oi)= ev. Otra solucion es 

[108-10] u 2 (x) = xe r f> , 

pues derivando dos veces y reemplazando en la ecuacion se 
verifica 

(an 2 + br x + c) xev + (2an + b)e r i x = 0 

ya que por ser n una raiz doble de [108-3], no solo anula su 
primer miembro, sino tambien su derivada respecto de r. 

Como el wronskiano es W (x ; Ui, u->) = e 2r i x =£ 0, la solucion 
general es 

[108-11] y = Ci<n* -f C 2 xe r i x = (Ci + 

Ejemplo 3. Resolver, siendo y = l, y' = — 1 para x = 0: 
y" + Qy' 4 - 92 / = 0 . 

La ecuacion caracteristica tiene la raiz doble —3, luego la solucion 
general es 

y = (Ci + CaX) e~ z *. 

De las condiciones iniciales resulta 

1 = Ci ; — 1 = C 2 — 3Ci C a = 2 . 
y reemplazando: 

y = (l + 2x)e~ 3 \ 

2. Ecuacion de los movimientos vibratorios. — a) Estudiemos el mo- 
vimiento de un punto sometido a una fuerza atractiva, desde un punto 
fijo O, cuando la fuerza es proporcional a la distancia. Tal sucede, por 
ejemplo, con un punto sujeto a O por una goma o un resorte analogo, 
cuya tension, entre ciertos limites de elasticidad, puede considerarse pro¬ 
porcional a la distancia. 

La ecuacion del movimiento es: 

y" = — k 2 y o sea: y" + b"y = 0 , 
llamando k" a la constante de proporcionalidad. 

La ecuacion caracteristica es: r a -f k 2 = 0 y la integral general: 
y = e lkt + e~ ikt = A cos let + B sen lit- 

Si en el momento inicial el punto tiene la abscisa a y la velocidad 
nula, tenemos las condiciones iniciales: 

A = a , B k = 0 de donde B = 0 , 

y la ecuacion del movimiento es: y — a cos kt. 

Luego el movimiento es vibratorio armonico (§ 28-4, b) con periodo 
2kI k y fase inicial nula. 

b ) Estudiemos ahora el caso general. Si hay razonamiento: 2hy' pro¬ 
porcional a la velocidad, con un factor de proporcionalidad 2h (como su¬ 
cede, por ejemplo, aproximadamente, con el movimiento en el aire o en 
otro medio resistente cualquiera), la ecuacion del movimiento es: 

y" = — k 2 y — 2hy' o sea: 
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[108-12] y" + 2hy' + kry — 0 , 

la ecuacion caracteristica es: 

r" + 2 hr + k s = 0 r — — h ± Vir—k*. 

bi) Raices irnaginarias : 0 < h < k. 

Llamando _ 

A = k" — h- , r — — h ± i VA > 
la integral general es: 

y = e - '*' [A cos t VA + B sen t VA] 

Si las condiciones iniciales son: t — 0, y — 0, y' = 0, como sucede en 
el caso del punto abandonado a la atraccion de un resorte tenso, resulta 
como antes: 

B = 0 , A = a , y = e~'“acost Va , 

que representa un movimiento amortiguado, cuya amplitud inicial a dis- 
minuye y tiende a cero al crecer t. Se llama decrecimiento logaritmico 
a h ; cuando es h = 0 volvemos al caso a. 

bj) Raices reales distintas: h > k. — La ecuacion caracteristica 
tiene dos raices reales ri, r» y la ecuacion del movimiento es: 

V = C.e’i' + C'.e r "-‘ 
y' = nC . e'd -f r«C . e r *‘ 

Las condiciones iniciales exigen que sea: 

C + C' = a ; O, + CVa = 0 , 

de donde se despejan C y C'; y segun los valores de h y k resultard 
una curva distinta, pero siempre aperiodica y que para t —> oo se aleja 
indefinidamente. 

&:,) Raices iguales: h = k. — Entonces es: r, = r* = — h. 

La integral general es: 

y = Ce- ht + C'te~ u = «“*' (C + C't) , 
del mismo tipo aperiodico anterior. 


3. Descarga de un condensador. — La descarga de un condensador 
do capacidad C a traves de un circuito de resistencia R y autoinduccion 
L (fig. 354), conduce a una ecuacion diferen- 
cial de la forma [108-12] para la carga del 
mismo. Llamemos Q a la carga en una pla- R 

ca y tomemos como sentido del circuito, para , -1|- A/WW— i 

determinar el signo de la intensidad/, el de 

salida de dicha placa por el cable. Si a la l || j 

diferencia de potencial Q/C entre las placas 
se agrega la fuerza electromotriz de induc- 
cion — Ldl/dt, se tiene la fuerza electromo¬ 
triz total, que por la ley de Ohm es igual a TR: Fig. 864. 


L 


[10843] -£ - L f- = IB. 

Como 1 = — dQ/dt, se obtiene la ecuacion diferencial en Q (t) 

[! 08- 1 4 ] L ^ + R + -j, Q = ° , 

11 uu puede identifiearse con [108-12] si 2 h = R/L, A" = t/(LC). Se tie- 
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nen entonces, en correspondencia con bi y bz-bs de § 108-2, los casos 
siguientes: 

1°) R/(2L)< 1/VLC o sea f2 2 <4L/C. Descarga oscilante: 
[108-15] Q = e-(H/2L)i S en(oi+ 9) , 

siendo 

[108-16] Va= Vk'—h? = V — -fjJ • 

Cuando R es muy pequena, la pulsacion se acerca a 

[108-17] fio = ~A= , 

VLC 

correspondiente a la descarga sinusoidal en un circuito ideal de resisten- 
cia nula. 

29) R- > 4 L/C. Descarga aperiodica. 

4. Ecuacion completa. Metodo de los coeficientes indetermi- 
nados. — Para resolver la ecuacion completa o no homogenea 

[108-18] ay" -|- by' + cy = f (z) 

puede aplicarse el metodo de Lagrange de variation de los 
parametros (§ 107-5, a). 

Tambien puede hallarse una solucion particular z(x) por 
el metodo de coeficientes indeterminados (§ 16-7) cuando f(x) 
es una funcion de ciertos tipos que enumeraremos, y que se 
presentan con frecuencia en las aplicaciones. En general se 
ensaya para z(x) una funcion de igual forma que f(&), con 
coeficientes que luego se determinan. Hallada z(x) basta su- 
marla a la solucion Y de la ecuacion homogenea (§ 107-4) : 
V = Y-\-z. 

Los teoremas de § 108-9 justificaran la forma de la fun¬ 
cion ensayada en cada caso para la solucion. 

a) Tipo polinomio : f (&) = ~P k (x ). 

a ]) Si la ecuacion caracteristica no tiene la raiz r — 0, 
ningun termino de Y tiene la forma de un termino de P fc (^), 
y se ensaya para z(x) un polinomio de igual grado, Qv(»), con 
coeficientes a determinar. 

Ejemplo 1. y" — 3 y' 4- 2y = 2x — 3. 

Es Y = CiZ* 4- C 2 e“. Se ensaya z — ax + (5. 

Derivando dos veces y reemplazando en la ecuacion resulta a=l, 
(5 = 0, luego z — x, y la solucion general es y — Cie* 4- C 2 e 2 * -f x. 

a 2 ) Si la ecuacion caracteristica tiene la raiz r 0 de or- 
den h, ya figuran en Y terminos de la forma Ci, .... C/,a;' 1 1 ; 
se ensaya (ver § 108-9, a, 2 Q ), x''Q, c (x). 
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Ejemplo 2. y" -f 4 y' = 8a; + 10. 

Es Y = Ci -f C 2 e~ 4x . Como r=0 es raiz simple de la ecuacion carac¬ 
teristica, se ensaya z = x (ax -f |3)= ax 2 4- (3a;, obteniendose z = x 2 -j-2x, 
y entonces 

y = Y+ z = Ci + C,e~^ 4- 4- 2x. 

b ) Tipo f(x)=e ax P k (x), con P k (x) polinomio de grado k 
en x. 

b i) Si a no es raiz de la ecuacion caracteristica se ensaya 
z = e a *Q k (x), (§ 108-9, b , 19)., 

b 2 ) Si a es raiz de orden h se ensaya z = e ax x h Q,,(x), 
(§ 108-9, b, 29). 

c ) Tipo sinusoidal : f (a) = a cos ox + b sen to#. Se ensaya 
z (x) = a cos wx -f p sen o)£, pero si r = ico es raiz h-ple : 

z = x h (a cos (ox +13 sen cox ). 

d) Tipos i(x)= P k e ax cos wx ; f {x) = P k e ax sen (ox. Se re- 
ducen a b) con exponentes imaginarios (ver § 108-9, c). 

e) Si el segundo miembro es suma de funciones de los ti¬ 
pos anteriores, se ensaya una suma de funciones con la forma 
correspondiente a cada una. 

Ejemplos: 3. y" + 2y' + y — e", 

Solucion general: j/(Ci 4- C 2 x 4- Ix^e'’. 

4. y” — 3 y' 4-2 y = e' x 4- e 8 * ; 

y — Cie® 4- C 2 e w 4- (6 */6) ( c 3T /2 ). 

5. y" + 3j/' 4- 2y — 20 sen 2a;- 

y = Ci6“® -f C 2 e' 2a ’ — sen 2a; — 3 cos 2x . 

Observese que no basta ensayar a sen 2a;. 

0. y" — y = e” 4- sen x ; 

y = Cie® -I- C 2 e‘® -f lxe“ — l sen a;. 

Observese que por no haber derivadas de orden impar, no es necesa- 
rio ensayar un termino en cos x. 

7- y " 4- y = sen x ; y — A cos x 4- B sen x — lx cos x. 

Observese que es inutil ensayar z — a cos x -f P sen x. 

5. Oscilaciones forzadas. Resonancia. — a) Veamos si en el caso de 
ot.'-llaciones amortiguadas (§ 108-2, 6,) se puede mantener la oscilacion 
nlimentando el sistema mecanico con una fuerza exterior periodica 
K sen cot, y analogamente para el circuito de § 108-3. 

a,) En lugar de [108-12] tendremos la ecuacion completa 
[108-19] y" + 2hy' -f k 2 y = F sen (at. 

Una solucion particular es de la forma (§ 108-4, c) 

[108-20] z— a cos co t -f |3 sen cot- 

Derivando y reemplazando en [108-10] se obtienen para a y |3 las 
iTiiaciones 

■ 2/unu 1 (/c“ — (o*)p = F ; (/c 2 — (o s ) a -f 2/io)(3 = 0 ; 
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que dan 

_ ■— 2/moF _ (fc 2 —co")F 

U - (fcWib*)*4 4/ror ; 1 (^_ 0) ! ) ! +4/iV ’ 

y tendremos (§ 108-1, nota 2) para z la sinusoide 
[108-21] z = a sen (cot + cp) , 

de amplitud y fase inicial dadas por 

- —- R' — 2/tco 

[108-22] a = V a 2 + P 2 = ; tg cp = , 

V(/c 2 — (o 2 ) 2 + 4feW ^ — ft) 

con (p en el cuadrante determinado por los signos de a y (3, es deca¬ 
de F y /i. 

Como la solucion general de [108-19] es y = Y -f z, siendo Y una 
oscilacion amortiguada, despreciable al cabo de un cierto tiempo, solo 
subsiste [108-21], que asi representa el estado de regimen lhnite. En el 
desaparece la oscilacion libre y solo subsiste la oscilacion forzada, cuya 
frecuencia es igual a la de la fuerza exterior. Asi la frecuencia de la 
oscilacion forzada puede variar con la fuerza exterior que se considere, 
en cambio en la oscilacion libre la pulsacion del movimiento vibratorio 
depende solo de los coeficientes Ic y h dados por las caracteristicas in- 
ternas del sistema, cualesquiera sean las condiciones iniciales externas 
al mismo. 

aa) Si se alimenta el circuito electrico de § 108-3 con una fuerza 
electromotriz sinusoidal E = E» sen (at, la ecuacion diferencial para la 
carga Q se identifica con [108-19] si 2h = R/L, /r=l/(LC), y 
F =— EJL*, y entonces el estado de regimen lhnite esta dado por 
[108-21] siendo (cfr. § 101-4, ej. 3) 


[108-23] 


— Lai 2 ) 2 + E 3 oi a 


tg ip = 


RC to 
LC«v — 1 


b) Resonancia. — b,) El maximo de la amplitud a dada por [108-22] 
como funcion de to se obtiene para 


a la que cox-responde 


(Do = V k" - 


2h V A: 2 — h* 


F 

2 h VA 


La obtencion de esta amplitud mucho mayor para la frecuencia too, 
constituye el llamado fenomeno de resonancia, y a el se clebe que la am¬ 
plitud de las oscilaciones de un pendulo pueda alcanzar valores conside¬ 
rables dando a aquel pequenos impulsos con un ritmo adecuado. Para el 
caso ideal de rozamiento nulo o desdenable {li — 0), si la pulsacion de F 
se acerca o coincide con la correspondiente a la de la oscilacion libre 
(V A —^ k ), se hara a n ,<,x infinita, aun para valox-es pequenos de F. 

bo) Analogamente en el circuito electrico de a-, la amplitud a dada 


* En efecto, agregar li al primer miembro de [108-131 equivale a agiegar —E al 
segundo de [108-14] y hay que dividir por L para identific-r con | 108-121. El sirno — 
puede omitirse al reemplazar estos valores en [108-221, puea el cambio de signo se iogrn 
incrementando tp en <77 lo que no altera su tangente. 
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mente a m t x = (E„/R)y/ CL, y puede ser muy grande con respecto a E 0 /R, 
y a la amplitud E 0 de la fuerza electromotriz exterior. Este fenomeno 
de aumento de amplitud es el que hemos llamado resonancia, y aun en 
un circuito ideal de rosistencia nrtla, si fuera co = fio, se produciria un 
aumento indefinido de la amplitud. 


El caracter mas o menos pronunciado del maximo de la curva de 
figura 355 da idea de la selectividad del circuito, o sea, de la rapidez con 
que disminuye la amplitud de sus oscilaciones al apartarse la frecuencia 
excitante to de la frecuencia de resonancia (Do. 


El fendmeno de resonancia se aprovecha para la amplificacion en 
i-adiotelefonia, pero debe evitarse en otros problemas tecnicos, por ejem- 
plo, vibraciones de estructuras elasticas. 


Nota. Si en un circuito ideal de resistencia nula es « ^ fi 0 pero la 
diferencia ox — fi 0 es muy pequena, se encuentra el fenomeno de batido, 
ya considerado en § 28-4, nota 2. La amplitud varia ritmicamente, te- 
niendo la onda diferencial pulsacion h | ox — fio |, o sea periodo 
Ak! | ox — fio |. 


6. Ecuaciones de orden superior. — Los resultados de § 108-1 
se generalizan de inmediato a ecuaciones (lineales de coeficien¬ 
tes constantes) de orden superior al segundo. Dada la ecuacion 

[108-24] y (n) + d'i 3/ (w_1) + . •. + »n-i V f + a n y = 0 
poniendo y = e rx , se obtiene 

( r n 4- a x r"- 1 + ... -f a„_i r + a n ) e rx = 0. 

Para que e rx satisfaga a la ecuacion sera entonces necesa- 
rio y suficiente que r sea raiz de la ecuacion caracteristica 

[ 108-25] r n + a-i r"- 1 4 ... 4 a n -\ r 4 a n = 0 . 

a) Si las n raices r u . . ., r n son distintas, 

[108-26] y = C, e't* 4 C 2 ew 4 ... 4 C„ 

os la Bolud&n general (§§ 107-1 y 2), pues el wronskiano de 
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las soluciones u x = e r x x , . .., u n = ev es, como es dacil de calcu- 
lar, igual al determinante de Vandermonde (§ 13-7, b) de 
r x , ..., r„, por una exponencial en x. 

Para cada par de raices complejas conjugadas a ± fii, los 
dos terminos correspondientes de [108-26] se transforman co¬ 
mo en § 108-1, a 2 , dando origen a un termino de la forma 
[108-7]: 

e ax (a cos fix -f- B sen (3a;). 

b) Si r x es razz multiple de orden k, no solo e r i x es solucion, 
sino tambien xe r i x , x 2 e r i x , ..., x 1 '- 1 e r i x (ver § 108-8, c ). Por 
tanto: cada raiz multiple da k soluciones particulares, el nu- 
mero total es n, y ademas forman un sistema fundamental 
(ver § 108-8, cl 2 ). 

Nota. Si por ejemplo a ± pi son dos raices dobles, entre ambas dan 
un termino de la forma 

e ax [ (A -f Bx)cos fix + (C -f- Drc)sen Pa'] , 

con cuatro constantes. Aun ahora la ecuacion homogenea puede dar re- 
sonancia (§ 108-5, nota) en las oscilaciones. 

7. Ecuacion de la viga apoyada en toda su longitud. — Si se admite 
quo la reaccion del suelo es proporcional al hundimiento y, es decir, igual 
a — Ah*y, siendo h* un coeficiente positivo que depende de la naturaleza 
del suelo, en la ecuacion diferencial aproximada de la linea elastica 
(§ 10 G- 2 , b) en la forma [106-26] y n ' = kp(x), debemos agregar a la 
densidad lineal de carga (funcion de cargas) p(a:) el nuevo termino 
—4 h'y. Suponiendo Ic = 1 resulta: 

y ir 4 - 4 h'y = p(cc). 

La ecuacion caracterlstica es 

n 4 + Ah* = 0 de donde r =z h V 2 . \ 4/ — I , 

y como el numero —1 tiene 4 raices cuartas, se tienen los siguientes va- 
lores de r: 

r x = h(l + i) ; r 3 = h( 1 — i) ; 

r 3 = h (—1 4 ■ i) ; n = h (—1 — i) ; 

luego la integral general de la ecuacion incompleta es 

y = (A . cos hx -f B . sen hx) e hw 4 - (C . cos hx 4 - D . sen hx) e~ h *. 

Si la funcion de carga es de primero, scgundo 0 tercer grado en x, 
la integral de la ecuacion completa es evidentemente y = p(x) /Ah', que 
sumada a la expresion anterior da la integral general de la ecuacion 
completa. Con las condiciones iniciales y " = 0, y"’ = 0, en ambos extre- 
mos, quedan determinadas las cuatro constantes A, B, C, D. 

8 . Metodo simbolico para la ecuacion homogenea. — La resolucion de 
ecuaciones linales homogeneas de coeficientes constantes, se ha hecho sin 
cuadraturas, con metodos algebraieos. Elio se debe a las propiedades al- 
gebraicas del operador D de dcrivacion, consecuencia de su linealidad: 
D[2 a ‘ Ui (»)] = %a,i Dui (x), (§ 32-1). 

a) Operador p(D). — a x ) Si p(&) es un polinomio en x 
[108-27] p(x) = x n 4 - aix”- 1 + ... -f a n -\X -|- a„ , 
consideraremos a 
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[108-28] p (D) = D™ 4 a 1 T> n - 1 + ... + a,-,D + a„ , 

como un simbolo de operacion aplicable a funciones y = y{x) con el sig- 
nificado siguiente: 

[108-29] p(D)y = D n y -f- OiD n ~ x y 4- ... 4- a n -iDy 4- a n y. 

Si p(D)=l es p(D)y —y, es decir, p(.D)=l indica una operacion 
sin efecto modifieante. 

as) Si pi(») y pa (a;) son polinomios, se tiene 
[108-30] Pi(D)y 4 - p a (D)i/ = [pi(D)-f-p 2 (D)] 2 / , 

siendo p 1 (D)-fp 2 (D) el operador correspondiente al polinomio p,(ic)4- 
4* pa(£B). Con analoga definicion de pi(D).p 2 (D), resulta de la lineali¬ 
dad de la derivacion (§ 32-1) : 

[108-31] Pl (D)[p,(D)»] = [pi(D).p 3 (D)] 2 / = p g (D)[pi(D)i/]. 

a 3 ) En consecuencia, si n, r 2 , n, ... son los ceros de p(cc), y h, k, 
l, ... los ordenos de multiplicidad, la operacion, 

[108-32] p(D) = (D— rO»(D — r a )»(D— r 8 )' ... 

resulta de realizar sucesivamente las operaciones que corresponden a cada 
potencia, en un orden arbitrario. 

b) Expresion de (D — r)\ — De la relacion 

e~ rx (T) — r)y = e~ r " Dy — e~ r * ry = D[e~ ra, 2 /] 
resulta, reemplazando y por (D— r)y : 

e -r *(D — r) 2 y = D[e“ ra, (D—r)jy] = D“[e' ra 2 /] . 

Reiterando el procedimiento se tiene: 

[108-33] e- r -(D — r) h y = D»[«- r "y]. 

c) Integracion de la ecuacion simple. — La ecuacion diferencial 

[108-34] y w + any^ + ... 4 - a h y = 0 

se llama simple si su ecuacion caracterlstica tiene una sola raiz r (de 
orden h ). En tal caso [108-34] se escribe: (D — r) h y = 0, que en virtud 
de [108-33] equivale a la ecuacion 

D h [e-"y-] = 0 , 

do integracion inmediata: e~ r * y — Pa-i(x), polinomio de grado h — 1 , 
con h coeficientes arbitrarios. Entonces la solucion general de [108-34] e* 

[108-35] y = Pft-i(a;). e r * = (Co + Ci * 4 - ... 4- C*-*»»-*)«". 

d) Integracion de [108-24]. — Esta ecuacion se escribe en virtud de 
| 108-29] : p(D)y = 0, 0 bien por [108-32] 

1108-86] (D —rOVD —r 2 ) fc (B —r 3 )‘ ... y - 0. 

Probaremos que su integral general es igual a la suma de las inte- 
giales generales de cada una de las ecuaciones simples 

[108-37] (D — r 1 ) k y = 0 , (D — r 2 ) k y = 0 , ... 

0 Him por [108-35]: 

1108-38] y = P*-»(*).« r »" + Q*-i(*).e r = a 4 - .... 

domic !**.,(«), Q*i(a:), ... son polinomios de grados indicados por los 
mibindicoH, con coeficientes arbitrarios. 



228 XXVII. ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR § 108 -8 

di) Cada termino indicado en [108-38] es solucion, pues al aplicar 
[108-32] podemos por a 3 comenzar por la potencia simbolica que lo anule 
en virtud de c. Por consiguiente [108-38] es solucion. 

d 2 ) Como en [108-38] hay h k + l ... —n eonstantes arbitrarias, 
para probar que [108-38] es la solucion general, bastara demostrar 
(§ 107-2) que si es identicamente 

[108-39] P»-i(a;)e r i ir _|_ Q k - 1 (x)e r 2 w + ... = 0 , 

los polinomios Ph~i(x), Qk-i(x), ..., son identicamente nulos. 

Supongamos, por el absurdo, que sea n la raiz de modulo mayor de 
entre las correspondientes a polinomios no identicamente nulos, o una de 
ellas si hay raices de igual modulo. Reemplazando x por a t/r k la identi- 
dad [108-39] toma la forma 

Pfc-ifi* Q*-i e ( W i) ' -f- ... = 0. 

Como por la hipotesis rjr,, r a /r r , ..., distintos de 1, son de modulo 
< 1 , tendran todas sus partes reales < 1 , de donde resulta una contra- 
diccion para » + cq } pues el primer termino es un infinito de orden 
superior a todos los otros. Para el easo en que [108-39] se reduzca al 
primer termino, el teorema es evidente. 

9. Aplicacion del metodo simbolico a la ecuacion completa. — El me- 

todo simbolico (§ 108-8) nos permitira justificar los tipos de soluciones 
ensayados en § 108-4 al aplicar el metodo de coeficientcs indeterminados, 
dandonos a la vez otra manera, en ocasiones mas conveniente, de hallar 
la solucion particular. 

a) Si el segundo miembro de la ecuacion completa 
[108-40] p (D) 2 / = f(a;) 

es un polinomio P* (x) de grado k, entonccs : 

lb) Si p(0)t^0, [108-40] tiene por solucion particular un polinomio 
determinado, de grado k ; 

2 y ) Si 0 es un cero de orden h de p(a?), la ecuacion [108-40] admite 
una solucion particular x h Q* (x ), donde Qi (x) es un polinomio determi¬ 
nado de grado k. 

Dem. 1*?) Si p(0)t^ 0, se obtiene por division 

—~ — = 6 0 + bi x -}- ... -f b k x k + x M ■ ft - , 
p(») p (%) 

siendo b 0 =£0 y R(x-) un polinomio en x. De 

1 = p(x') (b 0 + 61 x -f ... 4 - b k x k ) + a l<1 R (x) 

resulta la identidad 

1 = p(D)( 6 0 + 61 D+ ... + b k D k ) + R(D)D * +1 . 

que expresa que el segundo miembro define una operacion sin efecto mo- 
dificante. Aplicandola a f (®) = P* (a) y observando que D *' 1 P* (a-) = 0 
resulta 

P(D)[( 6 « + 6 iD-J-... + 6 *D*)P*(sb)] = P*(a?) , 
es decir, la solucion particular z de p(D)i/ = P*(a) es 
z = (bo + 61 D + ... + bk D*) P* (x) , 

polinomio de grado k por ser boj^O. Los numeros b { pueden ralculaiso 
tambien desarrollando l/p(*) por la serie de Mac-LauriN. 
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2 b) Si 0 es cero de orden h de p(x), es p(x)=i a^pif*), y la ecuacion 
[108-40] se escribe pi(D)D" y = P k (x), de modo que tomando D h y como 
nueva incognita nos situamos en el caso lb. Asi resulta D* y un poli¬ 
nomio de grado k [calculable mediante desarrollo de l/pi(*)], y con h 
cuadraturas, resulta la solucion particular de la forma indicada. 

b) Si la ecuacion es de la forma 

[108-41] p(D)y = P k (x)e a * 

siendo P k un polinomio de grado k, ent,onces\ 

l 9 ) Si p(a)=^0, una solucion particular es Q* (x)e a *, donde Q* es un 
polinomio determinado de grado k ; 

2 b) Si a es un cero de orden h de p(a;), [108-41] tiene una solucion 
particular e ax x h Q k (x), donde Q k es un polinomio determinado de grado k. 

Haciendo y = e ai z y aplicando a z la identidad [108-33] con r ■=.—a 
resulta 

e ax (D + a) X z = D X y. 

Aplicando esta relacion a cada termino de p(D) resulta por [108-41] 

e ax p(D a)z = p(D)y = P*(a;)e a * 

.’. p(D + a)z = P k (x) 

con lo que nos situamos (para la solucion particular z a reemplazar en 
y = e ax z) en el caso a, y asi queda probado el teorema. 

c) Si el segundo miembro f(x) es de una de las formas: 

P*(a;)e a * cos cox , P k (x)e a * sen cox , 

caemos en los casos anteriores mediante exponenciales imaginai'ias. 

Si los datos son reales es mas comodo integrar la ecuacion 

p(D)z = p*e (0>1 " ) * , (* = tt + w) * 

y separar partes reales e imaginarias, pues ellas satisfacen a 
p(D)w = P* e°* cos wx , p (D) v = P k e a * sen ox. 


Ejercicios 

1. Resolver: 

a) y" — ly' + 12 y = 0 siendo para x — 0, y= y = 1; 

b) y" — y' — 6?/= 0 siendo para x = 0, y = 3, y’= — 1; 

c) (d 3 s/d£ 2 )—3(ds/dt)=0 siendo para t = 0, 8=1, s'= 4. 

2. Resolver, siendo para x = 0, y = 1, y' = 2: 

а) 4 y" + y = 0; 

б ) 4y" + 252/ = 12/; 
c) y" — 4 y' + 5y = 0. 

3. Resolver y" -f 4 y' -f 4y = 0 siendo para x = 0, y = 1, y' = — 1. 

4. Expresar la solucion general de la ecuacion del tipo de Cauchy 
( \ 107, ejercicio 5) x*y" + axy' -f by = 0 en los casos 

19) a =(a — 1)- — 46 > 0; 

2b) A < 0; 

39) A = 0. 

r>. Resolver: 

a) (lx e y" — (jxy' |- 4}/ = 0; 

b) x*y" \- Say + V = 0 • 
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6 . Resolver: 

a) y” + U — 3x 9 -f 2 siendo para x = 0, y = 1, y'= 2; 

b ) y" — 3y' = 2 — 6 x siendo para a; = 0, 3 / = 1, y’ = 3; 

c) 2 /" — 52/' + ' 6 ?y = e*(x- — 3); 

d) y” + 8y'+ 25y = e2cc. 

7. Resolver: 

a) (d"x/dt 2 ) — 6 (dx/di) + 8x = cos t; 

b) y" + Ay = 2 cos 2x; 

c) y" + V = sen x siendo para x = n/2, y = 3, y'=(n/ 4)—1. 

8 . Resolver: 

a) y" + 10?/' + 25i/ = x sen 2a:; 

b) y" — 3y' + 2y = e-x 4 . x 2 . 

9. Integrar: 

19 ) y rr _ a *y = 0 ; 

29) j / 17 _j_ 4a 4 y = 0. 

10. Integrar: 

19) y"> — rj a iy' _|_ Q a 3y _ x i. 

29) 2/ v + y” = X) 

39) j/ IV 4 . 2ci"y" + a* 2 / = cos ax. 


109. SlSTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS 


1. Sistemas de ecuaciones de primer orden. — a) Significa- 
do geometrico. — Asi como la solucion general de una ecuacion 
diferencial representa una familia de curvas planas, la de un 
sistema de dos ecuaciones diferenciales: 


n oo-ii f v( x '*y> y'> v”> • • •; *» *'» 2",...) = 0 ; 

‘ ’ J L ■»!>(&; • • •; z'> 2 ", •..) = 0 

representa una familia de curvas alabeadas, pues cada solucion 
esta dada por un par de ecuaciones y, z ) = 0. ^{x, y, z)= 0 

de una tal curva referida a los ejes x, y, z. 

En particular, un sistema de ecuaciones de primer orden, 
de la forma normal, es decir, resuelto en las derivadas: 

[109-2] y f = f (x,y,z) ; z' = g(x,y,z) ; 

puede y suele escribirse en la forma simetrica 

T109-31 - — —_ = __ _ 

X(x,y,z) Y(x,y,z) Z (x,y,z) 

pues de esta se pasa a la anterior poniendo 


[109-3] 


[109-4] 


* - -x- 


S x . 


Considerando a X, Y, Z como componentes de un vector va¬ 
riable, esas funciones definen un campo vectorial, y el sistema 
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escrito en la forma [109-3] expresa que las curvas integrales 
son las lineas de fuerza del campo vectorial, es decir, son en 
cada punto tangentes al vector correspondiente. En efecto, los 
cosenos directores de la tangente son (§ 72-6, b ) proporcionales 
a dx, d y, dz, y entonces por [109-3], a X, Y, Z. 

Ahora bien, dado arbitrariamente el campo vectorial, ^exis- 
ten estas lineas de fuerza, envolventes de sus vectores? Si f 
y g cumplen condiciones muy generales (por ejemplo las de 
§ 105-3), por cada punto del espacio pasa una curva integral 
y solo una. Una familia con esta propiedad se llama congruen- 
cia de curvas. 

En efecto, por el teorenia de existencia y unicidad (§ 105-3), sea 
[109-5] y = u(x; xo, 2 / 0 , ^o) , z = v(x; x 0 , 2 / 0 , z«) 

la solucion univoca de [109-2] que pasa por (x u , 2 / 0 , z 0 ), cumpliendo y 0 = 
= u(x 0 ; x 0 , 2 / 0 , z 0 ), z 0 = v(x 0 ; x 0 , 2 / 0 , z 0 ). Por el punto ( x,y,z) de la tra- 
yectoria [109-5] correspondiente al entorno de x a donde exista univoca, 
pasa tambien una trayectoria: 

11 = u(i\x,y,z) , f = v(?;x, 2 /,z) 

que por el teorema de unicidad (§ 105-3) debe coincidir con [109-5]. Asi 
pues, para S = x 0 , debe ser n = 2 / 0 , ? = z 0 , de donde: 

2 /o = u(x 0 ; x,y,z) , z 0 = v(x«; x, y, z) 

representan todas las posibles trayectorias que pasan por el entorno de 
(x 0 , 2 / 0 , z 0 ). Por tanto el par de ecuaciones 

[109-6] u (x, y, z) = a , v(x, 2 /,z) = (3 

representa la integral general del sistema [109-2]. 

Debe observarse que esta representacion es univoca solo para valores 
(x, y, z) de un pequeno entorno de (x 0 , 2 / 0 , z 0 ). Acaso “en grande”, no se 
pueda conservar una tal representacion univoca. 

Observemos que por [109-4] las funciones X, Y, Z quedan 
determinadas, salvo un factor de proporcionalidad que puede 
ser variable. Por eso el sistema de primer orden [109-2] no 
representa propiamente hablando un campo vectorial sino un 
campo de direcciones en el espacio. 

Resumiendo: Un sistema de dos ecuaciones de primer or¬ 
den [109-2] 

a) representa geometricamente un campo espacial de direc¬ 
ciones ; 

(1) tiene por solucion general una congruencia espacial de 
curvas (en las condiciones muy generales de § 105-3, sobre las 
funciones f, g). 

Reciprocamente: una familia de curvas doblemente infinita, 
es decir, con dos parametros a, (3, es una congruencia si por 
cada punto pasa una, es decir, si a cada terna x, y, z, corres¬ 
pond!: un solo par a, (3, que determina por tanto una sola curva; 
es decir: si se pueden despejar a, (3, en la forma 

u (x,y,z) = a , v(x, y, z) = (3. 
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El sistema de ecuaciones diferenciales que representa esia 
congruencia se deduce inmediataraente diferenciando 

u x . da; + Uy . di/ + u~. Az = 0 , 
v g . da; + v y . d y -\- v z .Az = 0 , 

de donde se despeja: 

da; _ Ay Az 

Uy .V z - U Z Vy U Z V X - Ux v~ U T Vy - UyV x 

Ejemplos: 1. Todas las rectas que pasan por el origen y no estan en 
el piano xy, tienen las ecuaciones 

x = a z , y — [3z , 

de donde 

dee = a dz , dy = $ d z , 

_ dy _ dz 

x - V - z ■ 

La eliminacion de los parametros entre las ecuaciones y sus diferen¬ 
ciales, quo arriba quedo hecha por la sola diferenciacion, a causa de estar 
despejados a, (3, se ha hecho aqui por division. 

2. Todas las rectas paralelas a la x = az, y = bz, tienen las ecua¬ 
ciones 

x — az -\- a , y = bz -f (3 , 

de donde 

da; = a dz , Ay = b az , 
dx _ Ay Az 

a ~ b ~ 1 ' 

La eliminacion ha quedado hecha por la diferenciacion. He aqui, pues, 
las ecuaciones diferenciales de la congruencia de rectas paralelas. 

Nota. En la misma forma se interpreta un sistema de n ecuaciones 
de primer orden, pero en un espacio de n + 1 dimensiones E«+i; el sistema 
representa un campo de direcciones en E««, y su solucion general es una 
congruencia de curvas en E n+i . 

b) Integration. — En el sistema [109-2], cada ecuacion no 
puede resolverse por separado, por contener las dos funciones 
incognitas. El procedimiento practico de integration directa, 
aparte de los de aproximacion (§ 104) o por desarrollo en 
serie (§ 104-1), consiste en obtener una sola ecuacion con una 
sola fimeion incognita (ecuacion eliminante), que resulta de 
orden 2 6 menor. En efecto, derivando la primera resulta: 

[109-7] y" = f, — f v . y' — f,. zl , 

y eliminando 2 y z' entre las tres ecuaciones [109-2] y [109-7] 
resulta la ecuacion eliminante 

y” = h (x,y,y f ) 

que integrada da y en funcion de x. Reemplazando en una de 
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las ecuaciones [109-2] resulta otra ecuacion para z. El mismo 
procedimineto es aplicable a sistemas de mas de dos ecuaciones. 

A veces la eliminacion se hace sin necesidad de derivar, 
como muestran los ejemplos 5 y 6. 

Ejemplos: 3. y’ = y + Az, (a) ; z’ = 2 y — z, ( b ). 

Derivando (a) y reemplazando z' por ( b) resulta: 

y” = y' + 4 z' = y' -f 8 y — Az , 

aqui todavia figura z pero por (a) Az = y' — y, y reemplazando se llega 
a la ecuacion con la unica incognita y (ecuacion eliminante) : 

[109-8] y” — 9y = 0 

cuya solucion general es: 

[109-9] y = Cie 8 * + 

Conocida y resulta z de (a) : 

z = y '~7 v = e3a — 

4 2 

4. Hallar las lineas de fuerza del campo vectorial 
X = 1 , Y = z , Z = x 2 — Ay 

y en particular la que pasa por P«(0, 7/8, 2). 

El sistema es: 

y' = z ; z' — x- — Ay 
y de el resulta la ecuacion eliminante 

V" + Ay = x s , 

que es lineal de coeficientes constantes con solucion: 


de donde 


x 2 1 

y = A cos 2x + B sen 2x , 


y’ = — 2A sen 2x -f 2B cos 2x H-^ . 


Estas dos ecuaciones representan las lineas de fuerza. Para la que 
pasa por P#(0,7/8,2) se obtiene A = B = 1. 

5. Resolver el sistema 

y' z' = 2x ; y' — z' — 3x a 
siendo para x = 1, y = 0, z — 1. 

Sumando y restando resultan dos ecuaciones eliminantes de primer 


, 2x + ?>x" 

y = — 2 

con lo que la solucion general es 
x 2 + x 3 , 


V = —s 


y la i>articular 


x* 1 - 

V - — 1 


2x — 3x a 


Z = + Ca 


X- — x° . 

2 = - 2 +1 - 
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6 . Resolver el sistema 

y' = z + w ; z' = y 4 - w ; w' = y 4 - z. 

Tampoco ahora necesitamos derivar. Sumando resulta 
(v + z + w)' = 2 (y + z + w) 

[109-10] /. y + z + w = Ae 2w . 

Sumando las dos primeras y restando la tercera resulta 
(y + z — w)' — 2 w 

y como (y + z — w)'=z 2Ae 2x — 2 w' resulta la ecuacion lineal 

w' + w = Ae" x 

que da w. Analogamente se calcula, por ejemplo, z y luego y por [109-10], 
se obtiene asi la solucion general: 

y = Ci Cs e * ; z — Ci e~* Ca e x ; 

w = Ci e 2 * — (C* + C>)e-. 


2. Sistemas de ecuaciones lineales de primer orden. — Nos 

limitaremos a sistemas de dos ecuaciones, por brevedad, y por- 
que todo se extiende de inmediato a sistemas de mas ecuaciones 
(y tambien a sistemas de ecuaciones lineales de ordenes supe- 
riores, como veremos en § 109-4). 


a) Sistemas homogeneos. — Son los de la forma: 


[109-11] 


f V' = P n(x)y + pi 2 (x)z 
l z’ = Pai (%)V + P 22 (x)z. 


Diremos que las dos soluciones: 


[109-12] 


f V = Ui(a;) f V = u 2 (a0 

l 2 = vi(®) ’ 1 2 = v 2 (a;) 


son linealmente independientes 0 que forman un sistema fun¬ 
damental, si no existe ningun par (Ci, C 2 ) de constantes no 
simultaneamente nulas, tales que sea simultaneamente y para 
todo x: 


[109-13] Ci u 1 + C 2 u, = 0 , Ci v, + C 2 v 2 = 0. 

Como en § 107-1, se demuestra que si [109-12] es un sis¬ 
tema fundamental de soluciones, la solucion general es: 

[109-14] y = Ci «i + C 2 m 2 , z = C x v x + C 2 

Esta solucion suele hallarse directamente por el metodo de 
elimination de § 109-1, b. 


Ejemplos: 1. El sistema de tres ecuaciones 

Xt = 2jpf*(i)»* , (* = 1,2,3) , 

en las funciones incognitas de t: Xi, x 2 , x s , representa una congruencia 
de curvas en forma parametrica. Con cada curva x ( = u ( (t), (i = 1,2,3), 
pertenecen tambien a la congruencia, sus homoteticas respecto del origen 

Xi = Cuj (t). 
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Derivando respecto de t dos veces, resultan otras seis ecuaciones 
lineales; si eliminamos entre las nueve ecuaciones las variables: 

X 2 , Xs, Xi, Xs, Xs", Xs", Xi"’, Xs", 

resulta una ecuacion lineal en Xi de tercer orden: 

Ax"' + Baa" + Cxi = D; 

sustituida la funcion calculada x, en las ecuaciones segunda y tercera te- 
nemos un sistema de dos ecuaciones que determinan: x 3 , x 3 . 

2. Caso particular del anterior es el sistema 

rien di 1 d n 1.1 d b 1 

ds q(s) ds T (s) o(s) ds r(s) 


J. ' "1, L_ 

r(s) 0 (s) ’ ds t(s) n ’ 


donde t(s), n(s), b(s), son las funciones incognitas y o(s), T (s) son 
funciones continuas dadas, quo determinan intrinsecamente una cur'va ala- 
beada (§ 73-9). 

Por el teorema de existencia y unicidad (§ 105-3) existen * univoca- 
mente determinadas tres ternas de funciones b(s), n,(s), b,(s), (* = 1 , 
2,3) que en s = s 0 cumplen las condiciones iniciales t,(s,,)=l, n,(s,)=:0, 
bi(s : ,) = 0; t 2 (s o )= 0 , n 2 (s 0 ) = 1, b 2 (so)=0; t 0 (s 0 ) = 0, n 3 (So)=0, 

ba(So) = 1 . 

Estas condiciones iniciales cumplen t 2 -f n 2 -f b 2 = 1, integral primera 
del sistema [109-15] por cumpliroe 

. dt. , dn , . d b 
t , — 1- w — - 4 - 6 , - = 0 . 
ds ds ds 

Analogamente cumplen t, n< n, 4 - b, b, = 0 j), condicion que se 
conservara al variar s, pues dos soluciones de [109-15] cumplen: 


dt- dfi d n, 

t{ — 4 - t) — 4 - tii — 

ds ds ds 


, h d b, 
+ bl d»■ 




En estas condiciones, las funciones t,(s). n,(s), b, (s), (i = 1,2,3), 
seran las componentes de tres versores t, n, b, formando una terna orto- 
normal que por continuidad conservara tambien su orientacion 0 sentido. 
Determinado asi el triedro intrinseco (a menos de una rotacion de su 
posicion inicial), la curva se obtiene a menos de una traslacion, como se 
dijo en § 73-9. 


b ) Sistemas no-homogeneos. — Son los de la forma: 

[109-16] { * - + P ’ 2( ,^ z + 

l 2' = p n(x)y 4- P22 (x)z 4 - q 2 (ic). 

Como se demuestra que si (Y, Z) es la solucion general del 
sistema homogeneo [109-11] y (jt, £) una solucion particular 
del sistema [109-16], la solucion general de este es: 

[109-17] y = Y-fp , « = Z4-S. 

Tambien se obtiene una solucion particular de [109-16] 
por el metodo de Lagrange como en § 107-5, a. Se reemplazan 
en [109-17] Ci y C 2 por funciones de x, Gi(a:) y G 2 (a:) a de- 
terminar de modo que 


* PrArlicnmcnto In inlo'jrnciori del sistema [109-151 se reduce a la de una ecuacion 
dn IllCiUTI (5 101-r>, b). Vfnse G. VALIBON, II, plig. 320. 
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[103-18] y = (jx(x)u x + G 2 {x)u 2 , z = G 1 (x)v 1 G 2 (x)v 2 

sea solucion de [109-16]. Esto conduce al sistema de ecuacio- 
nes lineales en Gi'(t), G 2 '(t) : 

Gi' U\ G 2 ' u 2 — qi (x) , Gi' Vi G 2 ' Vo = q 2 ( x ) , 

y como el determinante del sistema es u x v 2 — u 2 v x ^ 0, por ser 
[109-12] un sistema fundamental de soluciones de [109-11], 
quedan determinados G,, G 2 mediante cuadraturas. Agrupan- 
do en [109-18] los terminos en las constantes de integracion, 
se lleva [109-18] a la forma [109-17]. 

c) Sistemas homogeneos de coeficientes constantes. — El 
sistema 

[109-19] y' = p n y + p l2 z , z' = p 2 1 V + P 22 Z , 

donde los coeficientes p^ son constantes, se resuelve con la 
sustitucion de D’Alembert (§ 108-1), es decir, ensayando so¬ 
luciones del tipo 

[109-20] y = ae™ , y = |3e r * 

que sustituidas en el sistema conducen, despues de simplificar, 
al sistema de ecuaciones algebraicas lineales: 

a r = Pu a + P 12 P (Pn-r)ct + P 12 P = 0 

Pr = P 21 a + P 22 P P 21 « + (P 22 — r)P = 0 

Condicion de compatibilidad es (§ 15-G) la anulacion del 
determinante de los coeficientes, 0 sea 

(Pn — r) (p 22 — r) = p 12 P 21 , 

ecuacion caracteristcia, que determina uno 0 dos valores de r; 
suponiendo que sean distintos, cada uno determina un sistema 
de soluciones y la suma de ambos es la integral general. 

El caso de raices iguales se resuelve obteniendo la segunda 
solucion del tipo xe rx . 

EJEmpi.os: 3. Sea el sistema de ecuaciones homogeneas: 

y’ = y -1- 4z , z' = 2y — z. 

El sistema de ecuaciones algebraicas caracteristicas es: 

ar = a + 40 1 —r 4 

(3 r = 2a — P 2 — 1 — r 

como las raices de esta ecuacion r 2 —9 = 0, son +3 y —3, las soluciones 
correspondientes son P = la., P= — a. Para a = 1 en cada caso, se tie- 
nen dos soluciones 

y = e ax _ y — 

z ~ W x ' z = — e~* x 

que forman un sistema fundamental, y entonces la solucion general del 
sistema propuesto es: 

y - Ci e* x + C> e~ 3x 

z = iCiC 3 ' — Ca e'* x 
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. dx dy _ , „ d z 

4 - it = x • “df = 21 + Sy ’ TT = - * + 5y + 22 ' 

Haciendo x = ae rt , y = pe r ‘, z = ye rl , se tiene para determinar r, la 
ecuacion caracteristica: 

1 — r 0 0 

2 3 — r 0 =0. Raices: n = 1, r 2 = 2, r 3 = 3. 

— 1 5 2 — r 

Resulta la solucion general: 

x = Ci e 1 , y = — Cie' + C 3 e sf , z = 6Cie* + C 2 e 2 ‘ + 50, e 3 '. 

3. Sistemas de ecuaciones de ordenes superiores. — a) Es- 

tos sistemas pueden reducirse a sistemas de ecuaciones de pri¬ 
mer orden, introduciendo incognitas auxiliares como se hizo 
en § 105-2 en el caso de una sola ecuacion. Por ejemplo, el 
sistema 

[109-21] y" = i(x, y, z, y\ z') , z” = g(x, y, z, ?/, z') 

equivale al sistema 

[109-22] y' = u , z' = v , u' = f (x, y, z, u, v) , 
v' = g(x,y,z,u,v). 

En general esta transformacidn no es conveniente para la 
resolucidn de un sistema, por el elevado numero de ecuaciones 
que resultan, pero nos sera util para las consideraciones que 
siguen, en las que nos limitaremos a sistemas normales (es 
decir, resueltos en las derivadas de orden mas alto) de dos 
ecuaciones de segundo orden [109-21], por brevedad y porque 
todo se extiende de inmediato a sistemas de mas ecuaciones de 
ordenes mayores. 

b ) La forma equivalente [109-22] nos permite trasladar al 
sistema [109-21] las condiciones suficientes vistas en § 105-3, 
para la existencia y unicidad de la solucion de [109-21] con 
las condiciones iniciales y = yo, y' = V'o, z = z 0 , z' = z'<> para 
x .t 0 . La integral general contiene, por tanto, cuatro constan- 
tes arbitrarias, y en general tantas como las sumas de los or¬ 
denes de las ecuaciones del sistema, suma que se llama orden 
del sistema. Reciprocamente, una familia con n parametros, 
de curvas del espacio, se puede representar por un sistema de 
orden n, con dos ecuaciones, que para n = 4 podrd ser del tipo 
[109-21]. Tambien puede resultar un sistema con ecuaciones 
de orden distinto, por ejemplo, si la familia de curvas viene 
dada por un par de ecuaciones finitas tales que una contenga 
un parametro y la otra tres. 

Ejemplos: 1. Las ecuaciones de todas las rectas no paralelas al pia¬ 
no y, z son: y = ax -f- b, z = cx-\-d; derivando dos veces resulta el sis- 
tornn: 

y" = 0 , z" = 0. 
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2. Todas las circunferencias horizon tales (es decir, sitnadas en pia¬ 
nos paralelos al x, y) de radio fijo, vienen expresadas asi: 

z = c , (x — a) 1 + (y — b ) 2 = r 8 , 
derivando una vez la primera y dos veces la segunda, resulta el sistema: 

2 ' = 0 , r 8 = (1 +y'*yiy">. 

Nota. La solucion general de [109-21] puede considerarse tambien, 
en virtud de [109-22] y § 109-1, nota, como una congruencia de curvas en 
un espacio de cinco diniensiones. 

c) El metodo indicado en § 109-1, b, para obtener una ecua¬ 
cion eliminante, con una sola funcion incognita, es aplicable a 
sistemas de ecuaciones de ordenes superiores, para lo cual, en 
general, habra que derivar cada ecuacion un numero suficiente 
de veces. 

EJEmplo. 3. En la teoria del pendulo de Foucault se presenta el sis¬ 
tema siguiente, donde las derivadas son respecto de la variable indepen- 
diente t (tiempo): 

x" — 2 ay' -f- = 0, (a) ; y" 4- 2 ax' -f by = 0, (P). 

En el es a = cosen<r, b — yH, representando co la vclocidad de rota- 

2 K 

cion de la tierra (de valor ~2Ylib 8 ^4~66 rad ^’ tp la # el 

valor de la gravedad del lugar y l la longitud del pendulo. 

Derivando dos veces la ecuacion (a) y una sola vez la ecuacion (|3), 
tenemos: 

_ 2 ay'" + bx" = 0 ; y'" + 2ax" + by' = 0. 

Eliminando y"’ entre estas ecuaciones resulta: 

x IV -f (4 a 3 +6)a:" + 2 aby’ == 0 , 

y eliminando ahora y’ entre esta y (a) se obtiene la ecuacion eliminante: 
a: lv -|- (4a 2 + 2b)x" -f b* x = 0 , 

lineal de cuarto orden sin segundo miembro y con coeficientes constantes. 

Resuelta esta ecuacion mediante la ecuacion caracteristica, que es bi- 
cuadrada y da cuatro raices: n, — r it r 2 , —r 2 , se tiene: . 

x = Ci e r i‘ -f- Ca e -r i‘ + Cae’- 1 -|- C<e rs '. 

El valor de y se aespeja de (P) : 



sustituyendo y" por su valor sacado de la ecuacion que se obtiene deri¬ 
vando (a). 

4. Sistemas de ecuaciones lineales de ordenes superiores. — 
Todas las propiedades vistas en § 109-2 dependen del caracter 
lineal de las ecuaciones, y subsisten cuando estas son de orde¬ 
nes superiores. Esto se ve pasando al sistema equivalente 
*[109-22], pues las nuevas ecuaciones resultan tambien lineales 
y son de primer orden. 

En ocasiones es mas comodo aplicar el metodo de Lac.range 
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(§ 109-2, b), o la sustitucion de D’Alembert (§ 109-2, c ), di- 
rectamente al sistema dado. 

Ejemplo. Resolver el sistema: 

y" + 2 y’ — 32' = 0 , 2 " — 82 ' — 32 + 10 y' = 0 . 

Poniendo y = ae TX , z = Pe ri , resulta: 

«(r s + 2r) + p(— 3r) =0 , a . lOr + P(r® — 8 r — 3) = 0. 

Para que haya soluciones fuera de la trivial a = P = 0, debe verificarse 
la ecuacion caracteristica : 

r 3 + 2 r — Sr _ 
lOr r 2 — 8 r —3 “ ’ 

cuyas raices son r, = 0; r a = 1; r„ = 2; r., — 3. Para cada uno de estos 
valores de r resulta de una u otra de las ecuaciones en a y p, que 
P/a=0; 1; 4/3; 5/3, respectivamente. Entonces la solucion general del 
sistema es: 

■U = Ci + C 2 e* + C,e 2 ' + C.e 3 ' ; 2 = C 2 + A C ; ,e 2 ' + -g-C.e 31 . 

5. Aplicaciones a la dinamica. — Hasta ahora hemos consi- 
derado problemas de mecanica en una sola dimension, que nos 
conducian a una sola ecuacion diferencial, pero en general con- 
duciran a sistemas de dos o tres segun se trate de problemas 
del piano o del espacio. En efecto; considerando como funcio- 
nes incognitas las coordenadas variables x(t), y(i), z (t) del 
punto movil, la ecuacion fundamental de la dinamica 

ma = F 

escrita en componentes, nos da el sistema 

f nix" = X(t\x,y,z,x',y',z') 
r 109-23] - my" = Y (t ; x, y, z, x', y', z’) 

[ mz" = Z (t;x,y,z, x', if, z') 

cuando se conocen las componentes X, Y, Z de la fuerza en 
funcidn del tiempo, de la posicion, y tambien de la velocidad, 
por ejemplo, cuando hay una resistencia del medio que dependa 
do la velocidad. 

En muchos casos las ecuaciones son independientes, es de¬ 
cir. en cada una figura una sola funcion incognita y entonces 
sc integran por separado. Tal ocurre con el primero de los pro¬ 
blemas que siguen. 

Ejkmplos: 1. Tiro en el vacio. — Ley del movimiento y ecuacion de 
In trayectoria do un proyectil disparado con velocidad v 0 , de inclinacidn 
a nobri 1 lu horizontal. 
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Fig. 356. 


Eligiendo los ejes como indica la 
figura 356 y poniendo t = 0 en el ins- 
tante del disparo se tiene: 

x" = 0 , y" = — g 
siendo para t = 0 : 

Xo — 0 , y« = 0 , 

Xo — Vo cos a , yd = Vo sen a. 

Una primera integracion nos da, de- 
terminando Ci y C 2 mediante las dos ul¬ 
timas condiciones iniciales: 


x' — Ci = Vo cos a , y' = — gt - f- Ca = — gt + v 0 sen a. 


Integrando otra vez y aplicando las dos primeras condiciones inicia¬ 
les, se tienen las ecuaciones que dan la ley del movimiento: 


f X — (Vo cos a) t + C 3 = Vo cos a . t 

y — — Igt 2 4 Vo sen a. t + C« = — ^&t 2 4- sen a • * 


fistas son ademas ecuaciones parametricas de la trayectoria. Elimi- 
nando el parametro t se obtiene la ecuacion de la trayectoria parabolica 
en la forma 


y = — -s— 5 -*'——+ *tga. 
1 2v 0 cos 2 a 


2 Movimiento de los planetas. — Adoptando un sistema de coorde- 
nadas con origen en el sol (supuesto fijo), la fuerza que actua sobre un 
planeta tiene modulo 


iVl ")YL 

F = k —y cosenos directores 





(k: eonstante de gravitacion; M: masa del sol; on: masa del planeta, 
x, y, z : sus coordenadas funciones del tiempo t; r : su distancia ai sol). 
Entonces las ecuaciones de la dinamica nos dan: 


as" = — /cM ; y" = — kM ; 2 " = — kM . 

De las dos primeras resulta: 

xy" — yx" — 0 

y como ( xy' — yx') = xy " — yx” se tiene 

Clt 

[109-24] xy' — yx' = Ci , 

y analogamente 

yz' — zy’ = C 2 , zx' — xz' — C 3 . 

De aqui resulta C 2 as + C ,y + Ca 2 = 0 con lo que: el planeta se mueve 
en un piano que pasa por el sol. 

Tomando (x,y) como piano del movimiento, [109-24] nos dice que la 
velocidad areolar A respecto del sol es eonstante (ley de las areas de 
Kepler). En efecto 

dep . . „ d y xy' — yx _ Ci 

[109-25] A = = i(* + v ) arctg-^- = ^ - " 2 * 

Utilizando coordenadas polares r = r(i), q> = y(t), y letras acen- 
tuadas para indicar derivacion respecto de t, de [109-25] se obtiene 
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= — c 


-Ul/r) 

dep 


- _ C| d g (l/r) 
dtp* 


Si el punto P (t) de la trayectoria se express en forma vectorial ex- 
potencial P (t)=re l( P, el vector dcrivado sera P' (t) — rV fp -f-rcp'ie* tp , 
donde el primer termino da la componente radial y el segundo la perpen¬ 
dicular a esta. Volviendo a derivar 

P"(t) = (r" — rep' 2 ) c'W 4 . (2r'q>' rq>")ie^ <f> , 

el primer parentesis del segundo miembro da la componente radial de la 
aceleracion 

„ - v „ C , 2 dVl/r) C . 2 

v- dep 3 r* 

que debe coincidir, por la Icy de Newton, con —ZcM/r 8 . 

Si introducimos la eonstante p — Ci 2 / (kM), resulta asi: 




d 2 (l/r'» 1 

1 

que integrada da 


dip 2 ~ p 

r 

-±-( 

dil/r) 

V Mr 1 / 

' 1 V 

2 l 

dip 

) ~ P 2 \ 



con la eonstante de integracion adecuadamente expresada. 
Si la anterior se escribe, separando variables, 

dfl/r) 

- - ■ ---..~ = d(p , 

* > \ r pi 

una inmediata cuadratura da para la trayectoria 


1 e cos (<p— epo) 

ecuacion focal de una conica de parametro p y excentricidad e, en coorde- 
oadas polares. Por tanto, la trayectoria del planeta es una conica con el 
loco en el sol (Kepler). 


Ejercicios 

1. Hallar el sistema de ecuaciones diferenciales de la familia de cir- 
cimlVrencias (a, b, c constantes dadas) : 

ax -\- by -\- cz — a , x J 4 - y s 4 - z 2 = |3. 

2. Hallar los sistemas de ecuaciones diferenciales de las siguientes 
I’amilias de curvas, e integrarlos: 

]•?) z = ax", z — by 2 ; 

2b) La radiacion de rectas de centro ( xo , y 0 , z„). 

3. a) Probar que las curvas ortogonales a una familia de superficies 

I 1 ’(.'•,//, -) (! satisfacen al sistema de ecuaciones dx/F x — dy/F„ = dz/F„; 

b) Ilnllar los sistemas do ecuaciones do las trayectorias ortogonales 
de: I,,) I.iih « sforns con contro on el origen; fc#) Los paraboloides z 4 - 
!•<'// ; b„) l.ns oafeiJis do radio I con contro en el eje :r. 
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4. Resolver los sistemas: 

a) (dx) !y = (dy) / (—®) = (ds)/3; 

b) (dx)l (xz) = (dy)/(yz) = (dz)/(4xy); 

c) y'+ 1 = 0, z' = x sen (a; + y). 

5. Hallar la superficie engendrada por las curvas integrates del sis- 
tema (dx) I (yz) = (dy) / (xz) = (dz) / (4xy) que cortan a la elipse i r + 
+ z"=l, x = 0. 

6. Resolver el sistema 3?/ + 2y -f z' = 1, y’ + 4s' + 3z = 0, com las 
condicion.es iniciales y = z — 0 para x = 0. 

7. Resolver: 2y' -f- z' -f- by -f z — e3ar > 3?/ + 2z' + 9y + z — 2e- !j - 

8. Resolver: y' — 2z + 3y = 12 — 3e*, 2' + 5z + y = 7e* — 27. 

9. Hallar el sistema de ecuaeiones diferenciales de todas las circun- 
ferencias situadas en pianos paralelos al xy. 

10. Resolver el sistema: y" = 2y + 3z, z" = 2y -f z, siendo para 
a; = 0 : y = 5, y'= 7, z — 0, s'= 3. 

11. Resolver el sistema: y" + *'— 2z = 0, z" -f- y 2y = 0. 

12. Resolver: y" + 5 y + z = cos 2x, z" — y + 3s = 0. 

13. Un bombardero vuela horizontalmente con velocidad v a la al- 
tura h. 1 A que distancia de la vertical del objetivo debe soltar una 
bomba? 

14. En el problema del tiro en el vacio, hallar la mayor altura h 
y el alcance horizontal OH del proyectil; probar que este es maximo para 
inclinacion a = 45° y calcular el maximo. 

15. Con referenda al ejercicio anterior, probar que variando la in¬ 
clinacion del canon: a) Los puntos no alcanzables son los exteriores a 
una parabola ( parabola de seguridad) envolventc de las parabolas de 
tiro, y hallar su ecuacion; b) El lugar de los vertices de las parabolas 
de tiro es una elipse, dar su ecuacion. 

16. En un cometa de orbita hiperbolica, expresar la velocidad v en 
funcion del radio vector r conociendo la masa M del sol, su distancia d 
a las asintotas y la constante de areas a. 


NOTAS AL CAPfTULO XXVII 

I Ecuaeiones y funciones de Bessel. — a) La ecuacion differencial 
de Bessel. — Hemos visto (§ 107-6, nota 2) que la resolucion de ecua- 
ciones diferenciales conduce a definir nuevas funciones. Entre as tuncio- 
nes especiales de este tipo, que se presentan con frecuencia en las aplica- 
ciones estan las funciones de Bessel 0 soluciones de la ecuacion di/erencial 
de Bessel (considerada por F. W. Bessel en 1824, en el estudio de .as 
orbitas de los planetas y sus perturbaciones por el movinuento del sol) : 

[xxvii-i] y” + y' + ( 1 —~r) v = 0 ’ r real > °- 

Para cada valor del parametro r se obtiene una ecuacion diferencial . 

* Para r = 0, se tiene la ecuaci6n diferencial considerada por primera vcv. pin 
DANira. Bernoulli en 1733, al estudiar pequenas oscilaciones de una cadena Posudu, de 
densidad uniforme. 
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Un sistema fundamental de soluciones es el formado por las llamadas 
funciones de Bessel de orden r: una finita para x = 0, se llama de pri¬ 
mera especie, otra infinita para x = 0, de segunda especie. 

b) Funciones de Bessel de primera especie. — El metodo de coefi- 
cientes indeterminados (§ 107, a) puede aplicarse a una solucion de 
[XXVII-1] en forma de serie de potencias, solo si r es entero; de lo con- 
trario puede aplicarse a una solucion de la forma 

[XXVII-2] y = x p (ac l - f di* -f- a-x~ -f ...) = aox p + + a 2 x p+a + ... , 

con Oot^ O. Al reemplazar en [XXVII-1] resulta, anulando el coeficiente 
del termino de menor grado, en x p ~~: 

p(p —l)do -f poo — rto0 = (p" — r")ctfl — 0 


de donde 

[XXVII-3] p = r 6 p = —r. 

Consideremos primero el caso p = r. Resulta entonces, anulando los 
demas coeficientes al reemplazar en [XXVII-1] : 

[XXVII-4] [(r—1) = — r*]a, = 0 

[XXVII-5] [(r-p/i) 2 — r-]a K + a h . s = 0 , h = 2,3,4,... 

De [XXVII-4], por ser r >0, sigue ai = 0, y entonces por [XXVII-5] : 
On = «5 = .. . = Ost+i = ... = 0. Los coeficientes de subindice par se ob- 
tienen sucesivamente por [XXVII-5] a partir de un valor fijado para Oo: 


2(2 r + 2) 


4(2r 4) 


~ 2.4(2r + 2) (2r + 4) * *** 

(—l) fc a 0 (—DW(r+l> 

21 “ 2 M fc!(r + l)(r + 2)...(r+fc) 2 ak klV(r+k + 1) 

La funcion de Bessel J, (a:) se obtiene eligiendo 

1 

<&i == 0 ,. ,,,-;—~ • 

2' 1 (r -I-: 

Resulta, entonces, por reemplazo en [XXVII-2] 


XXVII-6] 


J,.(x) = 2 ( _i) 
k = 0 


o' ' 2 r ^k\r(r + k + 1) 
(—1) * (cc/2) r * ak 


“i=o fcir(r + F+l) 


r > 0. 


En particular es 
IXXVII-60] Jo(x)=l — 


+ _—g— + 

^ 2 1 ( 2!) 2 2 ° ( 3!) 2 ^ 


'■) Funciones de Bessel de segunda especie. — La ecuacion diferen- 
i ini | XXVII-I] no altera cambiando r por — r, de modo que al considerar 
■ I ol.ro caso de [XXVII-3]: p = —r, se obtiene analogamente la solucion 


|\\V!I 7| .1 ,(.,•) = v (_1)» — 


fcir (—r + fc + 1) 


, r > 0, no entero. 


Todo olio Huponiendo r no entero, pucs en caso contrario so anula el 
imminador do « u * para k mifielenteir.onto grande. En el caso r no en- 
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tero, es inmediato ver que las funciones [XXVII-6] y [XXVII-7] son li¬ 
nealmente independientes, y entonces 
[XXVII-8] V = CiJ r (x) + CJ-r(cc) , (r no entero) 

es la solucion general de [XXVII-1]. 

Para r = n entero, teniendo presente que la funcion 1/1 (a) se anuia 
(Cap. XXIX, nota VII) para x = 0, .—1, -2, —3, •••, la sene 

[XXVII-7] comienza con k = n, y se obtiene facilmente con el cambio de 
indice h — k — n, la relacion 

[XXVII-9] J-n(x) = (—l)"J„(a) , (n entero). 

El problema de hallar una solucion de [XXVII-1], linealmente inde- 
pendiente de [XXVII-6] cuando r = n es entero, pueue resolverse por el 
metodo de § 107-5. En efecto, la sustitucion 

[XXVII-10] y = J»(*).w 

conduce a la ecuacion de primer orden en w' = v: , 

J.W-5- + [ M'.C)+ *£*■]• = • - 

que se resuelve por separation de variables, dando 

w = r v(t)dt + c * = c ‘ + c> X iKw 

Se tiene entonces por [XXVII-10] 

[XXVII-11] V = CiJ™ (x) + CJ„(x) I* » 

que expresa la solucion general de la ecuacion de Bessel como combina¬ 
cion lineal de dos soluciones particulares, que son linealmente indepen¬ 
dientes, pues como veremos, la segunda: 

t . , r x d t 

[XXVII-12] J«(*) j 1 

es infinita para a-»0. . , , ,__ 

Por [XXVII-6] el integrando tiene un desarrollo en sene de la forma 

—= ***** + hit ^ + ••• + h2nt ~ l + ••• 

La primitiva de esta serie eomenzard con un termino en y el 
termino en t -1 da uno en lnt; por consiguiente la solucion [XXVll-12 1 
sera de la forma 

[XXVII-13] y = cj„(a;)ln x + ar*(c 0 4- CiX 4- c,x 2 4- . • •) ■ 

Conocida la forma [XXVII-13] de la segunda solucion [XXVII-12], 
los coeficientes se calculan como en § 107-6, a, por reemplazo en la ecua¬ 
cion. Limitemonos a indicar que se obtienen asi, con una eleccion conve- 
niente de c y c 0 las funciones de Bessel Y„(x) de segunda especie. 

[XXVII-14] Y„ (») = [Y 4- In (&») ] Jn (») — 

1 (71-3 -1)1 ljL.V hn _ 

~ V it o si \ 2 / 


i_ % (~D t 

n k =o kl(k + n)\ 




+ ... + + ! + -i- + ... + 


1 

k + n 



donde y es la constante de Euler (§ 22-3, b). 
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Se llama en general funcion de Bessel de segunda especie a toda 
solucion de la ecuacion de Bessel [XXVII-1] infinita para x = 0. Un 
ejemplo es toda combinacion lineal 

[XXVII-15] y = Ci Jr (a;) + C 2 Y,-(a;) , (r > 0, entero o no). 

Por otra parte, la eleccion de las constantes c y c 0 es tal que 
[XXVII-14] verifica 

[XXVII-16] Yr (x ) = — !_ (x) -^ os ™ —XLdjgL , r>0, no entero; 

sen r; t 

por consiguiente puede tomarse como forma normal de las funciones de 
Bessel de segunda especie: 


[XXVII-17] 


Y n (cc) para n — 0, 1, 2, ... 
J- r (») para r>0 no entero. 


d) Funciones cilindricas Z r (x) ; relacidn con la ecuacion de La¬ 
place. — di) Indicaremos con Z r (x) toda solucion de [XXVII-1], o lo 
que es lo mismo, toda combinacion lineal de las funciones de Bessel de 
l? 1 y 2^ especie de orden r: 

[XXVII-18] Z r (x) = •( = enteV0 ; 

{ = CiJr(a:) -f C a Yr(a:) , r > 0 no entero. 

d») Las funciones Z, aparecen en ciertas soluciones de la ecuacion de 
Laplace, uniformes, no periodicas en z y de la forma 

[XXVII-19] U = R(o).L(X).Z(z) 

siendo q, X, z coordenadas cilindricas (§ 84-3). La ecuacion de Laplace 
se escribe entonces (§ 92-4, ejemplo 4) : 

1 d ( 9RLZ \ , 1 3 3 RLZ , 3 2 RLZ 

AU = 0 - -srl 0 -ii “) + ■?■ ■ w - + — fr- = 0 

y conduce a 


[XXVII-20] 


JL _*1 , JEL , 

Q R + R + 


± + ^ 


Busquemos soluciones con L"/L y Z"/Z constantes. Debera ser 
[XXVII-21] L"/L = —m 3 (m entero), Z"/Z = a 2 > 0 
para que sea L = L(X) periodica con periodo 2 n y Z = Z(z) aperiodica. 
Entonces: 

L = A cos mX + B sen ink , Z — Ci e az + C 2 e“ 0B 
y se trata de buscar funciones armonicas de la forma 
[XXVII-22] U = R(o) (A cos ml -f- B sen mX) (Cie 03 + C 2 e _ “-"). 

Reemplazando [XXVII-21] en [XXVII-20] se encuentra para R = 
:R(q) la ecuacion diferencial 


dR , . , „ 

+ 0 —+ (“'O'- 


mr)R = 0 


[XXVII-23] e a + q ■— + (oV — w?)R = 0 

acr ag 

que escrita en la forma 

[XXVII-24] (,a Q y + («») - d ® e y + [(ac)’-™ ! ]R = 0 

.v cotejada con [XXVII-1] muestra que tiene por solucion general 
[XXVII-25] R(o)=Z«(o 0 ). 

l oiiio las funciones Z m son utiles en cl problema de hallar soluciones 
do In criutcidu de Laplace con valores prefijados en un cilindro circular 
recto, ho miolon llamar arm&niem cilindricas (al. ZyUnderfitnlcifoncn). 




246 


XXVII. ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR C. XXVII -I 


e) Algunas propiedades de las funciones de Bessel. Funciones de 

Hankel. — ei) Derivando respecto de x en la ecuacion de Bessel de 

orden cero y" + arV + y = 0, resulta (y ) + * (y ) +^ 1 7" £c )y - 
que es la ecuacion de Bessel de orden 1 en y = ay I ax. Entonces 

y' — CiJi(x) -j- C 2 Yi(x) , 

y como y = GJo(x) + C/Y u (x) de donde y' = CJ'«(x) + G,Y'o(x), se ex- 
presan Ji, Yi como combinaciones lineales de Jo, Y 0 . De los desari olios 
en serie resulta 

[XXVII-26] Ji(x) = — J'o(x) , Yi (x) = — Y'«(x). 

e „) Funciones de orden mitad de un impar. — En este caso las fun¬ 
ciones de Bessel se expresan como funciones elementaies. For ejemplo, 
nara r—\ con la sustitucion y = z/Ax, la ecuacion [XXVII-1] da 

z"+z = 0, de_ donde z = A cos x + B sen sc. Entonces y =( Acosx + 

_(_ b sen x) / Vx y de esta forma deben ser Ji/a(x) Y J-iMx). De los 
desarrollos en serie resulta 


[XXVII-27] 


sen x 

Ji/*(x) = ,— - 

V Itnx 


J-i /Ax) = 


De [XXVII-16] sigue 
[XXVII-28] Yi/a(aj) = - 


[XXVII-28] Ya/,(«) = J■*/•(*) = - - " Vinx" * 

Analogamente, para r = (2n + l)/2, las funciones Jr y J-r son pro- 
ducto de (inx)'i por combinaciones de sen x y cos x con coeficientes po- 
linomios en 1/x. Asi: 

1 r sen x 

Wi) = 7^r< ~-°°**\ ■ 

1 r cos x I 

= -J- 

e«) Comportumiento asintotico. Funciones de Hankel. — El desarro- 
llo [XXVII-6] muestra que para x -> 0 es J, (x) del orden de x . be 
demuestra que para x -> valen las siguientes equivalences (§24-d, 
Cu), casos particulares de desarrollos asmtoticos que pueden vers 
obras citadas en nota IV, 7: 

[XXVII-29] y' (x) “ sen [X ~ irt(r+i)3 - 

En algunas cuestiones las funciones de Bessel (en la figura 357 se 
representan las de orden cero) se comportan en forma seme]ante a as 
funciones sinusoidales *. Seran igualmente semejantes a y e las 
combinaciones 

[XXVII-30] IIr (1> (x) =Jr(x) + <Yr(x) , Hr (B ’ (x) = Jr (x) — tYr(x) , 
llamadas funciones de Bessel de tercera especie o funciones de Hankel 
de orden r. Para x —> 00 es: 


i [a; — iir (r + i) ] 


-i [a; — iir (r + 4) ] 


[XXVII-31] Hr 11 ’ (x) 


Hr <2) (x) 


* Todas las graficas de JJx) e Y„U) tienen aspecto de sinusoide amortiguada. 
todos los ceros son reales y simples y fonnan succsion creciente nunaue no P™™*" 
aritmetica, pero las ondas tienen longitudes que se aproximan mdefinidamnete n ir. A. . 
oJ sexto cero 18 ,071 de J„ difiere del sdptimo cero 21,212 en 3.141. Todos los desarrollos 
en series de potenclns tienen radio inflnlto. 
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Fig. 357. 


/) Funciones de Bessel modificadas. — La solucion de la ecuacion 
diferencial 

[XXVII-32] x-y" + xy' — (x= + A)y = 0 

es (cfr. [XXVII-23] con a = i) Z(ix). Como forma normal de la solu¬ 
cion finita para x — > 0 6 funcion de Bessel modificada de primera es¬ 
pecie de orden r tomaremos: 

[XXVII-33] I,(x) == i-Jr(ix) 

donde cl factor i~ r tiene por objeto hacer que I,(x) sea real para x real. 

La forma normal de la solucion infinita para x —> 0 6 funcion de 
Bessel modificada de segunda especie de orden r sc define g-aneralmente 
(cfr. [XXVII-16]) por: 

[XXVII-34] Kr(x) = [I-r(x) —Ir(x)] , 

pues si bien para 
r = n entero es 
T „(x) tambien de 
primera especie, no 
lo es en el llmite 
para r —> n de 
K,(x), que se to- 
ma como “verdade- 
ro valor" para 
completar la defi- 
nirion [XXVII-34]. 

Para x —> co 
cstas funciones (en 
la figura 358, se 
representan con 
distintas escalas 
las de orden cero) 

: «* comportan, sal¬ 
vo un factor en .*• *, 

Fig. 353, 
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como exponenciales reales. Por ejemplo, es: 

Io(as) ~ e*/yf2nx , K 0 (x) ~ e- Vjt/ (2x). 

g) Notaciones. — Como las notaciones no son uniformes conviene 
relacionar entre si las mas usuales: 

g x ) Las funciones de Bessel de primera especie se definen e indican 
de la misma manera por casi todos los autores. 


g 2 ) Las funciones de Bessel Y r (a?) fueron introducidas e indicadas 
asi por H. Weber. Jahnke-Emde (citado en Cap. VII, nota II, d) las 
indica Nr (a) = funciones de Neumann, y algunos autores alemanes Ha¬ 
inan asi (siguiendo a Hankel, 1869) a toda funcion de Bessel de se- 
gunda especie. K. Neumann introdujo (1867) la solucion de 2^ especie 
que en nuestras notaciones es &JtY r (x) — (y — ln2)J r («), indicada por 
algunos autores como Mac Lachlan (citado en nota IV, 7) por Yr(») 
y por otros como Watson (citado en nota IV, 7 y Whittaker y Wat¬ 
son (citado en Cap. XI, nota IV, 2) por Y[ r) (x). En Gray, Mathews 
y Mac Robert (citado en nota IV, 7) se indica con Y r la forma de 
Neumann de modo que nuestra Y, de Weber es en su notacion 
(2/ji)Y r +(y — ln2)J r . 


g 3 ) Tampoco son unanimes ni las definiciones ni las notaciones para 
las funciones de Bessel modificadas. Los autores alemanes (por ejemplo 
Jahnke-Emde) no usan la palabra modificada y las denotan por los 
segundos miembros de [XXVII-33] y 

[XXVII-35] Kr(cc) = ini r+ 1 Hr (1) (i*) , 

considerandolas simplemente como funciones de Bessel o de Hankel (de 
argumento imaginario). 


II. Puntos singulares de ecuaciones diferenciales de primer orden. 

Un punto P(*„ yo) se llamara singular de la ecuacion diferencial y — 
= cuando por P no pasa ninguna curva integral, o bien por lo 

menos dos que no coindican en ningun entorno de P. En caso contrario 
el punto P s.e llama regular, tal ocurre por ejemplo (§ 104-4, a) cuando 
i(x, y) cumple en P la condicion de Lipschitz. ^ 

En especial, son puntos singulares de la ecuacion diferencial 

P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 

las intersecciones de las curvas P(x,y)=0, Q(x,y) = 0. Si x = y = 0 
es una de ellas, y suponemos P (x,y) y Q(x,y) desarrolla.bles en series 
de potencias de x e y, la ecuacion anterior puede aproximarse por la 
ecuacion diferencial 

[XXVII-36] -J’ 

a cuyo estudio nos limitaremos en a), senalando casos mas generales 
en b). 


a) La ecuacion [XXVII-36] puede escribirse 

dxl (a x x + bry) = dy/ ( a~x + bay) = dt , 
obteniendose asi el sistema 

[XXVII-37] = aye + b x y , = <hx + bay. 

La ecuacion caracteristica (§ 109-2, c) es 
[XXVII-38] (Oi — r)(6, — r) — b x a, = 0 , 

y pueden presentarse los siguientes casos: 
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a-i) Raices r x , r 2 reales y del mismo signo. — Si n =£ r 3 las curvas 
integrales son (cfr. § 109-2, c) : 

[XXVII-39] x = CxOie^t -f Caa.ae r ^ , y = Ci|3ie r i* -f- C a | 3 3 e r 2 { 

siendo C< constantes arbtirarias y a i( fL constantes dadas con ai|3 a — 
— a a (3i 7 ^ 0 . 

Si n — r 2 = l (a a + 6 a ), se obtienen, si 617 ^ 0 , las soluciones 
f x = 2b x ent . f x = 2b x te r ** 

1 V — ( 6 a — Ox)ent » \ y = [( 6 a — o,)t 4 - 2 ] ent 

y entonces la solucion general es 

[XXVII-40] x — (2Cib,t + 2C a & 1 )e r i* , 

y = [Ci( 6 a — ct-i) t -)- 2Ci -f- Ca( 6 -— Oi) ]e r **, 

En el mismo caso n = r a se. tiene si 61 = 0, r 1 = a x -=ba, y el sistema 
[XXVII-37] cuya primera ecuacion es eliminante, tiene la solucion 

[XXVII-41] x — Ci 6 ait , y = (Cia,t+ C.)«°i*. 

En las tres circunstancias estudiadas, el punto de la curva integral 
tiende hacia el origen cuando t-»(—sgr ( )oo. La tangente en el origen 
es la misma para todas las curvas integrales menos una (por ejemplo, 
la correspondiente a Ci = 0 en [XXVII-39] si es |n| > |r a |). Esto no 
ocurre en cambio en el caso [XXVII-41] si ademas a a =0, pues entonces 
las curvas integrales son las rectas por el origen y/x = C 2 /C 1 . El punto 
singular se llama nodo (al. Knotenpunkt ; in. node = nodal point ; fr. 
nceud), nodo cualquiera en la primera alternativa general (fig. 359) y 
nodo isotropo en la segunda exceptional (fig. 360). 



Fig. 359. — Nodo cualquiera. Fig. 360. — Nodo isotropo. Fig. 361. — Punto de 

ensilladura. 


do) Raices r h r : reales y de signos contrarios. — Las unicas curvas 
integrales que pasan por el origen son las rectas y = (& t /a t )x, (i = 1,2), 
quo resultan de [XXVII-39] para Cj = 0 y C a = 0 respectivamente y son 
distintas por ser ai(3 a —a 2 Pi^0. Las otras curvas integrales tienen la 
disposicion indicada en la figura 359, con las rectas y = ($i/a ( )x por 
asintotas. Considerandolas como curvas de nivel de una superficie, esta 
tiene el aspecto de una silla de montar o del paso entre dos montanas. 
El punto singular (fig. 361) se llama punto de ensilladura (al. Sattel- 
punkt; in. saddle-point ; fr. col). 

On) Raices imaginarias a ± bi. — Si es a = 0, las curvas integrales 
| XXVII-37], que pueden escribirse en la forma 

x = C(a'cos6t — a" sen 60 ; y = C (()' cos bt + (I" sen bt) , 

mom elipses homoteticas con centro en el origen. fiste se llama centra 
(I’ig. 362) 0 punto vorticoso (WirbclpunJct ; vortex point ; centre). 

Si ea a / 0, las ecuaciones [XXVII-39] pueden llevarse a la forma 
* Co” (a' cos bt | 0 " Ben 60 ; y = Co B ‘ (0' cob bt -f (3" sen 60 , 
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y cada punto M de la curva integral resulta del punto P de la elipse 
anterior situado en el mismo radio vector poniendo OM = e“'OP. Las 
curvas integrales se arrollan alrededor del origen, que es punto asinto- 



tico para t -»(—sg a) cc; si las elipses son circunferencias, se tienen es- 
pirales logaritmicas. El punto singular (fig. 303) se llama punto espiral 
o foco (Strudelpunkt; spiral point ; foyer). 


b) En el caso mas general de la ecuacion 


[XXVII-42] 


d y _ a-iX + b«y + g (,x>v) 

dx — o-\X + biy + f (x, y) 


con a.J, x — 0 , 6*#0 y f (x,y), g{x,y) funciones continuas que venfican: 
19) una condicion de Lipschitz en un circulo con centro el origen, 
29) i(x,y)= o(|*| + li/I), g(aj,y)= o(|*| + \y\) i se presentan, en otro 
orden, casos que designaremos con los mismos nombres anteriores porque 
las curvas integrales presentan el mismo comportamiento cualitativo [en 
un nodo cualquiera la recta r (fig. 359) se reemplaza por un nuevo haz 
de curvas tangentes entre si; en un nodo isotropo se tienen curvas con 
tangente variable en el origen; para un centro no se tienen elipses, pero 
si curvas cerradas alrededor del origen, etc]. 

El caso analogo a a :! ) puede dar lugar a una singularidad cualitati- 
vamente diferente de las anteriores. Las curvas integrales al dar vueltas 
alrededor del origen pueden ni cerrarse (como en un centro), ni tener el 
origen como punto asintotico (como cn un foco), sino tener como asin- 
tota una curva cei-rada, simple y continua, que rodea el origen (fig. 362). 
Esta curva, que corta una sola vez a cada semirrecta que parte del ori¬ 
gen, y es tambien curva integral, se llama ciclo Ivmite. La existencia de 
un ’ciclo limite da lugar a diversos casos scgun lo que acontezca en el 
recinto D que limita (fig. 364). 

bt) Existe en D un punto M tal que la curva integral por el tiene el 
origen como punto asintotico. El origen es entonces un foco ; 


b 2 ) Existe en D un punto M tal que la curva integral que pasa por 
el es cerrada y limita un recinto D' donde todas las curvas integrales son 
cerradas. El origen es entonces un centro; 


b :t ) No se presenta ninguno de los casos anteriores, y existen en D 
infinitas curvas integrales cerradas r, e infinitas curvas integrales no 
cerradas que tienen por asintotas un numero infinito de curvas r, las que 
son entonces nuevos ciclos limites que convergen hacia el origen O, en- 
tonces este se llama centro impropio o no verdadero. En virtud de un 
teorema de Bendixson, este caso 6 S no puede presentarse si las funcio- 
nes f (x, y), g(x, y) son analitica s (§ 114). 
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III. Problemas de contorno del tipo de Sturm-Liouville. — a) Pro¬ 
blemas lineales. — Hemos estudiado con detenimiento las ecuaciones y 
sistemas de ecuaciones lineales (§§ 107 a 109), y la estructura lineal del 
conjunto de soluciones (§§ 107-1 y 3, 109-2). La determination de aque- 
llas soluciones que cumplan no ya ciertas condiciones iniciales, sino de 
contorno (condiciones en los extremos de un intervalo), conduce, en los 
casos mas importantes para las aplicaciones, al concepto de problema lineal 
(homogeneo o no homogeneo) que, por presentarse en diversos capitulos 
del Analisis como expresiones matematicas distintas de una misma estruc¬ 
tura abstracta, conviene formular en la siguiente forma general: 

Def. 1. Problema lineal homogeneo es la determinacion de un ele¬ 
ments y de un espacio vectorial o lineal E (sobre un cuerpo R de esca- 
lares. por ejemplo numeros reales, Cap. II, nota III, 6; Cap. XVII, 
nota I), mediante ciertas condiciones, cuyo conjunto designaremos por T, 
tales que: 

19) Si y verifica T, tambien cy, (ceR); 

29) Si yi e verifican r> tambien y y +y 2 . 

Como consecuencia, toda combinacion lineal Ciyi + C 9 y a satisface a I" 1 . 

En los tipos mas importantes, y es una funcion o conjunto de fun¬ 
ciones U), y las condiciones englobadas bajo el simbolo r vienen expre- 
sadas por ecuaciones funcionales lineales homogeneas L^MjI^O, y al- 
gebraicas lineales homogeneas \,(u i ,u , i )=Q, que ligan los valores de 
u h u', en el contorno. 

Se tiene un problema lineal no homogeneo cuando estas ecuaciones 
son en cambio del tipo: L ( [w^] = h, (x), 1 ( (u, ; u'i)= kt, cuyos segundos 
miembros son funciones conocidas hi(x) y numeros conocidos 7c,, no to- 
dos nulos. 

Las y pueden ser vectores de E„, o sea conjuntos de n numeros rea¬ 
les, como" en los sistemas lineales algebraicos, o pueden ser funciones de 
una variable, como en las ecuac : ones diferenciales ordinarias, o en las 
ecuaciones integrales (Apendice II), o funciones de varias variables, como 
en las ecuaciones en derivadas parciales (Cap. XXVIII). 

La condicion lineal V puede ser de tipos muy diversos, que abarcan 
multitud de problemas fisicos y de algoritmos matematicos. He aqui los 
tres tipos mas importantes de problemas lineales: 

I) Si las y son vectores de E„, un sistema de ecuaciones algebraicas 
lineales homogeneas o no homogeneas, define por si solo un problema 
lineal. 

II) Una ecuacion difei’encial lineal homogenea de segundo orden 

[XXVII-43] L (y) = r(x)y" + p (x)y' + q (x)y = 0 , 

no define por si sola un problema lineal, aunque esta condicion satisface 
a las exigencias 19) y 29) de Def. 1, pues necesita para la determinacion 
de y condiciones complementarias. 

Si estas son las condiciones iniciales y(a)=a, y(/j)=|3, (tambien 
llamadas de Cauchy), queda determinada y, pero el problema no es ho¬ 
mogeneo, salvo si ct=P = 0, caso trivial de solucion y — 0. 

La novedad interesante aparece ya cuando las condiciones son de 
contorno , por ejemplo, y(a)=0, y(ft)=0; el lector vera sin dificultad, 
partiendo de la expresion y = Cij/i + C 2 ?/ 2 de la integral general, que 
dobe ser 

[XXVII-44] yi(a)y 2 (&) = yx(b)y s (a) , 

condicion quo poilru satisfacorse si la ecuacion tiene un parametro, como 
vcremos on <U). 
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III) Como limites de los sistemas lineales algebraicos: 

homogeneo no homogeneo 

[XXVII-45] %kr.x, = 0 Zkr.x, = h r 

cuando la matriz \k r ,[ formada por n 2 numeros se sustituye por una 
funcion continua k(r, s) definida en el cuadrado 0 < r < 1 , 0 < s < 1 , 
resultan las llamadas ecuaciones integrates de primer a especie (Apen- 
dice II) : 

homogenea no homogenea 

[XXVII-46] j 1 k(r,s)x(s)ds = 0 k(r,s)x(s)ds = h(r), 

que por si solas definen problemas lineales, sin eondiciones complemen- 
tarias. 

b) Teorema de la alternativa. — Recordemos el teorema basico de los 
sistemas de ecuaciones lineales (§ 15-5), en forma tal que no exija el 
algoritmo de los determinantes, por no existir concepto analogo en los 
problemas de Analisis mencionados en II y III, haciendo asi posible la 
generalizacion del teorema a estos y a otros problemas lineales sin tro- 
pezar con ese escollo. Con esta salvedad que algo menoscaba su alcance, 
el teorema de RouCHE-FROBENius se resume asi, despues de observar que 
solo cuando la caracteristica h de la matriz del sistema iguala al nu- 
mero m de incognitas, no puede aumentar al pasar a la matriz orlada: 

Dado un sistema de ecuaciones lineales y su correspondiente sistema 
homogeneo, solo caben dos casos: 

Caso regular: El sistema homogeneo carece de solution (fuera de la 
trivial y 1 =...=y m c= 0) y el sistema no homogeneo tiene solucion 
unica; 

Caso singular: Si el sistema homogeneo tiene soluciones (no trivia- 
les), el no homogeneo no es determinado (en general incompatible, pero 
puede ser indeterminado). 

Llamando imposible al problema homogeneo cuando solo admite so¬ 
lucion trivial (cfr. § 15-G), esta alternativa puede esquematizarse asi: 

Problema homogeneo Problema no homogeneo 

imposible determinado 

posible imposible o indeterminado. 

Veremos (c 2 , Cap. XXVIII, notas VI, a,.,; IX,/; Ap. II —2b) que esta 
alternativa subsiste en todos los problemas lineales que hemos de estudiar. 
En ellos eonservaremos la nomenclatura introdueida de casos regular y sin¬ 
gular, etc. En el caso singular, para que el problema no homogeneo sea possi¬ 
ble (y entonces indeterminado), los terminos independientes de las incog¬ 
nitas o de la funcion incognita deben.cumplir ciertas eondiciones (en el caso 
algcbraico, deben verificar las relacioncs lineales que ligan a los primeros 
miembros). 

Muchas importantes cuestiones fisicas conducen a problemas homo- 
geneos de tipo regular, es decir, sin solucion; pero eligiendo conveniente- 
mente un parametro l, se logra hacerlos posibles (ver d a ). Tales valores 
de X, cuyo calculo es relativamente facil en los sistemas algebraicos I 
(§ G3-5; Ap. 11-2), y muy dificil en los de tipo II y III, son los valores 
propios o autovalores, y las soluciones y n que determinan, se llaman funcio- 
nes propias o autofunciones. 

c) Problemas de contorno para ecuacion difercncial sin parti metros. - - 
c,) Problema homogeneo. — c„) Consideremos la ecuacion lineal general 
de segundo orden [XXVII-43] con coeficientes func-iones continuas de x 
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en [a, b], y como eondiciones de contorno en los extremes del intervalo 
[a, b] adoptemos las mas generales de tipo lineal homogeneo (a, Def. 1;. 
Las clasificaremos asi: 


Problemas puros de contorno: 

[XXVII-47] Tipo A. Ordenadas nulas: y(a) = 0 , y(6) = 0. 

[XXVII-48] Tipo B . Pendientcs nulas: y'(a) = 0 , y'(b)=0. 

Problemas mixtos de contorno: 

[XXVII-49] Tipo C: ay(a) -f- py'(a) = 0, yy (b) + by’(b) = 0. 

Formada la solucion general mediante dos soluciones y\, y-<, indepen¬ 
dientes, veamos si las eondiciones [XXVII-49] determinan la integral: 

[XXVII-50] y = Ciytix) + C 2 y 2 (x) , 

es decir, si estan determinados los coeficientes Ci, C 3 por las ecuaciones: 


[XXVII-51] 


C,[ay,(a) + Pyi'(a)] -f- C 2 [ay 3 (a) -f- |3y/(a)] = 0, 
Ci[yyi(5) + byx(b )] C 2 [yy*(i») + 8y..'(5)] = 0. 


Condicion necesaria y suficiente es (§ 15-6) A = 0; siendo: 


[XXVII-52] A = 


«yi(a) + (3yi '(a) ay,, (a) + Py/(a) 
y}h(b) + byx (b) yy ,.(5) + by* (b) 


En el tipo A esta condicion es [XXVII-44], y en el tipo B: 


[XXVII-53] yi'(a)y a '(6) = yi (b)y* (a). 


De otro modo: La razon de valores (o derivadas) de dos integrates inde¬ 
pendientes debe ser igual en ambos extremos. Para el caso general C, que 
comprende ambos, la conclusion es esta: 


Teor. 1. El problema lineal homogeneo de la ecuacion de segundo 
orden [XXVII-43], con condition de contorno [XXVII-49], es, en gene¬ 
ral, imposible. Necesario y suficiente para que sea posible es A — 0, y 
entonces hay una solution (salvo un factor numerico arbitrario), o lo 
son todas las de la ecuacion. 

En el tipo A sucede esto ultimo si y, e y* se anulan en a y b, pues 
entonces se anula en ellos toda y. En el tipo B, si y/, yf, son nulas en 
a y b, tambien lo es toda y'. 


c, 2 ) Discusion grafica. — Para los tipos A y B es inmediata la dis- 
cusion sin calculo ninguno. Las figuras 365 a 370 se refieren al tipo A. Por 



Fllf. 8118. FI*. 8(10. Flit. 870. 
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ejemplo en el caso de la fig. 366 toda solucion del problema de contorno 
es C 2 y 2 (a;) y entonces hay una (salvo un factor numerico' constante). En 
la fig. 370 puede haber solucion o no, pues las 
cuatro oi'denadas extremas pueden o no verificar 
[XXVII-44]. 

Analogamente se discute el tipo B y hay seis 
casos correlativos; el correspondiente a la fig. 366 
esta ilustrado en la fig. 371. 

Cia) Def. 2. En el problema de contorno co¬ 
rrespondiente a un intervalo [a, 6], un cxtremo 
de este (por ejemplo a) se llama regular o sin¬ 
gular segun sea r(a) =4 0 6 r(a) = 0. 

Si a es regular, en un semientorno de a se cumplen las condiciones 
del teor. 1 de § 107-1, y entonces hay una integral con valores prefijados 
y (a), y'(a), y solo una. Lo mismo para el extremo b. 

Observese que en el tipo A de problema lineal, los casos en que todas 
las integrales se anulan en un extremo (p. ej. a, figs, a, b, c), exigen 
que este sea singular, pues de lo contrario habrla una. integral con valo¬ 
res prefijados yla)^d, y'(a)=0. Lo mismo en el tipo B si todas las 
integrales tienen y'(a)=0, pues si a fuera regular se podna elegir una 
integral con y'(a)^0. 

c-<) Problema no homogeneo. Teorema de la alternativa. — Si en 
[XXVII-43] se pone en el segundo miembro una funcion conocida h(a-) 
y en los segundos miembros de [XXVII-49] numeros conocidos g, r, la 
integral general de la ecuacion no homogenea sera (§ 107-3) : 

y = C,yi(«) + C 2 y 2 (x) + z(x), 

donde z(x) es una integral particular cualquiera de dicha ecuacion no 
homogenea; y al formar el sistema lineal [XXVII-51] apai’ecen en los 
segundos miembros los numeros conocidos: 

[XXVII-54] g — az(ffl) — |3z'(a) , v — yz(b) — 5z ’(b). 

En el caso A 4 = 0 (problema homogeneo imposible, cfr. b) resulta 
problema no homogeneo determinado ; y en el caso A = 0, es deeir, de 
proporcionalidad de los coi'chetes en [XXVII-51], es condicion necesaria 
y suficiente para que el problema no homogeneo sea posible, que esa razon 
sea la misma de los numeros [XXVII-54]. Si esos cuatro corchetes son 
nulos (sistema homogeneo i n deter min ado), tambien deben serlo los 
[XXVII-54], y toda integral satisface al problema de contorno. 

d) Ecuaciones con un parametro. — dx) Autovalores y autofuncio- 
nes. Ortogonalidad. — Se logra que formen la derivada del producto 
r(a:).y' los dos primeros terminos de la ecuacion general homogenea: 

[XXVII-55] y" + p(cc)?/' -f [u(.x)-|- Xv(a:)]j/ = 0, 

multiplicandola por la funcion r = r (a;) > 0 tal que rp = r’, 0 sea, 

lnr=P (primitiva de p ), es deeir r = e v . 

La ecuacion asi obtenida es del tipo: 

[XXVII-56] [r(*)y']' + [q(*)+Xo (x)]y = 0. 

Si agregamos las condiciones [XXVII-49] de contorno, el problema 
lineal se llama de tipo Sturm-Lioville (cfr. Cap. XXVIII, nota V, a). 

Si yx, y-i son dos soluciones correspondientes a los valores Xi, X s : 
[XXVII-57] (rj/i')' + (q + lxQ)y, = 0 , ( ry 3 ')' -f- (<j -f X 2 g)j/ 2 = 0, 

restando despues de multiplicar por y s e y, respectivamente: 

ya(ryi)' — 3/1 (ryj)' =(X a —X,)c»?/i?/» , 
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pero el primer miembro es la derivada de 

ys(ryx) — Vi(ry*’) = r(yiy* — y&a), 
luego integrando en [a, 6 ] resulta: 

[XXVII-58] r( yi ’y,~yxyn 


b C b 

= (Xs— h) QViVadx. 
a J a 


El primer miembro desarrollado es: 


r(b) [yi , ( 6 )y a ( 6 ) — yi(b)y/(b)] — r(a) [y^(a)y a (a) — y 1 (a)y s '(a)] = 0 , 

pues siendo y'/y constante en b, vale igual para yx como para luego 
es nulo el primer corchete, y analogamente el segundo. Como es Xi 7 A X 2 , 
resulta: 


Teor. 2. Las autofunciones del problema de Sturm-Liouvii.le, co¬ 
rrespondientes a dos autovalores distintos, son ortogonales respecto del 
nucleo e (§ 97-8), es deeir: 

[XXVII-59] f b 0(a0yi(*)y 2 (z)cla; = 0. 

J a 

Teor. 3. Si algun extremo es regular (def. 2), los autovalores del 
problema de Sturm-Liouville son simples. 

Pues si al valor X correspondiesen las soluciones independientes yi(x), 
y 2 («), toda solucion y = Ci?/i + CsJ/a satisfaria a la misma ecuacion 
[XXVII-56] y a las dos condiciones [XXVII-49], lo que cxigiria, como 
vimos en c w , que ambos extremos fueran singulares. 

d 2 ) Propiedades en el caso q(sc)> 0. — Todo lo dicho vale para va¬ 
lores complejos X y sus correspondientes autofunciones. Si 1/1 corresponde 
a X, y en [XXVII-57] se pone la funcion conjugada y a y el numero X 2 
conjugado de Xi, es claro que tambien se satisfara la ecuacion; luego, 
si un autovalor es complejo, tambien el numero conjugado es autovalor, 
con auto funcion conjugada de la primer a. 

Pero si p(x)> 0, la ortogonalidad expresada por teor. 2 muestra que 
talcs funciones propias conjugadas significan contradiccion, pues siendo 
positivo y continuo el integrando, debe ser positiva la integral. Por tanto: 


Teor. 4. Los autovalores y autofunciones de todo problema de Sturm- 
Liouville con q(x )> 0, son todos reales. 

Desde ahora supondremos q(a:)>0, hipotesis que nada limita el al- 
cance de la teoria, pues esa funcion representa en las aplicaciones mag¬ 
nitudes esencialmente positivas: masa, densidad, .... Es obvio que el 
caso o(x)< 0 se reduce a este cambiando el signo de r. El caso q(x)= 0 
queda excluido. 

Dividiendo cada y n por la ralz cuadrada de su norma respecto del 
nucleo q, Joy n 3 dx > 6, resultan autofunciones cp„(a:) que forman un sis¬ 
tema ortonormal respecto de dicho nucleo en \_a, 6 ] : 

r b 

[XXVII-60] 0 (*)q>» (*) cp n (a:)da = 8»,. 

J a 


Teor. 5. Si q(x)< 0, r(»)> 0, los autovalores X son todos positivos. 
Si es q (x) = 0, caso el mas importante, y suponemos que las auto¬ 
funciones cp estan normalizadas, cada autovalor X puede expresarse asi: 


X = X f pep 3 dx = 
J a 



b 

a 


+ f rcp' a dx, 

J a 


y como r<p '<p = 0 en a y b (tipos A y B) y es r(a)>0, resulta X > 0. 
En td caso (i («)<() aparece en el integrando un nuevo tdrmino 
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—qcp' J > 0 que produce un sumando positivo, y la conclusion subsiste. 
Tambien en el tipo C. 

e) Desarrollos en serie de auto funciones. — Por analogia con lo 
visto en § 97 cabe preguntarse si, en general, en un problema lineal de 
Sturm-Liouville (d), con autofunciones cp„(x) que suponemos norma- 
lizadas, toda funcion derivable f(.r) que cumpla esas mismas condiciones 
[XXVII-49] de contorno sera desarrollable en serie unHLrmemente con- 
vergente en [a, b], del tipo: 

f (x) — Ci(pi(a5) + c-cp-(;y) + ... + c„<p„(a;) + ... . 

La respuesta es afirmativa; omitimos la complicada demostracion li- 
mitandonos a observar que la ortogonalidad de las funciones rp„ respecto 
de q permite demostrar que tal desarrollo, si es legitimo, esta univoca- 
mente determinado, siendo (cfr. § 97-1): 

/ a 

c„ = Q(x)f(x)cp„(x)dx. 

. b 

IV. Bibliografia. — 1. La mayor parte de los cursos y tratados ge- 
nerales de Analisis matematico traen capitulos sobre la teoria de las ecua- 
ciones diferenciales. En particular, contienen excelentes exposiciones del 
tema, con gran amplitud y abarcando ecuaciones diferenciales ordinarias 
y en derivadas parciales los tratados (citados en Cap. VI, no*a VI, 5) 
de Goursat (vols. II y III) y Valiron (vol. IT) y sobre ecuaciones or¬ 
dinarias el vol. Ill de Severi (citado en Cap. IV, nota III, 1). Tambien 
traen secciones sobre ecuaciones diferenciales el volumen II de Vaii.ee- 
Poussin (citado en Cap. VI, nota VI. 4) y los tratados (citados en Cap. 
XVIII, nota III, 1) de Duschek (vol. Ill) y v. Mangoldt (vol. III). 

2. Dan una adecuada introduccion a la teoria general de las ecua¬ 
ciones diferenciales ordinarias y en derivadas parciales los dos breves 
manuales: 

G. Hoheisel: Gewohnliche Differentialgleichungen (W. de Gruyter, 
Berlin y Leipzig; 2^ ed., 1930) ; 

G. Hoheisel: Partielle Differentialgleichungen (W. de Gruyter, Ber¬ 
lin y Leipzig, 1928); 

complementados con la coleccion de ejercicios: 

G. Hoheisel: Aufgabensammlung zu den gewiihnlichen uvd partie- 
llen Differentialgleichungen (W. de Gruyter, Berlin y Leipzig, 1933). 

Breve introduccion al estudio de tipos resolubles de ecuaciones dife¬ 
renciales es: 

K. H. Weise: Gewohnliche Differentialgleichungen (Wolfenbutteler 
Verlag., Hannover, 1948). 

Exposicion clara y rigurosa sobre ecuaciones difei'enciales ordina¬ 
rias, especialmente indicada para los lectores interesados en el tema por 
sus aplicaciones a la fisica y a la ingenieria, da el primero de los pres- 
tigiosos libros: 

J. Horn: Gewohnliche Differentialgleichungen (W. de Gruyter, Ber¬ 
lin; 5^ ed., 1948) ; 

J. Horn: Partielle Differentialgleichungen (W. de Gruyter, Berlin; 
4» ed., 1949). 

En el marco de un volumen de 400 paginas contiene lo mas eseneial 
de los conocimientos modernos sobre ecuaciones diferenciales ordinarias 
y en derivadas parciales la magnifica obra: 

L. Bieberbach: Theorie der Differentialgleichungen (Springer, Ber¬ 
lin, 1930; reimpreso por Dover, Nueva York, 1944). 

Orientado hacia el campo real y tambien sobre ecuaciones ordinarias 
y en derivadas parciales es el valioso y profundo libro, de gran precision 
y rigor, conteniendo interesantes ejemplos y ejercicios con respuestas al 
final: 
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E. Kamke: Differentialgleichungen reeller Funktionen (Akademische 
Verlag., Leipzig, 1930; reproduccion fotografica: Chalsea, Nueva York, 
1947). 

Tambien al campo real se refiere: 

L. Bieberbach: Einfiihrung in die Theorie der Differentialgleichun¬ 
gen in reellen Gebiet (Springer, Berlin, 1956). 

Fue clasico en Inglaterra el libro util para integracion de muchos 
tipos de ecuaciones diferenciales, pero actualmente superado por otros 
textos: 

A. R. Forsyth: A treatise on differential equations (Macmillan, Lon- 
dres; 6?* ed., 1929; reimpreso en 1933 y 1943), 

que puede considerarse como introduccion a la obra en 4 volumenes: 

A. R. Forsyth: Theory of differential equations (Cambridge Univ. 
Press, 1906). 

Tratado general destinado a servir de libro de texto para estudiantes 
de ciencias puras y aplicadas que no pretende agotar ningun tema, sino 
solo oriental’ al lector, conteniendo ecuaciones diferenciales ordinarias y 
en derivadas parciales de 1? y 2 1 -' orden, ecuaciones integrales y calculo 
de variaciones es: 

D. Marin Toyos: Ecuaciones diferenciales (3^ ed., V. Su&rez, Ma¬ 
drid, 1950). 

Excelente y claro, de nivcl elemental pero con enfoque preciso de sus 
temas es: 

L. R. Ford: Differential equations (McGraw-Hill, Nueva York; 19 
ed., 4*1 impr., 1933). 

Aunque con limitado rigor logico, trata en forma completa y madura 
los temas incluidos sobre ecuaciones diferenciales ordinarias y en deriva¬ 
das parciales, calculo de variaciones y funciones de Bessel, el libro ade- 
cuado para ingenieros, con referencias bibliograficas en cada capitulo e 
interesantes ejemplos pero sin ejercicios: 

Ch. Blanc: Les equations differentielles de la technique (Editions 
du Griffon, Neuchatcl; Dunod, Paris, 1947). 

Tambien dirigido a tecnicos, en tratamiento correcto, breve y asequi- 
ble, esta 

P. Puig Adam : Curso de Analisis matcmdtico para Ingenieros : I. 
Calculo integral (29 ed.; 1954); II. Ecuaciones diferenciales (1955); 
(Biblioteca matem. JRP-PPA, Madrid). 

Las ecuaciones analiticas son estudiadas con originalidad por: 

B. Levi: Sistemas de ecuaciones analiticas en terminos finitos, dife¬ 
renciales y en derivadas parciales (Univ. del Litoral, Rosario, 1944). 

3. De rico contenido siguiendo moldes clasicos, sobre ecuaciones di¬ 
ferenciales ordinarias en los campos real y complejo, es la obra con nu- 
merosos ejemplos y ejercicios que amplian el texto: 

E. L. Ince: Ordinary differential equations (Longmans-Green, Lon- 
dres, 1927; reproducido por Dover, Nueva York, 1944). 

Valioso tratado, escrito con mucho cuidado y precision, sobre ecua¬ 
ciones diferenciales ordinarias en el campo real, orientado hacia la teoria 
general pero con secciones dedicadas a algunas de las ecuaciones de im- 
portancia en la fisica mateniatica, es el libro que presta especial atencion 
a los problemas de contorno y contiene acertadas referencias: 

G. Sansone: Equazioni differenziali nel campo reale (Zanichelli, Bo- 
lonia; vol. I, 1948; vol. II, 1949). 

Una exposicion clara y bien planeada sobre temas de la teoria de 
ecuaciones diferenciales ordinarias, con enfasis sobre funciones especiales 
cuyas propiedades se estudian partiendo de las ecuaciones diferenciales, 
y que aunque no contiene problemas trae numerosas aplicaciones muy 
iliiHti-ntivas a las ecuaciones que se presentan en la Fisica matematica, 
«-s el libro de orientacion moderna: 

l 1 ’. G. TRICOMI: Equazioni differenziali (Einaudi, Torino; 2^ ed., 
1053). 
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Una adecuada exposicion sobre ecuaciones diferenciales ordinarias y 
sistemas, con un apendice sobre ecuaciones en derivadas. parciales de pri¬ 
mer orden, es la obra traducida del ruso (49 ed., 1952): 

I. G. Petrowski: Vorlesungen iiber die Theorie der gewohnlichen 
Differentialgleichungen (Teubner, Leipzig:. 1954). 

Orientado hacia los temas de la teoria de ecuaciones diferenciales 
ordinarias que pueden tratarse usando metodos e ideas de la teoria de 
funciones analiticas, esta el excelente libro que junto con material clasico 
contiene cuestiones que no se encuentran en otros textos: 

L. Bieberbach: Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen auf 
funktionenthcoretischer Grundlage clargestellt (Springer, Berlin, 1953). 

Caracterizado por la presentacion elegante y lucida aunque breve por 
el uso exclusivo de notaciones con vectores y matrices, conteniendo nu- 
merosos temas de interes actual, tales como comportamiento asintotico de 
sistemas lineales y no-lineales, problemas de contorno, estabilidad, per- 
turbaciones y teoria de Poincare-BendixSon, es el excelente libro con 
numerosos ejercicios muchos de los cuales amplian el texto, e indieaciones 
para su resolucion: 

E. A. Coddington y N. Levinson: Theory of ordinary differential 
equations (McGraw-Hill, Nueva York, 1955). 

4. Notable tanto por la riqueza de su contenido que la hace de gran 
utilidad para ingenieros, fisicos y matematicos, como por el cuidado y 
precision con que ha sido escrita, es la voluminosa obra en varios tomos 
de los cuales el primero, sobre ecuaciones ordinarias, sc divide en tres 
partes, consistiendo la primera en los metodos generales aplicables para 
resolver una ecuacion diferencial o para estudiar las propiedades de sus 
soluciones, la segunda en problemas de contorno y valores propios y la 
tei’cera de una tabla de soluciones de unas 1600 ecuaciones diferenciales: 

E. Kamke: Differentialgleichungen. Lbsungsmethoden und Lbsungen. 
Band I. Gewbhnliche Differentialgleichungen (Akademische Verlag., Leip¬ 
zig; 39- ed., 1944). Band II. Partielle Differentialgleichungen erster 
Ordnung fiir eine gesuchte Funktion (Akad. Verlag - ., Leipzig, 1944; 
Edwards, Ann Arbor, 1946). 

5. Sobre resolucion numerica de ecuaciones diferenciales tratan: 

H. Levy y E. A. Baggott: Numerical solutions of differential equa¬ 
tions (Dover, Nueva York, 1950), originariamente editada en 1934 por 
Watts, Londres, con el titulo: Numerical studies in differential equations ; 

H. VON Sanden: Praxis der Differentialgleichungen. Eine Eifiihrung 
(W. de Gruyter, Berlin, 49- ed., 1955). 

Mas reciente es el tratamiento elemental de tecnicas modernas y ex¬ 
celente fuente de informacion para resolucion numerica de las ecuaciones 
ordinarias y en derivadas parciales . 

W. E. Milne: Numerical solution of differential equations (Wiley, 
Nueva York, 1953). 

Pero el tratamiento mas completo publicado hasta hoy sobre resolu¬ 
cion numerica de ecuaciones diferenciales, con discusion detenida del fun- 
damento teorico de cada procedimiento descripto, cuidadosa atencion al 
contralor de los calculos, con interesantes ejemplos numericos elaborados 
en forma completa, es la magnifica obra: _ 

L. Collatz: Numerische Behandlung von Differentialgleichungen 
(Springer, Berlin; 29 ed., 1955). 

Sobre metodos numericos en problemas de contorno para ecuaciones 
ordinarias y en derivadas parciales, y problemas de valores propios, trata 
el libro de Collatz citado en Cap. XVII, nota V, 6. 

6 . Sobre teoremas de existencia y unicidad de ecuaciones y sistemas 
de ecuaciones diferenciales, y propiedades de las soluciones, trata: 

F. Murray y K. S. Miller: Existence theorems for ordinary diffe¬ 
rential equations (New York Univ. Press, Nueva York, 1954). 
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Incluye un capitulo sobre teoremas de existencia, continuidad y ana- 
liticidad de las soluciones, tratandose tambien el caso de sistemas con 
parametros, la obra de orientacion moderna, con uso sistematico de la 
terminologia y propiedades de espacios vectoriales, matrices, ecuaciones 
diferenciales de matrices, etc., que permite al autor operar en situaciones 
muy generales sin complicar indebidamente el simbolismo: 

S. LEFSCHETZ: Lectures on differential equations (Annals of Math. 
Studies, n 9 14; Princeton Univ. Press, 1946). 

Dedicada a estudiar el comportamiento de las soluciones de ecuacio¬ 
nes diferenciales en el campo real cuando la variable independiente tiende 
a infinite, destacando muy bien los metodos y tecnicas por sobre el cu- 
mulo de resultados conocidos, esta la obra escrita en lucido y atractivo 
estilo, con numerosos ejercicios y references: 

R. Bellman: Stability theory of differential equations (McGraw- 
Hill, Nueva York, 1953). 

Del mismo autor es: 

R. Bellman : A survey of the theory of the boundedness , stability, 
and asymptotic behaviour of solutions of linear and nonlinear differential 
and difference equations (Office of Naval Research, Washington, 1949). 

7. Sobre funciones de Bessel y funciones conexas tratan extensa- 
mente algunos tratados generales ya citados, en especial Whittaker y 
Watson (citado en Cap. XI, nota IV, 2) y con orientacion mas moderna 
el volumen 2 de Erdelyi, Magnus, Oberhettinger y Tricomi (citado en 
Cap. XV, nota III, 3). Tambien tratan este tema Courant y Hilbert 
( citado en Cap. XVI, nota IV, 4), Valiron (citado en Cap. VI, nota 
VI, 5), y con aplicaciones y desarrollos de Fourier-Bessel, Mac Robert 
( citado en Cap. XXIII, nota V, 6). 

Las funciones de Bessel y sus aplicaciones se tratan en la obra de 
orientacion moderna sobre variadas cuestiones de Matematica que encuen- 
tren aplicacion en la Fisica: 

II. Jeffreys y B. S. Jeffreys: Methods of mathematical physics 
(Univ. Cambridge; 29 ed., 1950); 

y se introducen por sus representaciones integrales que pueden interpre- 
tarse como la generacion de ondas cilindricas mediante superposition de 
ondas planas, en el libro que enfoca los temas tratados desde el punto 
de vista del fisico, pero resulta muy adecuado en su aspecto matcmatico: 

A. Sommerfeld: Partielle Differentialgleichungen der Physik ( Vor¬ 
lesungen iiber tlieoretische Physik, Band VI) (Akademische Verlag., 
Leipzig, 1947); traducido al ingles por E. G. Strauss: Partial differen¬ 
tial equations in physics (Academic Press, Nueva York, 1949). 

Es clasica la exposicion de 

A. Gray, G. B. Mathews y T. M. Mac Robert: Bessel functions 
and their applications to physics (Macmillan, Londres; 29 ed., 1922). 

Adecuados para ingenieros, con numerosos ejercicios, son: 

N. W. McLachlan: Bessel functions for engineers (Clarendon 
Press, Oxford, 1934) ; 

F. E. Relton: Applied Bessel functions (Blackie, Londres y Glas¬ 
gow, 1942). 

Tambien dan introducciones con aplicaciones tecnicas y a la Fisica: 

R. Weyrich: Die Zylinderfunktionen und Hire Anwendungen (Teub¬ 
ner, Leipzig, 1937); 

G. Petiau: La theorie des fonctions de Bessel exposes en vue de ses 
applications d la physique mathematique (Centre Nat. de la Recherche 
Seient., Paris, 1955) ; 

y el mas pequeno: 

G. Goudet: Les fonctions de Bessel et leurs applications en physique 
(Masson, Paris, 29 ed., 1954). 

Tratado enciclopedico, adecuado para un estudio mas detenido o para 
rcfcrencm y consulta os el clasico de: 

<!. N. Watson: Bessel functions (Cambridge Univ. Press, 1922). 





260 


XXVII. ECUACIONES DIFEREN Cl ALES DE ORDEN SUPERIOR C. XXVII-IV 


Formulas, tablas, curvas e interesantes graficos en relieve para las 
funciones de Bessel y conexas contiene, con referencias a otras tablas, 
la obra de Jahnice y Emde (citada en Cap. VII, nota II, d) en una 
extensa seccion que abarca mas de un tercio del volumen. 

8. Dedica un capitulo al estudio de las curvas integrales de una 
ecuacion diferencial de primer orden en el entorno de un punto singular, 
la obra con numerosos ejemplos y graficos: 

G. Bouligand y J. Devisme: Lignes de niveau. Lignes integrales. 
Introduction a leur etude graphique. (Vuibert, Paris, 1937). 

T'rata el mismo tema en un nivel mas elevado Valiron (citado en 
Cap. VI, nota VI, 5). 

Un estudio general sobre el comportamiento de las curvas integrales, 
incluyendo ecuaciones de orden superior y sistemas de ecuaciones diferen- 
ciales, trae: 

M. Petrovitch : Integration qualitative des Equations differentielles 
(Mem. des Sc. Math., XLVIII; Gauthier-Villars, Paris, 1931). 

Da una exposicion (ampliada en la segunda edicion) de la teoria de 
Poincare-Bendixson de las propiedades cualitativas_ de las soluciones de 
ecuaciones de primer orden, y aplicaciones a la teoria de las oscilaciones 
no lineales, la obra de Tricomi citada en 3. Tambien incluye un capitulo 
sobre estabilidad y comportamiento de las soluciones en el entorno de un 
punto critico, y basado en el otro sobre los resultados de Poincare y 
Bendixson para sistemas bidimensionales la obra de Lefschetz citada 

9. Da una clasificacion de las singularidades simples de ecuaciones 
diferenciales en el campo real, y ejemplos fisicos ilustrativos del_ con- 
cepto de aistintos puntos singulares como varios tipos de equilibrio de 
sistemas dinamicos, la excelente exposicion sobre problemas no lineales, 
adecuada para ingenieros y fisicos: 

J. J. Stoker: Nonlinear vibrations in mechanical and electrical sys¬ 
tems (Interscience Publ., Nueva York, 1950). 

Orientada hacia las aplicaciones y con gran riqueza de ejemplos to¬ 
rnados de la Mecanica y de la Teoria de la electricidad (de los cuales hay 
un indice) es la obra traducida del ruso y editada en ingles bajo la di- 
reccion de S. Lefschetz: 

A. A. Andronov y C. E. Chaikin: Theory of oscillations (Princeton 
Univ. Press, 1949). 

Destinada a ingenieros y con amplia bibliografia es: 

N. W. McLachlan: Ordinary non-linear differential equations in 
engineering and physical sciences (Clarendon Press, Oxford, 1950). 

Rico material de resultados numericos, graficos y registros experi- 
mentales en circuitos electricos no lineales contiene: 

C. Hayashi: Forced oscillations in non-linear systems (Nippon 
Printing and Publ. Co., Osaka, 1953). 


CAPITULO XXVIII 

ECUACIONES DIFERENCIALES EN DERIVADAS 
PARCIALES. CALCULO DE VARIACIONES 


§ 110. Ecuaciones lineales de primer orden 


1. Definiciones y notaciones. — Se llama ecuacion en deri¬ 
vadas parciales a toda ecuacion diferencial que relaciona una 
o varias funciones de varias variables independientes, con sus 
derivadas parciales respecto de estas (§ 100-1, d). Vamos a 
estudiar solamente las ecuaciones con una sola incognita z, con 
dos variables independientes x, y; y para abreviar llamaremos 
p y q a las derivadas parciales: 


[ 110 - 1 ] 




La ecuacion diferencial en derivadas parciales de primer 
orden es del tipo 


[110-2] f (x,y,z,p,q) = 0. 

La ecuacion se llama lineal cuando lo es en p y q, es decir, 
cuando estas figuran en primera potencia sin multiplicar en- 
tre si: 


[110-3] P {x,y,z).p + Q (x,y,z).q = R (x,y,z). 

El con junto de las soluciones de una ecuacion diferencial 
en derivadas parciales es mucho mas amplio que el de ecuacio¬ 
nes diferenciales ordinarias, pues depende de funciones arbi- 
trarias, como muestran los ejemplos siguientes, donde las ecua¬ 
ciones son lineales de primer orden. 


Ejemplos: 1. La ecuacion q = 0 se verifica para toda funcion z — 
= 'i(x,y) que no dependa de y; es decir 

z(x,y) = cp(x) , 
siendo tp una funcion arbitraria. 

2. La ecuacion p = q, con la transformacion de variables 

x + y = £ , x — y = x\ ; 
z(x, y) = z[i(£ + p) , i(S — u)] = u(£,n) 

sc Lransforman en 2 - = 0, y entonces se verifica para toda funcion 

"D 

do C solamente, es decir para 

z = qi(* + y). 
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3. Analogamente se tiene para la ecuacion 

[110-4] ap + bq = 0 , (a y b constantes), 

con el cambio de variables bcc — ay = S, bx + ay — p, la solucion 
[110-5] z — q>(bx — ay). 

4. Si g(x,y) es una funcion dada de x e y, la ecuacion 


[ 110 - 6 ] 


9 g 9 g n 

p -=— — q -a— = 0 

3 y dx 


9 (z, g) 


es decir, la anulacion del determinante funcional —,r.-- , significa que 

d(x,y) 

z y g son dependientes (§ 68-3), es decir, la solucion de [110-6] es 


[110-7] z = <i[g(»,?/)] , (cp funcion arbitraria). 


Asi como las ecuaciones diferenciales ordinarias de una sola 
variable independiente resultan engendradas por las familias 
de curvas en el piano, las ecuaciones en derivadas parciales re¬ 
sultan de las familias de superficies. Yamos a estudiarlas y 
clasificarlas. 


2. Generacion de superficies mediante curvas. — Una su- 
perficie esta engendrada por una curva que se mueve; pero 
como al moverse varia, hay que definir lo que se entiende por 
movimientos de una curva. Supongamos dada una congruencia 
de curvas (§ 109-1, a), por dos ecuaciones u (x, y, z) = a; 
v(x, y, z) = (3 con dos parametros arbitrarios a y (3. Si impo- 
nemos alguna condicion geometrica que ligue estos parametros 
por una cierta relation cp(a, (3)=0 se tiene una familia “sim- 
plemente infinita” o “haz de curvas” y eliminando a, (3, entre 
las tres ecuaciones resulta una ecuacion 

cp[u (x,y,z), v(x,y,z)] = 0, o sea: F (x,y,z) = 0 

que contiene todos los puntos de todas las curvas de esta fa¬ 
milia, y por lo tanto representa la superficie que engendran. 

La condicion mas frecuente que suele imponerse, es que la 
generatriz corte a una curva fija, llamada directriz; eliminan¬ 
do x, y, z entre las ecuaciones de esta y las de la generatriz, 
resulta la condicion buscada: cp(«, (3) = 0. Otras veces la con¬ 
dicion sera la de ser tangente a una superficie, etc. 

Ejemplos: 1. Superficies cilindricas. — Consideremos la recta 
x — az -fa , y = bz p. 

Como tiene cuatro parametros, al variar estos se tiene una familia 
cuadruplemente infinita, pero si fijamos ft y b, es decir, si las rectas se 
consideran paralelas a una direccion, la familia es doblemente infinita. 

Elijamos una directriz cualquiera en el piano xy : cp (x, y) = 0, z = 0. 
La traza de cada recta sobre este piano es x = a, y = (3, z = 0, luego la 
condicion para que se apoye en dicha directriz es cp(a, P)=0. Cualquiera 
que sea el punto de la recta es: 

a = x — az ; P = y — bz , 
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luego todos los puntos de las rectas que se apoyan en la directriz satis- 
facen a la ecuacion: 

[110-8] (p(» — az, y — bz) = 0. 

fista es, por tanto, la ecuacion del cilindro definido por aquella di¬ 
rectriz. Al variar arbitrariamente la funcion tp resultan los infinitos ci- 
lindros. La ecuacion [110-8] representa, pues, todos los cilindros de direc¬ 
cion dada (a, b) no paralela al piano xy. 

2. Superficies conicas. — Las ecuaciones de una recta cualquiera que 
pasa por el origen de coordenadas son: 

[110-9] x = az ; y = pz. 

Dada una directriz cualquiera, expresando que la recta [110-9] se 
apoya en ella, resulta una ecuacion <p(a, (1)=0, y como en todos los pun¬ 
tos de todas las rectas [110-9] es: 

a = x/z , P = y/z 

todas ellas satisfacen a la ecuacion c f>(x/z, y/z)= 0, que representa todos 
los conos de vertice O. 

Observese que esta ecuacion es homogenea respecto de x, y, z, es de¬ 
cir, al multiplicar por un coeficiente X cualquiera, sigue satisfaciendose 
la ecuacion. Analogamente, las superficies conicas de vertice ( a,b,c ) es- 
tan representadas por la ecuacion 

[110-10] JJL=£. , JL=L) = 0. 


3. Superficies de revolucion. — Una circunferencia de radio r en un 
piano paralelo al xy, a la distancia a viene expresada asi: 

x 2 + y" = P = r- , z — a. 

Dada una directriz cualquiera por sus dos ecuaciones, la condicion 
para que se corten se obtiene eliminando x, y, z entre las cuatro ecuacio¬ 
nes y resulta <p(a, P)=0. 

Sustituyendo a, p por sus expresiones, se obtiene: 

[110-11] cp(z, x 2 + r) = 0 , 

que representa todas las superficies de revolucion de eje z. 
Analogamente, una superficie de revolucion cuyo eje 

[110-12] 

a b c 

pase por el origen, tiene por generatrices las circunferencias interseccion 
de los pianos normales a dicho eje con las superficies esfericas de centro 
el origen, expresadas asi: 

ax + by + cz = a , x” + y" + z 3 = P- 
Por el mismo procedimiento anterior, resulta que 
[110-13] cp (ax -f by -f cz, x s -f- y 2 + z 2 ) = 0 

representa todas las superficies de revolucion de eje [110-12]. 

3. Generacion de la ecuacion differencial lineal. — Yeamos 
como se obtiene la ecuacion diferencial lineal cuyas superficies 
integrales son las formadas por curvas de una convergencia da¬ 
da. Sean u = u(x,y,z) y v = v{x, y, z) dos funciones dadas, y 
consideremos la ecuacion 


10-141 


cp (u,v) — 0 
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donde <p es una funcion arbitraria (derivable) que define im- 
plicitamente z como funcion de las variables independientes x 
e y. Derivando respecto de cada una de ellas, se tiene 


[110-15] 


3 u \ 

\ 4- S(p 

1 " r dv 

I dr dv 
[ dx dz 

~ a\ 

3cp 

I* Lj 

dv 

dz 9 I 

~ r dv 

la y H 

dz 


= 0 , 


fiste es un sistema lineal homogeneo en 3cp/3 u, 3qp/3-y. Pa¬ 
ra que tp no se reduzca a una constante, debe anularse el de- 
terminante de los coeficientes, con lo que se obtiene una ecua¬ 
cion de la forma [110-3] con 


R = 


3 (u, v ) 


[110-16] P = , Q - *<«■*> , R = «<**> 

d(y,z) 3 (z, x) d(x, y) 

La relacion [110-14] es una solucion de [110-3] con los 
coeficientes dados por [110-16], cualquiera sea <p (derivable). 

Los ejemplos siguientes muestran que la ecuacion diferen- 
cial de una familia [110-14] de superficies expresa una pro- 
piedad del piano tangente (o de la recta normal) de una su- 
perficie cualquiera de la familia, que tiene parametros direc- 
tores y, q, —1 (§ 66-5, a). 

Nota. Mas practico que calcular los coeficientes P, Q, R por [110-16] 
es formar directamente la ecuacion diferencial anulando el determinante 
de los coeficientes de cp„ y (p„ en [110-15]. Este determinante es el jaco- 
biano de u, v respecto de x, y, considerando que 2 es tambien funcion de 
x, y en u, v. 

Ejemplos: 1. Ecuacion diferencial de las superficies cilindricas 
[110-8], — Es u — x — az, v = y — bz. Resulta por [110-16] y [110-8] 

[110-17] ap + bq = 1. 

Esta ecuacion expresa que el piano tangente en un punto M contiene 
la generatrix que pasa por M. En efecto, sus parametros directores son 
respectivamente (p, q, —1) y (a, 6,1) y [110-17] expresa que la gene- 
ratriz es normal a la normal al piano. 

2. Ecuacion diferencial de las superficies conicas [110-10]. — Es 
u = (x — ■a)l{z — c),v=(y — b) / (z— c). Por [110-16] resulta 

P _ x ~ a 0 _ y— b R _ _L_ 

- (z — c y ’ H ~ (z — cy *■ ~ ( z—cy * 

y reemplazando en [110-3] se tiene la ecuacion diferencial 
[110-18] (x — a)p + (y — b)q = z — c , 

que expresa que el piano tangente contiene la generatriz (de parametros 
directores x — a, y — b, z — c ) que pasa por el punto de contacto. 

3. Ecuacion diferencial de las superficies de revolucion [110-11] 6 
[110-13]. 

Se obtiene P = — 2 y, Q = 2x, R = 0, y de aqui la ecuacion 
[110-19] yp — xq = 0 , 

que expresa que la normal a la superficie z = z(x, y) : 
run om x _ ^^ z 
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l(x,y, z) punto de la superficie; (X, Y,Z) punto generico de la normal 
en aquel], corta al eje z (eje de revolucion). En efecto, para X = Y = 0 
los dos primeros miembros toman por [110-19] el mismo valor X, y en- 
tonces el punto X = 0, Y = 0, Z — Z — X, pertenece a [110-20]. 

Si la superficie de revolucion tiene un eje [110-12], su ecuacion di¬ 
ferencial sera analogamente 

[110-21] (bz — cy)p + (cx — az)q — ay — bx , 

con la misma interpretacion geom6trica anterior, pues para que [110-20] 
tenga solucion comun con X/a = Y/b = Zlc = X se ha de cumplir 
x + pX 1 = aX , y + qXi = bX , z — Xi = cX , 
cuya compatibilidad, dada por la eliminacion X y X u viene expresada por 
[110-21]. 


4. Integracion de las ecuaciones lineales. — La integracion 
de la ecuacion lineal 

[110-22] P y + Qq = R 

en la cual P, Q, R son funciones de x, y, z, consiste en obtener 
todas las superficies z = f(x,y) que satisfacen a la ecuacion. 
Probaremos que se reduce a la integracion del sistema de dos 
ecuaciones ordinarias : 

C«W] 

a) En efecto, este sistema representa (§ 109-1, a), una 
congruencia de curvas que se obtendra integrando el par de 
ecuaciones 

d y _ Q dz _ R 
da P ’ da; P 
(suponiendo P^0) y asi resultara 

u (x,y,z) = a , v(x,y,z) = p. 

Esta congruencia de curvas esta forma-da precisamente por 
las lineas de fuerza del campo vectorial de componentes P, Q, R 
(§§ 91-2, b, y 109-1, a). Tales curvas se llaman caracteristicas; 
su conjunto, congruencia caracteristica de [110-22], y el sis¬ 
tema [110-23] sistema caracteristico 0 adjunto de la ecuacion 
[110-22]. Sus ecuaciones suelen llamarse ecuaciones subsidia- 
rias de [110-22]. 

Toda superficie formada por curvas caracteristicas tiene 
la propiedad de que la tangente a cada curva, es decir (en vir- 
tud de [110-23]), la recta 


X - Xo 

P 


_«_■— Z n 

R 


eatii en el piano tangente a la superficie 

z — zo = (x — xo)y + (y — 2 / 0)9 ; 

,v austituyendo on esta ecuacidn los numeradores de las ante- 
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riores por los respectivos denominadores, esa propiedad geo- 
metrica se traduce en 

Pp + Qq - R ; 

es decir: toda superficie 

<p[u (x,y,z), v(x, y,z)] = 0 

formada, por curvets caracteristicas satisface a la ecuacion li¬ 
neal [110-22]. 


b) Reciprocamente, dada una superficie cualquiera 2 = 
= f(x,y) que satisfaga a la ecuacion [110-22], si considera- 
mos un punto cualquiera A(£ 0 , Vo, ««) tornado en dicha super¬ 
ficie y formamos la ecuacion diferencial en x, y : 


[110-24] 


da; d?/ 

P [x,y, f(x, y)] ” Q [x, y7'f (x~y) ] 


esta define en el piano x, y una curva que pasa por el punto 
(xo,y«), la cual es proyeccion de una curva C x de la superficie, 
que pasa por el punto A(x 0 ,y 0 , z () ) y satisface a las relaciones 
lineales: 


p . dx + q. d y = df (x, y) , 
p.P + q.Q = R , 

aplicadas estas a la proportion [110-24], resulta una tercera 
razon dz/R igual a las dos escritas. Resulta, pues, que la curva 
Ci satisface al sistema [110-23], luego es la curva caracteris- 
tica que pasa por A. 

Queda asi demostrado este teorema reciproco de a) : Toda 
superficie integral de la ecuacion [110-22] esta formada por 
curvas caracteristicas. 


c) Se tiene entonces la siguiente regia: Para integrar la 
ecuacion [110-22], se integra el sistema caracteristico 
[110-23] obteniendose la congruencia de curvas u (x, y, z) = a, 
v(x, y, z) = (3. La integral general de la ecuacion [110-22] se¬ 
ra entonces 

cp[u (x,y,z), v(x, y, z)] = 0 , 
siendo tp una funcion arbitraria. 

cl) Cada integral esta determinada por una curva D que 
no sea caracteristica; piles esa directriz determina una super¬ 
ficie formada por las curvas caracteristicas que se apoyan en 
ella (ver ejemplo 4). Esta determination de una superficie in¬ 
tegral corresponde al problema de Cauchy (ver §§ 111-1, c; 
111 -6) en el caso de ecuaciones lineales de primer orden. 


Nota 1. Mas precisamcnte, si la curva D de ecuaciones a? = x(0» 
l/ = v(f), z = z(t) es regular (§ 34-6) conjuntamente con su proyecd6n 
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D« sobre el piano (x,y), y es en D, A = P(dy/di)—CMdaUdf)^ (), 0 sea 
Q: P 7^= dy: dx, por cada punto de D pasa una caracteristica distinta. En 
cambio, si A = 0 es D una caracteristica cuando y solo cuando pase por 
ella una superficie integral, pues si se elige t de modo que dx/dt = P, 

HZ Q if 

dy/dt = Q, resulta dz/dt = —— -f -—■ —= pP + </Q = R. Como 

en este caso la superficie integral no queda determinada, se tiene en 
resumen: Por una directriz D en la cual A^O pasa una y solo una super¬ 
ficie integral. Si en D es A = 0, debe ser D una caracteristica para que 
haya una. superficie integral por ella, y en este caso hay infinitas. 

Menos facil es determinar una superficie por una directriz que tam- 
bien sea superficie, a la que deben ser tangentes las curvas caracteris¬ 
ticas. 

EJEMPLOS: 1. Superficies cilindricas. — El sistema caracteristico de 
[110-17] es dx/a = dy/b = dz/1 (cfr. § 109-1, ej. 2). Resolviendolo se 
obtiene la congruencia caracteristica x — az = a, y—bz = [3, y con los 
haces de curvas de ella, las superficies cilindricas [110-8] . 

Por la recta x = at, y — bt, z — ht, tal que A = P& — Qa = 0, no 
pasa ninguna superficie integral, pues dz/dt = h R = 1. Observese que 
•a superncie formada por las caracteristicas que pasan por los puntos de 
dicha recta es el piano bx — ay — 0, paralelo al eje z, respecto del cual 
[110-22] no tiene sentido. 

2. Superficies conicas. — El sistema caracteristico de [110-18] es 
dx/(x — a) = dyl(y — b) = dz/(z — c), (cfr. § 109, ej. 2, b). De aqui 
resulta In (a — a) = ln(z — c) + In a, In (2/ — 6)=ln(z — c)+ln|i, 0 sea 
(x — a) I (z — c)= a, (y — b) / (z — c)=(J. Los haces de curvas de esta 
congruencia engendran las superficies conicas [110-10] . 

3. Superficies de revolution. — El sistema caracteristico de [110-19] 
es (dx) /y = (dj/) / (—cc) = (d2:)/0. El tercer miembro significa que 
dz = Q.'.z = a, y de los dos primeros resulta x 1 + y* = |3. De esta con¬ 
gruencia resulta la ecuacion finita [110-11] de las superficies de revo- 
lucion. 

Analogamente, el sistema caracteristico de [110-21] es 
da 'J (bz — cy) = dyl (cx — az) = dz/ (ay — 6a;) , 
de donde se obtiene 

a da; -f 6 dy + c dz = 0 , x dx -(- y dy + z ds = 0 , 

es decir, las curvas ax + by -f cz = a, x" + y 2 + z" — f), congruencia que 
satisface [110-13] . 

4. Hallar la superficie integral S de la ecuacion [110-17], que pasa 
por la curva D: x = 0, z = e~ v . 

La caracteristica por (*0,3/0,20) es por ejemplo 1; 

x — az = x 0 — az 0 , y — bz = y« — bz 0 , 
y entonces la caracteristica por el punto (0, y 0 , e~ v °) de D es 
x — az =. — ae~"o , y — bz = y 0 — 6e' I '°. 

Al variar el parametro 3/0, estas caracteristicas engendran la superficie 
S, cuya ecuacion se obtiene eliminando 3/0 entre ambas ecuaciones (por 
ejemplo, reemplazando en la primera la expresion de 3/0 que resulta de 
restar de la segunda la primera por bla). Se obtiene asi: 

x — az = — ae'- h l a)x ~ v . 

Nota 2. Si R = 0 se tiene la ecuacion Pp + Qq = 0, llamada homo- 
flenea. El sistema adjunto es dx/P = dy/Q, dz = 0, que implica z-=a. 
Entonces: las caracteristicas se kalian en pianos paralelos al x,y. Si 
dy/dx — Q,(x,y,z)/P(x,y,z), donde z = a se considera como un para- 
metro, tiene la solucion g(a;, y, z) = p, las superficies integrates son de 
In forma «r[s, g(.r, y, z) ] = 0. 
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Si ademas ni P ni Q dependcn de z, § 110-4, la ecuacion homogenea 
resulta lineal en z y sus derivadas, y se la llama tambien completamente 
lineal (cfr. § 112-2) ; la solucion del sistema adjunto sera de la forma 
h (x, ?/) = p, y las superficies integrates estaraai comprendidas por la in¬ 
tegral general de la forma 

[110-25] 2 = *[h(B, 2/)] 

con 4' funcion arbitraria. 


5. Ecuaciones en funciones de mas de dos variables. — 
a) Si z = z(x u ..x n ) es la funcion incognita e indicamos 
sus derivadas por Pi = dz/dx if el caso analogo al ultimo tra- 
tado en § 110-4, nota 2, sera el de la ecuacion homogenea com- 
pletamente lineal (es decir, lineal en z y sus derivadas), de la 
forma: 

[110-26] P-f . . . + P nPn = 0 

donde los coeficientes P; son funciones de x u ...,x n pero no 
de z. 

Veremos que su integration se reduce a la del sistema ad- 
junto 

[110-27] -p*- = .. . = £*- ■ 

de n —1 ecuaciones, con el resultado generalizado de [110-25] : 
Si la solucion de [110-27] se expresa (despejando las constan- 
tes pi) en la forma: 

[110-28] hi(aJi, ...,*„)= Pi , (i = 1, 2, .. .,n — 1), 
la integral general de [110-26] es 
[110-29] Z = "ty [hj (&i, . • • , •£«) , • • • > b„_i (fl/j, • • ., &n) ] 
siendo ^ una funcion arbitraria. 


Dem. 1*?) Toda funcion de la forma [110-29] verifica [110-26]. En 
efecto, es 

3 dz 

[110-30] dz = - 0 * - d*i + ... + - d Z x7 d* n = 

= pi dxi -f ... H- p a d.r n = 0 , 

pues tambien es (§ 67-2) en virtud de [110-29] dz = (dqr/dhi)dh t y ade¬ 
mas 6hi = 0 por [110-28]. Finalmente de [110-30] y [110-27] resulta 
[110-26]. 

29) Reciprocamente, si z = z(xi, . . ., x n ) verifica [110-26], entre las 
funciones hi(»i, ..., se,,), ..., h«- t (Xt, . .., x n ), z(xi,...,x n ) existe una 
relation funcional. En efecto, en virtud de 19) cada una de las funcio¬ 
nes hi (£Ca, ...»sc,.) verifica [110-26], es decir: 

[110-31] Pi~- + ...-f Pn = 0, <* = 1.2. n— 1). 

uXi 

Para que el sistema homogeneo formado por las v ecuaciones [110-26], 
[110-31], considerado en las n “incognitas” Pi, .... P«,, admita soluciones 
i'uera de la trivial Pi ... P„ 0 es tiecesario y suficiunU 1 (§ 15-0, b) 
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que se anule el determinante de los coeficientes, que es el determinant 
funcional de las hi, z, respecto de las x k : 

d (In, . . ■, h n -], z) _ 

3(*i, ...,*«) ~ ‘ 

b) Una ecuacion lineal no homogenea, de la forma 

[110-32] PjP, -f.... + P n p n = R 

donde ahora P, y R son funciones de x u ..., x n , z, se reduce a 
otra homogenea y completamente lineal en una nueva funcion 
incognita de todas las variables anteriores: 

t = t(Xy, . . ., X n , Z) 

y entonces la integration se reduce al caso a. 

Pues por ser 

Pi = dz/dx, = — (clt/dx,) : ( dt/dz ) , 

[110-32] se reduce a: 

P.3- + ... + P f-p- + r -|l = o , 

cxi dx„ dz 

ecuacion homogenea y completamente lineal, pues los coeficientes depen- 
den de Xi, ..., x„, z, pero no de t,. 

Por lo visto en a, la integration de [110-32] se reduce a la del sis¬ 
tema: 

[110-33] = i£i- = -S-. 

Pi Pu U 

Ejemplo: Vcamos quo funciones z = z(x i, vevifican el teo- 

rema de Euler (§ 67-3): 


x,pi -|- ... + x„p„ = nz 
El sistema [110-33] es ahora 

dx-i dx n 


(n constante). 


De la igualdad del primer miembro con cada uno de los otros sigue 
(pie son constantes los cocientes x a lx i, ..., x«/xi, z/xi n , y entonces la 
integral general sera, con ip arbitraria: 

Z/X i* rn (p{Xa/Xi, . . Xn/Xi) , 


Z— Xi” (p(Xa/Xi, . . X H /Xi) , 
es decir, funcion homogenea de grado «. 


6 . Factor integrante de P (as, 2/) da: + Q (a?, 3 /) d^/ = 0. — Vi- 
mos en § 101-7,6, que todo factor integrante jx = |x (x, y) de la 
ecuacion P . da? + Q • di/ = 0, es decir, tal que |i. (P . d& + Q . d y) 
sea una diferencial total exacta, debe ser solution de la ecua- 
t-ion en derivadas parciales (|xP)„= ((.iQ)*, que es lineal, y es- 
eribiremos entonces en la forma: 


110-34] 


— P . Hi, = (P„— Q ,) n . 
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El sistema caracteristico es 


[110-35] 


die _ d y _ dp 

Q - P ( Py - Q, ) u 


Una de las ecuaciones [110-35] es precisamente la propues- 
ta, pero con frecuencia es posible determinar p recurriendo a 
otra de las ecuaciones [110-35], y ademas basta hallar una so¬ 
lucion particular p # 0 para resolver entonces la ecuacion dacla 
por cuadraturas (§ 101-7). 


Ejemplo: Para la ecuacion lineal ordinaria de primer orden (§ 101-4) 
y' -f P (x)y =. Q(a*), o sea: (Py — Q)d.v + dy = 0, el sistema [110-35] 
es 

dec _ dy _ dp, 

1 ~ Q — P . y ~ P . \i * 

Los dos primeros miembros reproducen la ecuacion dada, pero de la 
igualdad de 19 y 3*? obtenemos para p la integral In p = JP . d.x, o sea 
el factor integrante q, = e ) ^ (cuya inversa es solucion de la ecua- 
cion homogenea y' -f- P . y = 0, § 101-4). 


Ejercicios 

1. Resolver: a) p = 2xy 2 ; b) d 2 z/dy 3 — Qxy. 

2. Una superficie conoide es la engendrada por una generatrix rec- 
tilinea que se mueve conservandose paralela a un piano fijo (piano di¬ 
rector) y apoyandose en una recta fija ( eje ) y una curva fija (directrix ). 
Hallar la ecuacion: a) Finita; b) Diferencial; de las superficies conoides 
do piano director z =. 0 y eje x=y = 0. 

3. «) Hallar las ecuaciones diferencialos de: a,) Las esferas con 
centro en el eje x; a^) Los conos circulares rectos cuyo eje es el eje x; 
a 3 ) Las superficies de revolucion alrededor del eje x. Comparar los tres 
resultados. b) Probar que toda superficie a») puede obtenerse: h) Como 
envolvente de superficies a s ) ; b■•) Como envolvente de superficies ai). 

4. Hallar la ecuacion diferencial de la familia de superficies 
ip (x 2 z,y) =0,e integrarla. 

5. Resolver: a) xp + y(l — x)q = 0; b) xp + (y + 3x"y 2 e^) q = 0. 

6. i Que funcion es igual a la suma de sus dos primeras derivadas 
parciales? 

7. Integral’ las ecuaciones: a) xp — yq — z; b) xyp — x 2 q + yz = 0; 
c) yp + xq = 0; d) x 2 p + xyq = y 3 ; e) z = yq — xp + 2x. 

8. En la ecuacion (x 3 — if — z 2 ) p -|- 2xyq = 2xz, hallar: a) La so¬ 
lucion general; b) La superficie integral S que pasa por la curva D: 
x = 0, z = y 3 (civ. § 109, ejercicio 5). 

9. a) Ecuacion diferencial de las superficies cuyo piano tangente en 
cada punto A (x,y,z) corta al eje 2 en A'(0,0,—2); b) Solucion gene¬ 
ral; c) Superficie integral que contiene la hiperbola or— y'- = 1, z - 1. 

10. a) Probar que las caracteristicas de yp — xq -|- h () son he¬ 
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lices circulares de paso 2 nh, situadas en cilindros circulares de eje 02, y 
entonces la integral general se compone de helicoides; b) Estudiar el 
caso h = 0. 

11. Superficies ortogonales a un haz de superficies. — a) Ecuacion 
diferencial de las superficies z = z(x,y) que cortan ortogonalmente en 
cada _uno de sus puntos a la superficie del haz F (x,y, z)= C que pasa 
por el; b) Interpretar geometricamente las ecuaciones diferenciales de 
las caracteristicas. 

12. Aplicando el ejercicio anterior hallar: a) La congruencia de cur- 
vas ortogonales al haz de paraboloides x s + y 2 = Cx; b) Las superficies 
ortogonales a dichos paraboloides. 


§ 111. Ecuaciones de primer orden en general 

1. Significado geometrico. — a) Por analogia con el ele- 
mento lineal (§ 100-2) llamaremos elemento pla7io al conjunto 
formado por un punto P (x,y,z) (sostm) y la orientacion de 
un piano, dada por p y q, de modo que p, q, —1, sean parame- 
tros directores del piano. Podemos representar un elemento 
piano de sosten P por un pequeno circulo de centro P, en el 
piano de orientacion (p, q, —1). 

Al conjunto de elementos pianos que verifiquen la ecuacion 
[111-1] i(x,y,z,p,q ) = 0 , 

donde f tiene derivadas parciales continuas respecto de todas 
sus variables, lo llamaremos campo planar- de [111-1], pero no 
debe creerse que esta formado (analogamente a § 100-2), por 
un solo elemento asociado a cada punto. Respecto de la ecua¬ 
cion [111-1] un elemento piano se llama singular si f = f v = 
= f y = 0. Dado un punto fijo Po(»o, ?/o, «o), si por el pasa un 
elemento piano no singular, entonces pasan infinitos, pues si es 
por ejemplo f (x (h y i)t z 0 , p 0 , q 0 ) = 0, lj(x 0 , y 0 , z 0 , p 0 , q 0 )=£ 0, se 
podra (§ 68-1) despejar q: 

[111-2] q = q (x,y,z,p) , 

y conservando fijos x, y, z, vemos que al variar p se tienen in- 
finitos elementos pianos de sosten P (x,y,z). Los correspon- 
dientes pianos envuelven un cono de vertice P, que llamaremos 
elemento conico, o cono cle Monge, en P. 

La ecuacion del cono de Monge se obtendra (§ 74-3, a) de 
[111-3] Z — Zo = P(X — x 0 ) + q(p)(Y — y 0 ) , 

[111-4] 0 = (X - x 0 ) + q' (p) (Y - y 0 ) , 

por eliminacion de p, y como es 
[111-5] fp(x 0 ,y n ,z 0t .p t q) + f,.q'(p) = 0 , 
el cono de Monge se obtiene tambien de 
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[111-3] Z — z 0 = p(X — x 0 ) + q(p) (Y — y 0 ) , 

[111-6] 0 = t ,. (X — x 0 ) — f, • (Y — y 0 ) , 

probando que el elemento piano [111-3] para p = p 0 , q(z>o) = Qo 
toca al correspondiente cono de Monge en P 0 a lo largo de la 
recta 

rin 71 x ~^ _ Y — 2/o = Z — z 0 

f »o f'lo Po fpo + (ft) foo 

Sin necesidad de pasar por [111-2], la ecuacion del cono de 
Monge puede obtenerse eliminando p, q entre las tres [111-1] 
y [111-7]. 

Notas: 1. Las normales a los elementos pianos de [111-1] con sos- 
ten en P 0 forman el llamado cono normal, de ecuacion 

[111-8] f — X ~ X °- , — Y ~ V -) = 0. 

2. Para la ecuacion lineal el cono de Monge degenera en una recta 
(§ 110-4; cfr. § 111-9). 

b) Para que z = G(x,y) sea una superficie integral de la 
ecuacion [111-1], los parametros directores del piano tangente 
p, q, — 1, deben ser tales que p y q verifiquen [111-1]. Reci- 
procamente, toda superficie con esa propiedad es una solucion. 
Por consiguiente: 

Condition necesaria y suficiente para que una superficie 
z = G (x,y) sea una superficie integral de la ecuacion [111-1], 
es que en cada punto P de ella, sea tangente al cono de Monge 
en P. 

c) Vemos, pues, que no tan solo no queda univocamente 
determinada por cada punto una superficie integral, sino que 
la multiplicidad de las superficies integrales puede considerar- 
se mucho “mayor” que la de curvas integrales de las ecuaciones 
diferenciales ordinarias. 

En condiciones muy generales, es plausible decir que por 
una curva arbitraria D pasa una superficie integral de la ecua¬ 
cion [111-1]. Este problema de Cauchy, que trataremos ana- 
liticamente en § 111-6, tiene solucion intuitiva por las siguien- 
tes consideraciones geometricas: Tracemos por cada punto P 
de la curva D el correspondiente cono de Monge T (fig. 372). 
En el caso analitico, pasara por P al menos un piano (acaso 
imaginario) que sea a la vez tangente a la curva D y al cono T. 
Asi se obtiene una sucesion continua de elementos pianos en- 
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volviendo una franja 
infinitesimal adheri- 
da a la curva D, su¬ 
perficie integral de 
la ecuacion [111-1]. 

Si en dicha fran¬ 
ja consideramos una 
curva Di proxima a 
la D, puede aplicarse 
a Dt el mismo proce- 
dimiento e ir prolon- 
gando asi la superfi¬ 
cie integral obtenida. 

El procedimiento fa- 
11 a para las llamadas 
curvas caracteristicas 
(§ 111-4, a). 

2 . Generacidn de la ecuacion general de primer orden. — 

Dada una familia de superficies con dos parametros: 

[Hl-9] F (x,y,z,a,p) = 0 , 

puede obtenerse una ecuacion de primer orden que tenga entre 
sus soluciones todas las superficies de la familia. Derivando 
[111-9] respecto de x y respecto de y se tiene 

[111-10] F. + F..P-0 , Ff/ +F,.q = 0 , 

y eliminando ayp entre las tres ecuaciones [111-9] y [111-10] 
resulta 

[111-1] f {x,y,z,p, q) = 0 , 

ecuac‘6n diferencial parcial de primer orden que no contiene a 
ni [3 y se verifica por [111-9] para todo par a, p. En efecto, 
para cada par a, p la funcion 0 obtenida de [111-9] debe tener 
derivadas parciales p y q que verifiquen [111-10], y entonces 
se verifica [111-1] que es consecuencia de [111-9] y [111-10]. 

EJemplos: 1. De la familia de pianos 
[111-11] g = ax + fly + a[3 

derivando resulta: p — a, q = p, y entonces la ecuacion diferencial es 
(cfr. § 111-8, ej. 3) : 

[111-12] z = px 4 - qy -f pq. 

2. De la familia de conos cuadricos 
[111-13] axz + fiyz + a|la:y = 0 

derivando resulta 

| 111-14] a(xp-f-z)-f [Hyp 4- a p y = 0, a xq + p(y g + 2 )4- a(3* = 0. 
I’ura climinar « y fl puede observarse que estas tres ecuaciones son 
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lineales y homogeneas en a, P y a|3. Anulando el determinante de los 
eoeficientes se llega a 

[111-15] xp + yq = z , 

que es (§ 110-3, ej. 2) la ecuacion diferencial de todos los conos con ver- 
tice en el origen. 

3. La ecuacion diferencial parcial de la familia 
[111-16] (x — a V + (y — P) 2 + a* = 1 

de todas las esferas de radio 1 con centros en el piano xy, resulta reem- 
plazando en [111-16] las expresiones x — u = — zp, y —P =— zq, que 
resultan de derivar, y es 

[111-17] z a (p* + q 2 + l) = 1. 

Esta ecuacion expresa que el segmento de normal entre un punto de la 
superficie y el piano xy es constante = 1. 

3. Soluciones completa, general y singular. — a) Una solu¬ 
cion de la ecuacion diferencial parcial de primer orden [111-1] 
que contenga dos constantes arbitrarias se llama (Lagrange) 
solucion o integral completa: 

[111-9] F(a, y, z, a, (5) = 0. 

Con ella puede reconstruirse la ecuacion diferencial (§ 111-2). 
Hemos visto que una solucion puede depender de una fun- 
cion arbitraria. Tal solucion se llama solucion o integral gene¬ 
ral, y representa una familia mas amplia de superficies (cfr. 
§ 111-2, ej. 2). 

b) Veamos como puede obtenerse de una solucion completa 
[111-9] una solucion general, sin mas que suponer a y (5 no 
ya constantes, sino adecuadas funciones de x, y, z, tales que 
[111-9] verifique [111-1]. 

Supuestas a, (5 funciones de x, y, z, toda solucion [111-9] 
verifica 

dF = F, dx + F ;/ d y + F~(V dx + q dy) + 

-j- F a da -f- F^ d(3 = 0 , 
equivalente a las [111-10] si 
[111-18] F a da + Fp dp = 0 , 

que en las variables independientes x, y equivale a 

n n i an f a * P) H" Fp (P* + P» v) = 0 , 

L J l Fa («,+ <*»</) + Fp (P, + P,g) = o. 

fistas se satisfacen para: 

1*?) a y p constantes, dando la integral completa [111-9] 
dependiente de dos parametros; 

• 2 (? ) F a = Fp = 0. For eliminacion entre estas y [111-9] 
de a y (3 resulta una superficie que no depende ni de parame- 
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fro ni de funcion arbitraria alguna y que acaso sea solucion 
do In ecuacion [111-1]. En este caso se la llama solucion sin¬ 
gular (vease d ) ; 

W) Si F a y Fp no son simultaneamente nulas, querra de- 
cir que la funciones a [x,y, z(x, ?/)], p[x,y, z (x,y)], tienen un 
jncoliiano nulo respecto de las variables independientes x, y, 
( xistiendo entre ellas una relacion (§ 68-3) que las liga: 

1111-19] $(a,P) = 0. 

De esta se deduce que habra de ser 
[ 111 - 20 ] $.i da 4 - $,3 dp = 0 , 

que junto con [111-18], hace que la ^ deba ser tal que se 
cumpla 

[111-21] * = Fa Fp = 0 _ 

( f>a 

Por tanto, fijada previamente la funcion arbitraria [111-19], 
el cumplimiento de [ 111 - 21 ] asegura que se cumpla [111-18], es 
decir las [ 111 - 10 ], y el proceso de eliminacion conduce como 
en § 111-2 a la misma ecuacion [ 111 - 1 ], pues en el resulta in- 
diferente que a y p sean constantes o variables. Para que el 
metodo lleve a una solucion efectiva, tal que de [111-9], 
[111-19] y [111-21] pueda despejarse z (x,y), por eliminacion 
de a y p, basta que sea (§ 68 - 2 ) : 

[ 111 . 22 ] _ F. =* 0. 

d(z,a, P) tf>p *p 

Notas: 1. Si [111-19] se expresa en la forma 
[111-23] P = cp(a) ; 

In [111-21] se convierte en 

[111-24] F.i + F p cp'(a) = 0. 

Para obtener la solucion general se da arbitrariamente [111-23], se 
dospcja en [111-24] a como funcion de x, y, z, y se la reemplaza en 

[111-25] F[x,y,z,a,cr(«)] = 0. 

2. El procedimiento seguido no es sino el de variacion de los para- 
metros (cfr. § 107-4, a), al reemplazar las constantes a y P por funcio- 
ni'M <l(* x, y, z, pero de modo tal que subsistan las relaciones [111-10]. 

3. Para que [111-9] sea una integral completa es necesario que de- 
i" mla csencialmente de dos parametros a, P, y no de una combinacion 
/ v (</, P) de ellos. Para esto basta verificar que tenga caracteristica 
(I I 3) h 2 la matriz 

_ [ Fa F.ra Fj/a Fza ] 

“IF p Fsep Fyp FzP j 

I ii H'cclo, si fuera F (x, y, z, u, [})= G[x, y, z, y(a, ft)], tendriamos 
I O y Y* . F x — G 7 Y-* » F i/a — Qyy ya , Fza = G27 ya , 

■ miih loguiiii'iit(• jmr:v p en lugnr de a, y la caracteristica de M seria 1. 
1 < ■ 11 • 1 "> nmenlc, si In onrnotoristicii do M futra 1, de 


[ 111 - 22 ] 


8( F, <I>, *) __ 

9(*,a,P) " * 
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111 -3 

Fa /Ffl = F xa /Fx/ 3 = Fya /Fyp = F.-a /F zP y F = 0 , 

eliminando x, y, z, resultaria p = <p(a) y [111-9] dependeria de un solo 
parametro a. 

c) Observando que [111-24] resulta de derivar respecto del 
parametro a a la ecuacion [111-25], que representa un haz de 
superficies, se tiene (§ 74-3, a) : 

Toda envolvente de un haz elegido arbitrarlamente entre 
las superficies de la familia [111-9], solucion completa, forma 
parte de la solucion general. 

Esto explica corao la solucion completa, que solo depende 
de constantes arbitrarias, puede engendrar la solucion general, 
esencialmente mas amplia. 

Ejemplos: 1. La ecuacion diferencial parcial de todos los pianos 
(no verticales) por el origen, z = cue + Py, resulta de p = a, q = P: 

[111-26] z — px + qy. 

Esta ecuacion representa (§ 110-3, ej. 2) todos los conos con vertice 
en el origen. Cada uno de estos conos es envolvente del haz de sus pianos 
tangentes, los que pasan por el origen (cfr. § 111-2, ej. 2). 

2. Si en la solucion completa [111-11] de la ecuacion [111-12] pone- 
mos P = 1/a, resulta el haz de pianos: 

[111-27] z - ax -f ( y/a ) + 1. 

Derivando con respecto a a tenemos: 

0 = x — (y/a 2 ) a = yjy/x , 

que reemplazando en [111-27] da una solucion (perteneciente a la solu¬ 
cion general pero no a la completa [111-11]): 

z = 2 Vxy -f 1. 

d) Puede ocurrir que la familia completa [111-9] tenga 
una envolvente, que entonces resulta de eliminar ay p entre 

[111-28] F = 0 , F a = 0 , F/3 = 0 , 

y no contiene ya elementos arbitrarios. Entonces, esta envol¬ 
vente es tambien solucion de [111-1]; se la llama solucion o 
integral singular. Como la eliminacion en [111-28] puede dar 
otros lugares fuera de la envolvente, es preciso verificar si el 
resultado satisface a la ecuacion [111-1]. Tambien puede obte- 
nerse una superfieie perteneciente a la integral general, e in- 
cluso a la solucion completa F = 0 (ver ejercicio 3). 

Ejemplos: 3. Para la familia [111-16] las ecuaciones [111-28] dan 
de inmediato los pianos z = l y z = — 1, envolventes de las esfcras y 
superficies integrales singulares de [111-17] . 

4. En la ecuacion [111-12], derivando la solucion completa [111-11] 
respecto de cada parametro, resulta P = — x, a = — y, que reemplazadas 
en [111-11] dan 

z — — xy , 

y como esta funcion verifica [111-12], es solucion singular. 
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5. La familia de los pianos que distan 1 del origen 
[111-29] cub + fa/ + Vl — a 2 — p* z = 1 

tiene por ecuacion diferencial 

[111-30] (px -f qy — z) 2 = p 2 + q 2 -f 1 , 

[pues de [111-29] y: a+ VI — a 2 — p 2 p= 0, p + V1 — a- — p a q = 0, 
resulta (px + qy — z) 3 = (1 — a a —(V) -1 , y de 

(1 — a* — P a ) /I = a 2 /p 2 = PVq 2 resulta sumando antecedentes y conse- 
cuentes: 1 — a 2 — p a = 1/ (1 + p 2 -f- q 2 ) ]. 

Aplicadas a [111-29] las ecuaciones [111-28] dan por eliminacion la 
esfera x 2 + y 2 -f- z 5 ,= 1, que envuelve la familia de pianos, y es solucion 
singular de [111-30]. 

Notas: 4. No puede hacerse distincion esencial entre integral com¬ 
pleta y general, existiendo infinitas integrales completas. En efecto, si se 
establece entre los dos parametros ay P una relacion como p = r («, a', P') 
con dos nuevos parametros a' y P', las superficies correspondientes de la 
integral general dependeran de estos dos parametros y su con junto sera 
una nueva integral completa. En la integral general que esta engendra, 
estara comprendida la integral completa anterior, correspondiente a la 
relacion p = r(a, a', P') entre a y P'. 

Por el contrario, la integral singular, por su significado geometrico, 
no depende de la eleccion de la integral completa. 

5. La solucion singular puede obtenerse, sin necesidad de una inte¬ 
gral completa, mediante derivaciones y eliminaciones a partir de la ecua¬ 
cion diferencial, como en las ecuaciones diferenciales ordinarias (cfr. 
Cap. XXVI, nota I ): La solucion singular resulta de eliminar p y q entre 
las ecuaciones 

[111-31] f = 0 , f P = 0 , f, = 0. 

Limitemonos a demostrarlo suponiendo que existe una integral com¬ 
pleta z = G (x, y, a, p) para la cual el determinante 

D = Gxa ( y/3 — ( xP C ya 

no se anula (cfr. nota 3) sobre la superfieie solucion singular. 

Como f (x, y, G, G,, Gp) = 0 se verifica identicamente en a y P, deri¬ 
vando respecto de a y P resulta 

fz Go + f p Gxa -f- fq Gj/c = 0 , 

Gp -f- fp GxP -f- fy GyP ~ 0 , 

y como en la superfieie integral singular es Go = G; = 0, queda para 
Ioh puntos de ella un sistema lineal y homogeneo en f p y f,„ siendo el 
determinante de los coeficientes D =£ 0, y entonces f p = 0, f, = 0. 

4. Curvas y franjas caracterfsticas. — a) Entre los oo 5 ele- 
mentoH pianos (§ 111-1) del espacio consideremos una familia 
coul inua de un parametro X: 

INI-32] x=x(l), y = y(X), z = z(k), p = p(X), q = q(X). 

Em general, la curva determinada por las tres primeras 
rnim'inncs no estara en la envolvente desarrollable (§ 74-5) 
‘If In familia simplemente infinita de elementos pianos, de 
fctmcidn general 

IHI-33I Z — z(X) = p(X)[X — xU)] + qtt)[Y — y(X)]. 

Eieha envolvente se obtiene eliminando X entre esta y 
IN I-S4] - *' = p'(X — x) + q'(Y — 2 /) — px'— qy' ; 
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si esta envolvente contiene la curva U 11 - 3 ?]- ■ han . Ae veri- 

ficar [111-33] y [111-34] para X = x(A), Y-y(A), L z(A), 
siendo por tanto necesario y suficiente que se cump a 

[111-35] z<(l) = p(A)x'(A) + q(A)y'(A). 

Toda familia planar [Hl-32] que cumpla [111-35] se dice 
que forma una franja, suponiendo que x'(A), y (A) no se anu- 
lan simultaneamente. 

Los elementos pianos correspondientes a los puntos de una 
curva cualquiera trazada sobre una superficie y _los pianos tan- 
gentes a esta, forman franja por cumplir evidentemente la con- 
dicion [111-35], incluida en dz = V da; + Q dy, ecuacidn dife- 
rencial (§ 66-5) del piano tangente a la superficie. 

En S 111-1 hemos visto que todo elemento piano que veri- 
fica la ecuacion [111-1] contiene una direction [111-7] segun 
la cual toca al cono de Monge correspondientes a. au sost ^-C°n- 
sideremos en una superficie integral de [111-1] una curva - 
cuvas tangentes sean las direcciones [111-7] segun las cuales 
tocan a los respectivos conos de Monge los elementos pianos 
correspondientes a sus puntos de contacto Dichos elementos 
pianos formaran una franja r. Las [111-7] nos dicen que la 
curva C verifica 

dx d y d z 

[in-36] 17 : t, ' vU + QU ' 

Como f„ y f,, no se anulan simultaneamente, puede elegirse 
un parametro t tal que 

[111-37] 7 = t, , $ = f. ■ 7 = PA + <*■ 

Por cumplir [111-1] la superficie integral, es tambien 

f fx + f=P + ip-V» i f</ • 7x = 0 , 

[111-38] , fy + f 3 q + f p . Vy + f,. q v = 0 , 

en particular para los elementos pianos x(£), y(t), z (t), p(0, 
q(t) de la superficie integral correspondientes a la curva O. 
Como w = Qx (§ 69-2), de [111-38] y [111-37] se deduce 

I dx . d y \ __ dp_ 

f .- + AP = — (P» ,i t - P» df) d4 ’ 

[111-39] • I dx . d y \ _ d q_ 

f» + f*« = — («• dr + Qv dT) " di ‘ 

El sistema de las cinco ecuaciones diferenciales ordinarias 
[111-36], [111-39], o bien 


[111-38] 


da: „ 

"dT “ " 


= pf„ + Qtr 


+ f, V- = — 


[111-40] 


U+-UV 
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se llama sistema de ecuaciones de las franjas caractensticas o 
sistema caracteristico o ad junto, (cfr. § 110-4, a). Las_ [111-40] 
tambien suelen llamarse ecuaciones subsid/iavias de [111-1] y 
determinan las franjas caractensticas r, cuyos sostenes se 11a- 
man curvas caracteristicas C, tales que la direccion de la tan¬ 
gente a la curva C coincide con la direccion de contacto del 
elemento piano respectivo a su cono de Monge correspondiente. 

Reclprocamente, toda solucion de [111-40] determinada por 
un elemento inicial x 0 , Vo, Zo, Vo, Qo, solucion no singular de 
[ 111 - 1 ] tiene esa propiedad. /1-t , , 

En efecto, por sustitucion de dx/dt, . .., dq/dt dados poi 
[111-37], [111-39], se comprueba que es 


df _ „ dx_ f dy 
d i~ U d t w d t 


4_ f ^ z f f -.L 
+ tf d t dt 1 " dt 



y la f constante a lo largo de la solucion de [111-40] es nula 
por serlo el elemento inicial. De ahi que dicha solucion este 
formada por elementos pianos de la ecuacion [111-1], su en¬ 
volvente sea una franja elemental de superficie integral y le 
sea aplicable lo dicho anteriormente. 


b) El sistema caracteristico es independiente de la superfi¬ 
cie integral que contenga la franja r. Si verifica condiciones 
(como las de § 105-3, por ejemplo) que aseguren la existence 
y unicidad de la solucion por x = x 0 , ...,(/ = <7n, para t - to, 
el conocimiento de un elemento piano tangente a una superli- 
cie integral, permite construir la franja caracteristica que par¬ 
te de aquel elemento y esta en la superficie. Entonces: 

Si dos superficies integrates son tangentes en un punto P, 
son tangentes a lo largo de la franja caracteristica determinada 
por el elemento piano comun en P. 


Notas: 1. No toda solucion del sistema caracteristico. es una franja 
caracteristica, pues podemos tomar como elemento piano inicial uno que 
no verifique [111-1], es decir, no sea tangente al cono de Monge (vei 
ejercicio 5). 

2. Una franja que verifique [111-1] se llama franja integral. No 
toda curva D es sosten de una franja integral (fig. 373). 



Fig. 373. _ Di: curva sin franja integral real; Da: curva sosten de franjas integrates 

reales; Da; curva caracteristica. 


3. Si en una franja integral A, de sosten D: x — x(t), y — y( T ), 
a=z(r), es A = f P .y'(r) — f,.x'(D^0, o sea f,:f P #dy:d*, la franja 
no es caracteristica, por cada uno de sus elementos pianos pasa una cuiva 
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para una franja caracteristica distinta y hay una sola superficie inte¬ 
gral por A en su vecindad. Si en A es A = 0, hay superficies integrates 
por A solo si esta es franja caracteristica (cfr. § 110-4, nota 1). En 
este caso hay infinitas, pudiendo entonces por b) considerarse las franjas 
caracterlsticas como elementos de ramificacion de las superficies inte¬ 
grals. 

4. El sistema [111-40] tiene co 4 soluciones, pero como el primer 
miembro ha de cumplir [111-1], quedan co 3 franjas caracterlsticas. De 
otro modo, por cada sosten P del espacio pasan co 1 elementos pianos de 
[111-1], en total co‘ elementos, y como cada franja caracteristica tiene 
co 1 elementos, quedan co 3 franjas caracteristicas. 

En el caso de la ecuacion lineal hay solo co 2 lineas caracteristicas 
(§ 110-4), pero al quedar reducido el cono de Monge a una recta (§ 111-1, 
nota 2), por cada linea caracteristica pasan co 1 franjas caracteristicas, 
dando, como antes, en definitiva, co 3 franjas caracteristicas, (Cfr. § 111-9). 

5. Las caracteristicas y la integral completa. — Entre los 
haces de superficies extraldas de la familia [111-9] solucion 
completa, esta el formado por las superficies de [111-9] que 
pasan por un punto dado Po(#o, Vo, Zo), y que resulta de esta- 
blecer entre a y (5 la relation 

[111-41] F (x 0 , Vo, z 0 , a, (3) = 0. 

Como todas estas superficies son (§ 111-1, b) tangentes al 
cono de Monge en P«„ la envolvente E del haz sera una super¬ 
ficie integral (llamada conoide integral) con un punto conico 
en P 0 , y sus curvas caracteristicas (§ 74-3, a) seran tangentes 
a las generatrices del cono de Monge (fig. 374). 

La misma propiedad tienen las curvas caracteristicas de toda 
superficie integral S obtenida como envolvente de un haz 
[111-25]. Consideremos, en efecto, la curva caracteristica C 
(fig. 375), position limite de la interseccion de las superfi¬ 
cies S a y Sa+fc de [111-25] por los valores a y a h del 
parametro, cuando h-+ 0. En un punto P de C, los pianos tan¬ 
gentes a S a y a S a +h se cortan segun una recta que tiende a 
la tangente a C, y como esos pianos son tangentes al cono de 
Monge en P, su interseccion tiende a coincidir con una gene- 
ratriz del cono, la que asi resulta tangente a la curva caracte¬ 
ristica C. 




Si a cada punto de S asociamos la direction de la genera- 
triz del cono de Monge que resulta tangente a S, tendremos un 
campo de direcciones en S (fig. 375). Las envolventes del campo 
son las curvas caracteristicas, que asi resultan independientes 
del haz de superficies que se haya considerado para obtener S 
como envolvente. Son las que hemos llamado curvas caracteris¬ 
ticas de la superficie integral S, y a las franjas (§ 111-4) que 
definen en S, franjas caracteristicas de S. 

Probemos que si [111-9] es una franja integral completa 
entonces las co 3 curvas 

[111-42] F = 0 , F a + yF? = 0 , 

son curvas caracteristicas de la ecuacion [111-1]. 


Por suponer F* 0, bastara demostrarlo para el caso en que [111-9] 
toma la forma de cada una de sus ramas 


[111-43] F = z — v(x,y,a, P) = 0. 

Calculemos dx, d y, dz de las curvas 
[111-44] z — v = 0 , v a + yvp = 0 

y dp, d<7 de los pianos tangentes de [111-43] a lo largo de ellas, viendo 
que verifican el sistema caracteristico [111-40]. 

La superficie integral [111-43] verifica [111-1], es decir 

[111-45] i(x,y,v,v x ,v v ) — 0 , 

y por tanto 


[111-46] 


f z v a + fp v xa + f, v ya = 0, 
fz v p + fp v x p 4- f <i v y p = 0. 


No anulandose simultaneamente f P y f„, podemos considerar que, 
por ejemplo, es 


[111-47] 


v a 

V P 


l/c 

v vt> 


¥* o. 


De la segunda [111-44] se deduce 


Mil-48] (,v ax + yv px )dx + (v ay + yv py )dy = 0 , 
y do las [111-46] resulta 
| 11 M9] 

fz (v a + yv p ) + fp ( V xa + yv x p ) + fq (v va + yv y p ) = 0 , 

ouyo primer sumando es nulo, entonces, de [111-48] y [111-47] se deduce 

Ml 1-50] f,.das — t P dy = 0. 

I'or adecuada eleccion de t resultan de [111-50] las dos primeras de 
Mil 57], mientras que la tercera se deduce por ser 

M 11 -51 ] dz — v»dx — v v dy =. Q , 

piu'H v v fl (i = v y determinan el piano tangente a la superficie inte¬ 
gral | I 11-43], 


Fin. 374. 


FJif. 375. 
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De la derivacion parcial respecto de x de [111-45] queda 
[111-52] f x + f 3 v, -f fpfxx -f f= 0 , 

y haciendo lo mismo con [111-51] resulta 


[111-53] 



dx 

IT + 


_d y_ 
d t 


.De [111-53] y [111-52], teniendo en cuenta las [111-37], resulta la 
primei'a [111-39] y analogamente la segunda, c. q. d. 


6. El problema de Cauchy. — Este problema planteado en 
§ 111-3, c, consiste en trazar por una curva arbitraria D, que 
no sea una caracteristica, una superficie integral, lo que puede 
conseguirse determinando por D una franja integral y trazan- 
do por cada uno de sus elementos pianos la franja caracteris¬ 
tica correspondiente (§ 111-4, a), engendrando asi, mediante 
franjas caracteristicas, la supercicie integral buscada que pasa 
por D. 


Un elemento piano inicial x 0 , y 0 , z u , p«, q 0 que verifique la ecuacion 
diferencial dada 

[111-54] f(x 0 , 1/0, Zo, Po, <7o) = o 

determina una franja caracteristica 

X — x(Xj Xo> 2/o, Zo, Po, q<>) r 

y = y (X.; x 0 , y«, zo, p 0 , q o) , 

[111-55] z = x 0 , y 0 , z 0 , p«, <jo) , 

V = P(M *<», *o, Po, q«) , 

q — q(X; x 0 , y 0 , z 0 , Po, <Jo) , 

donde para X = X 0 se supone que x = x 0 , y = Vo, z = z 0) p = Po, (/ = q». 

Vcamos como deben depender los elementos pianos iniciales de otro 
parametro p: 

[111-56] Xo — Xo(p), y»= yo(fi), z» = Zo(n), p*=p 0 (p), q, = q»(p) 

para que sustituyendo en [111-55] den 

• x = x[X; Xo(n), y«(|i)» Mm.), p«(jx), q®(i*)3 , 

y = y[>-; x«(p), y.diO, MtO, p«(h), q»(p)] , 

[111-57] z = zj>; x 0 (p), y 0 (p), Zo(p), p«(p), q«(p)] , 

p = p[X; Xo ( p ), y«(n), Zo( m-), Po(m-), q«(p)] , 

. q = q[X] Xo(fi), yo(p), z„(p), Po(p), qo(p)] , 

tales que las tres primeras, con X, p parametros independientes, repre- 
senten una superficie integral de [111-1] . 

Las dos ultimas [111-57] deben corresponder a los coeficientes del 
piano tangente a la superficie determinada por las tres primeras, verifi- 
cando la ecuacion diferencial. Por tanto es necesario y suficiente que las 
funciones [111-57] verifiquen 


[111-58] 

3 z 


dx 

+ 

dy 

'di 

= P 

Jx 

q ' 


3 z 


dx 


dy 

[111-59] 

3p 

= P 

3p~ 

+ 

q , , 

dp 

[111-1] 

f 

(x, y, 

«,P, 

q) 

= 0. 
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Por ser [111-55] solucion del sistema caracteristico [111-40] se cum- 
ple [111-58] (p = constante) y ademas se cumple [111-1] cuando y solo 
cuando [111-56] verifiquen [111-54] (§ 111-4, a). Basta, pues, ver en que 
condiciones se anula 


[111-60] 




Derivando respecto de X queda 
ri11 3H _ 3 3 z 3 3 x &y 

[111 " 61] dX 3X3p P 0X3p q 3X3p 

Si se deriva [111-58] respecto de p: 

„ 3 3 z 3 3 X 3 2 y 


dX 3p P ax0p q 3X3p 


d a z 3 3 x 3 2 y 3p 3* 3 q 2 

[111-62] 0 = 9xa -— V - — Q 3^.—, fa ~dX ~ 3p ! 

y restando [111-62] de [111-61] resulta 

... 3H _ 3p_ dx _3p_ 3x dq_ dy_ 3 q 

[ii 1-68j dx - yp 0(t + 0M , ax ox 3p * 

que por [111-40], de las que son solucion [111-55], se convierte en 
[m-64] iv + (f. + f " + (f " + Q) 


rm 631 m = dp . M 
[m-63] ^ dx ax 


[111-64] 


4r = v f '- + (f ^ f ^ ) 


+ Tp f '' + (f " + fl q) "3p - 


fA^r+ ^-5?-+ fx( P-^+4?- 


“ 3p ^ ^ 3p ^ 3p 1 
Como las [111-57] verifican [111-1], es 


[ill-65] 

que con [111-64] da 




= 0 


[ 111 - 66 ] 


- 9H - - f. 

3X ~ U 


, - d V_ 

+ q 3p 


3z_ \ _ 
“ 3p / “ 


Esta relacion prueba que H cumple 


- S f.dX 
H = Hoe Xo 


3»o 3j/o A 
_ Po -__ go — = 0 


[111-67] H = H«e X„ 

<•» decir, H se anula solo cuando es H 0 = 0: 
r . . . n t ,-i dza dXo tyo A 

[ 111 - 68 ] q ’W = ’ 

pucs para X=U las [111-57] se convierten en las [111-56]. 

Asi, conocidas las caracteristicas [111-55], puede resolverse el pro- 
id' mu de Cauchy, al dar la curva inicial 

Xo = Xo(p) , I/O — y 0 (p) , Zo = Zo(p) , 

mm mas que determinar p 0 = po(p), qo = qo(p) mediante [111-54] y 
[111-681 para hallar la franja integral inicial. Entonces las tres prime- 
ium |lll-57] representan parametricamente la superficie integral bus- 
• min. El metodo anterior se debe a DarboUX. 


NoTAS: 1. Para asegurar la existencia y unicidad de la superficie 
integral buscada basta considerar una determinada rama de la ecuacion 
| I II I |, supuesta resuelta, por ejemplo, respecto de p: 

I 1 11 69 | p + k(x, y, z, q) = 0 ; 
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y dar una curva inicial D en el piano x = a, tal que eligiendo como 
parametro p, = 2/o, las tres primeras [111-56] se conviertan en 

[111-70] x 0 = a , Zo = z 0 (y 0 ). 

Entonces, estas con 

[111-71] qc = z'o(y 9 ) . 

verifican [111-68]. 

La integracion del sistema [111-40] con elementos pianos iniciales 
que verifiquen 

[111-72] p a + g(* 0 , 2 /o, go, q u ) = 0 

detcrminan las funciones [111-55]. Toraando 2/0 = p como parametro, las 
[111-70], [111-71] y [111-72] determinan las 

x 0 = a, 2/0 = 2/o, z 0 = Zo(y 0 ), p* = — g[a, y 0 , Zu(y 0 ), z'o(2/o) ], q 0 = z' 0 (j/o) 

a introducir en [111-57]. Eliminando X, y a entre las tres primeras [111-57] 
se obtiene la superficie integral buscada. 

Observese que en este caso es A = f,. y'<2/») — fo x'(y 0 )= 1.1 —g,,. 0 = 
= 1=^0 (§ 111-4, nota 3). 

2. No es correcto afirmar, como lo haccn muchos autores, que por 
toda curva inicial (aunque sea analitica) que no es una caracteristica 
pasa una y solo una superficie integral, pues puede ser A = 0 y la su¬ 
perficie formada por las caracteristicas no tener expresion explicita en z 
(ver § 111-4, nota 3, y § 110-4, nota 1 y ejemplo 1). 

3. Tambien puede ocurrir que la curva D, sin ser caracteristica, sea 
una envolvente (§ 74-4) de caracteristicas; tal es el caso para las llamadas 
curvas integrates de [111-1] obtenidas como solucion de la ecuacion de 
Monge asociada a la [111-1], que es la establecida eliminando p y q 
entre las [111-36] y [111-1], o bien, sustituyendo en la ecuacion del cono 
de Monge X — x», Y — y u , Z — z 0 por dec, dy, d z. Las soluciones de la 
ecuacion de Monge dependen de una funcion arbitraria, tal que puede 
tomarse y = cp(x), mientras que su caso particular las caracteristicas 
drpendian de un parametro arbitrario p 0 , con q 0 determinado por [111-54]. 
El problema de Cauchy para tales curvas integrates D puede tambien 
resolverse por el metodo anterior de Darboux, obteniendo una superficie 
integral, pero D sera de ella linea singular (§ 111-4, nota 3). 

Ejempi.OS: 1. La ecuacion p 2 -f q* = 1 puesta en la forma 
[111-73] f = b(p- + q 2 —1) = 0 , 

tiene como sistema caracteristico [111-40] el 

[111-74] J2L = P- = = P_ = P .. 

L p q loo 

Las dos ultimas dan p — p<> t q = q 0 , y las otras dos x — x n = po(z — z 0 ), 
y — y 0 = q v (z — g 0 ), resultando como caracteristicas el complejo de rectas 

[111-75] x — Xo . - y — y° - _ A ZZ *. ; + q< ? = 1 ; 

Po qo 1 

que forman 45° con el eje z. 

El cono de Monge en un punto (xo,yo,z 0 ) es 

(Z — zo)* = (X — xo) 2 + (Y — 2 / 0 ) 2 . 

En particular, el conjunto de conos circulares 
[111-76] (x — a) 2 + (y — (3) 2 — z a = 0 

forma una integral completa (cfr. § 111-8, ejemplo 2). Pero aqui las 
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[111-28] originan el piano z — 0, que no es solucion singular de [111-85], 
pues dicho piano no es envolvente de los conos [111-76], sino lugar de sus 
vertices. 

Para resolver el problema de Cauchy, dada la curva [111-70], basta 
eliminar y a entre las dos ecuaciones 

mi 771 _ x ~ a _ y—yt - 

L J ± Vl — [z' 0 ( 2 /o)]= z 'o(2/») 1 

para obtener la superficie integral buscada. 

El doble signo del primer denominador de [111-77] pone ds rnani- 
fies!o que pai’a la unicidad de la solucion nos hemos de referir a una u 
otra rama p—± VI — <r de la ecuacion diferencial propuesta. 

Si [111-70] fuese la recta 

[111-78] Xu — 0 , z<i — yo , 

les [111-77] se convierten en 

x _ y — 2 /q _ g — z- 

0 “ 1 " “ " 1 ’ 

es decir, dan x = 0, z = y, que es la misma recta [111-78] y no una su- 

pex'ficie, fracasando la busqueda por ser [111-78] una caracteristica. 

Si [111-70] fuese la rec*a *0 = 0, z n =hh, como superficie integral 
se obtiene cada uno de los dos pianos ± y/Bx + y — 2z = 0, s'gun nos 
refiramos a una u olra de las dos ramas de la ecuacion diferencial. 

Por la recta * o =0, z 0 = 2y„ ( interior a los conos de Monge de sus 

puntos) no pasa ninguna superficie integral real, aunq ue puedan consi- 

derarse como soluciones los plan)? maginnrios ± V—3* — 2y + z = 0. 

2. Para la ecuacion 

[111-79] px + qy — g 4- p- + q 2 = 0 , 

el sistema caracteristico [111-40] es 


nil 801 -J x _ Ay - _ dz _ dp - ± q ~ 

L J x + 2p - y + 2q - z + p° + T ~ o - 0 

De las dos ultimas se deduce 

[111-81] p = a , q = p , 

que introducidas en [111-79] originan una integral completa 

[111-82] ax + pj/ — z + a 2 + |3 2 = 0 , 

como es inmediato ver (cfr. § 111-8, ejemplo 1). 

Las [111-28] dan aqui como integral singular el paraboloide de revo- 
lucion 


[111-83] 


x" -f- 2/ 2 — 4z = 0 


envolvente de la familia de pianos [111-82]. 

Teniendo en cuenta [111-81] en las dos primeras [111-80], resulta 


* + 2a 
*o -f 2a 

es decir, las rectas 


[ 111 - 84 ] 

eurnpliendo 
| 111 - 85 ] 


*o + 2a 


V + zp 
2/° 4* 2|5 


y — i/o 

2/o 4 2 P 


z + « ! + P ; 

go 4- a 2 + |3 2 


g 0 -f- a 2 -f 


a*o -1 ll2/« — g« -1- a 2 4 ll" = 0 
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que son las curvas caracteristicas C de la ecuacion [111-79], sosten de 
franjas caracteristicas r planas con p = a, q = fi. 

Si se eliminan a, (3 entre las tres [111-84] y [111-85] se obtiene el 
cono de Monge de vertice (x 0 ,y 0 ,Zo). Para ello, de las [111-84] se ob¬ 
tiene 

[ 111 - 86 ] 2 a = lx — Xo(l + l) , 2|3 = ly — y 0 ( 1 -f l) , 

4a 2 + 40* = 4|> — *„(1 + X)] , 

y de estas 

[111-87] [lx — xo(l^f)Y 4 [ly — yod + DY = 4[X* — *b(l + ?.)]■ 

La sustitucion de [111-86] en [111-85] da 

^_*o 2 _4i /° 2 + 4zo _ 

— xxo + j/ 2 /o + 2 z — 2z 0 — x<? — 2 /o 2 ’ 
que introducida en [111-81] proporciona el cono de Monge buscado 
[111-88] (xx 0 4 2/2/o + 2z + 2z 0 ) 2 — (x 0 2 + yr 4 4z„) (x s 4 2/ 2 4 4x) = 0 , 

circunscrito al paraboloide [111-83], cuyas co s tangentes son las rectas 
caracteristicas con franjas caracteristicas planas tangentes a dicho para¬ 
boloide. 

Por [111-42], las caracteristicas se obtienen tambien de 
[m _ 89 -| f 4 P y — z J + «'•’ 4 P 2 = 0 , 

l a -f 2 a + y(y + 2 p) = 0 , 

resultando las mismas rectas [111-84], [111-85], pues de la ultima se 
deduce 

x —- Xo _ Xp 4 2 a 

{ ' ■ ” v — yo ~ ~~ y<> + 2 P 

y de estas y la primera [111-89] resultan las [111-84], [111-85]. 

Para resolver el problema de Cauchy, dada la curva 
[111-70] xo = a , z 0 = z<, ( 7 / 0 ) , 

con a = p 0 , P = q.o = z' v (y«) en [111-84], [111-85], basta eliminar 
Vo, po en 

[ x — a _ y — y n _ _ 2 — z„(?/o)__ 

[111-90] •] ® 4 2po 2/0 4 2z' 0 (i/o) Zo + po 2 4 [z 0 ( 2 / 0 )]* 

[Pod + z'o ( 2 / 0 ) 3/0 Zu (2/o) 4 Po 4 [z'»(2/o)F = 0 , 

para obtener la superficie integral buscada. 

7. Metodo de integration de Lagrange y Charpit. — Vea- 
mos como puede hallarse una integral completa de [ 111 - 1 ] me- 
diante el sistema caracteristico 

[114-40]*?-_**=_ ^ . ■ 

f„ t, pf„ + ql, — f * — f~v —fy — f zQ 

Si con estas ecuaciones puede formarse una que se pueda 
integrar, tendremos 

[111-91] g(x, y, z, v, Q) = a , 

y supondremos ademas que [111-1] y [111-91] puedan resol- 
verse en p y q dando: 

[111-92] p = v(x,y,z,a) ; q = q (x, y, z, a). 


[111-90] 
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En la ecuacion en diferenciales totales (nota I) : 

[111-93] dz — p (x, y, z, a) dcr — q (x, y, z, a) d y = 0 

es solucion cada par de funciones y = y(x), z = z(x) que la 
reduzcan a una identidad en x. Probaremos que [111-93] es 
completamente integrable (nota I, c), 0 sea equivalente a 
dF(a;, y, z) — 0, 0 sea a 

[111-94] F (x,y,z) = (3 = constante, 

siendo solucion de [111-93] todo par y = y(x), z — z(x) que 
verifique la solucion general [111-94]. 

Para ello la condicion necesaria y suficiente es (nota I, e) : 

[111-95] p y + p c q = q x + q,p. 

Para verificarla, derivemos i-especto de x y respecto de y, las ecua¬ 
ciones [111-1] y [111-91], despues de reemplazar en ellas las [111-92]: 

f# + f»2> 4 f ,.(p- + P=P) + f-7 (Q-c 4 q,p) = 0 , 

g* 4 g.-p 4 gp(p* + v*v) 4 g»(g- + q>v) = 0 , 

fy -f- f* q 4 - f,j (Pv 4 Po q) 4 f \(qv q-q) — 0 , 

gy 4 g.- q 4 gp(py 4 p*q) 4 g Aq» 4 q=q) = 0 . 

Multiplicando respectivamente por g p , —f„, g,„ —f,„ y sumando, re- 
sulta: 

[111-96] (f„g, — f„g„) [ Vv + Pm q — (q* + <7-- p)] = 

= — (f. -I- f.- p)g„ + (g« + g.p)fp — (fy + f. q)go + (gy + g*q) f<- 

De [111-91] resulta g* dx + g v dy -f g» dz + g„ dp + g,, dq = 0, y reem- 
plazando cada diferencial por el correspondiente denominador en [111-4:0], 
se deduce que el segundo miembro de [111-96] es nulo. Como en el pri¬ 
mer miembro el primer factor es 3 (f, g) /3 (p, q) i=- 0 [para que [111-1] y 
[111-91] puedan resolverse en p y 9 ], debe anularse el segundo factor, 
lo que demuestra [111-95] . 

El segundo miembro de [111-96] suele escribirse en la forma 
[111-97] [f,g] = f„(g, + g.-p)— gv(fx + f*P) + 

4 f Agy 4 g« 9 )— g«(f» 4 f.q) , 

y su anulacion [f, g] = 0 se expresa diciendo que f y g estan en invo- 
luoidn. 

La solucion general de [111-93] que escribiremos 
1111-98] $(x,y,z, a) = (3 , 

es tambien solucion de la ecuacion en derivadas parciales 
| I I 1-1]. En efecto, se tiene para ella dz = p dx-\-q d y, siendo 
por 1111-93] dz/dx = p(x, y, z, a), dz/dy = q(x,y, z, a), y es- 
Ias oxpresiones verifican [111-1] por la manera de obtener 
| I 1 1 - 92 ]. 

Como la solueibn [111-98] tiene dos constantes arbitrarias 
. una solucion completa. Resumiendo, el metodo de Lagrange- 
Ciiarimt para hallar una integral completa de [111-1] consta 
dr Ioh siguientea pasos: 




288 XXVIII. EC. EN DERIV. PARC I ALES. C. DE VARIACIONES § 111 -7 

l 9 ) Se halla una integral [111-91] del sistema caracteris- 
tico; 

2 9 ) De ella y la ecuacion dada se despejan p y q y se 
reemplaza en d z = p d# + q d y, obtenicndose una ecuacion en 
diferenciales totales, que resulta completamente integrable; 

3 9 ) Se halla su solucion general, que resulta solucion com- 
pleta de [111-1], 

Ejemplos: 1. (Cfr. ejercicio 10, b) : pq -f p -f q = 0 
Del sistema caracteristico resulta dp = 0, y tenemos una integral 
p = a. Por la ecuacion dada es entonces <7 =— a/(a + l). Reempla- 
zando en dz — p dx -f- q dy se tiene la ecuacion completamente integrable 

dz =; a da; •—[a dp/(a-|- 1 ) ]. 

Es inmediata la integral general z = ax —[ay/(a-f 1)] + fl, que 
es a la vez integral completa de la ecuacion dada. 

2. p 1 -j-q'y — qz = 0. Una integral del sistema caracteristico es 
q = a, y por la ecuacion dada: p= Va z —a 3 y. 

Tenemos entonces la ecuacion en diferenciales totales: 

dz = Va z — a 3 y dx a dy , 

que cscrita en la forma (dz — adp)/Va(z— ay) = dx, conduce a la in¬ 
tegral general (integral completa de la ecuacion dada) : 

2 V z — ay =.- Va(a;-f-|3). 

8. Otros metodos de integracion. — a) Si se han encontrado 
dos funciones g(x, y, z,p, q ), h (x, y, z, p, q) que son constan¬ 
ts a lo largo de las trayectorias del sistema caracteristico 
[111-40], tales que sea distinto de cero el determinante 
3(f, g, h)/d(z, p, q), estando g y h en involucion, entonces re¬ 
sulta una integral completa de [111-1] por resolucion de 

[111-99] f=0 , g — a . h = 6 

respecto de z, p, q, es decir, sin integracion. 

Pues si eliminamos p, q entre las [111-99] resulta 

[111-100] F(z, y, z, a, (3) = 0 , 

y como F = F*-f F, p = F„ + F, q = 0 equivalen al sistema 
[111-99], donde f = 0 es ya el resultado de eliminar a y (3, 
sera [111-100] una integral completa de la ecuacion f = 0. 

Ejemplos: 1. Respecto de la ecuacion [111-79] se obtienen del sis¬ 
tema caracteristico [111-80] las [111-81], originando sin posterior inte¬ 
gracion la integral completa [111-82]. 

2. Respecto de [111-73], las p = p 0 , q = q°, no permiten despejar z, 
pero si en cambio las [111-75], donde puede tomarse z, = 0, dando la 
integral completa [111-76]. 

3. En la ecuacion de Clairaut generalizada: 

[ 111 - 101 ] z = px H- qy + f(p, q) , 
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que generaliza la ecuacion diferencial ordinaria de § 102-3, c, el sistema 
caracteristico da dp = d <7 = 0, y se tienen dos integrales primeras, 
p = a, q = (3. Reemplazando en la ecuacion se tiene la integral com¬ 
pleta : 

[111-102] z = ax -f |3p + f (a, 3) , 

que representa una familia de pianos; cfr. § 102-3, c, y § 111-2, ejem- 
plo 1. La integral general consta entonces de superficies desarrollables. 

4. La ecuacion [111-17] z 2 (p 2 + 9 2 -f 1) = 1, tiene como integral 

completa (§ 111-2, ej. 3), la familia de esferas [111-16]: (x — a)*-(- 
+ (2/ — (i) 2 -j- z 2 — 1. Para hallar esta integral completa, observese que 
del sistema caracteristico de [111-17] : 


[111-103] 


da; 

V 


dy __ dz__z dp _ z d q 

q ~ ( 1 /z 2 )—1 — —p/z a ~ — q/z 2 


resulta da; + p dz -f z dp = d (a; -f pz) = 0 , d (y + qz) = 0 , de donde p — 
= (a — x)/z, q = ((3 — y)/z, que reemplazadas en [111-17] dan [111-16], 

La integral general esta formada por las superficies “tubulares” en- 
volventes de las esferas [111-16] al rodar sobre el piano z =—1 sobre 
un camino arbitrario. 

Aparte de las esferas “quietas” pueden hallarse otras soluciones 
completas, formadas por families de dos parametros de esas superficies 
tubulares (ver § 111-3, nota 4). Por ejemplo, de los dos ultimos miem- 
bros de [111-103 ] resu lta d p/p = dq/q q— a p, y por la ecuacion dada 
[111-17]: p = V~1 — z 2 /[z VI + a 2 ]. Con esto resulta de los tres prime- 
ros miembros de [111-103] 


VI + a 2 z 


dz = dx + a dp 


y se obtiene la integral completa 

— VI + a" VI — z 3 = x -f ay -f P, o sea: z 3 + - = 1, 


que representa cilindros de revolucion de radio 1 y ejes en las rectas 
x -|- ay -(- P = 0 del piano xy. 

De esta nueva integral completa resulta tambien la misma integral 
general (§ 111-3, nota 4) formada por todas las superficies tubulax-es 
mencionadas. Tambien las esferas “quietas” resultan envolventes de ha- 
ces de estos cilindros. 


b) En una ecuacion de la forma f (x, p) = g{y, q) (cfr. 
ejercicio 12), las variables se pueden separar ensayando una 
solucion de la forma 

[111-104] z = z (x,y) = a(<c) + b (y) 

que da f [x, a'(at)] = g[y, b'(y)] = const. = l por depender el 
lirimer miembro exclusivamente de x y el segundo solo de y. 
Despejando de aqui a'(x) y b'( 2 /) se tiene con dos cuadratu- 
ras y reemplazo en [111-104] una integral completa de la 
forma 

1111-105] ^ = a(aU) + b( 2 /,X) + (3. 

Ejemplos: 5. (gradz ) 3 = l, o sea: p*■{-q 2 = 1. 

Do [111-104] resulta [a'(x)] 3 =l—[b'(?y)] 2 , o igualando a una 
coiiHtunto 1 u“ se obtiene la integral completa 
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[111-106] 2 = ax - 1 - VI—a "y + p. 

La ecuacion dada, ya tratada en § 111-6, ejemplo 1, rige la propa¬ 
gation de la luz en un medio (piano) homogeneo e isotropo, siendo 
z = constante las superficies de onda (Wellenfronten) y las caracteristi- 
cas los rayos luminosos. Una superficie integral S se obtiene poniendo 
P = cp(a) y formando la envolvente del haz que resulta de [111-106], 
es decir, eliminando a entre 

z = ax 4 - VI — a 2 y -f cp(a) ; 0 = x — (a/VI — a 2 )y + (p'(«)- 

Si para «=a es cp(a)= 6 , cp'(a)=e, la correspondiente caracteris- 
tica de S es la recta 

z = ax + VI — a 2 y -f b , 0 = x — (a/V 1 — a 2 )y + c. 

En la correspondiente franja caracteristica, el elemento piano tiene 
orientacion constante de parametros directores p = a, <7 = V 1 — a 2 , — 1 , 
y entonces forma, cualquiera sea a (—l<a<l), un angulo de 45° 
con el piano x, y, como ya sabiamos (§ 111 - 6 , ejemplo 1 ). 

6 . La ecuacion p 2 + q 2 = [kl Vx 3 + y 2 ] — h, que aparece en el pro¬ 
blems de los dos cuerpos de la Mecanica celeste, se lleva a la forma 
f (r, z r )— g(0, z) ) en coordenadas polares: 

z/ + (z e 2 /r 2 ) = ( k/r ) — h , 6: r 2 z 2 — lcr -j- hr 2 = — Zj * , 
y se tiene la solucion completa 

2 = f * V (k/t) —h — (aVt 2 ) d t + a 9 + p. 

Jo 


9. Caso de la ecuacion lineal. — En la ecuacion lineal de 
primer orden 

[111-107] Fp + Qtf = R , 

el cono de Monge en cada punto A se reduce a la unica recta r 
de numeros directores (P, Q, R), es decir, los elementos pia¬ 
nos de sosten A son los del haz de los pianos que contienen esa 
recta r. En efecto, la normal a un elemento piano tiene para¬ 
metros directores p, q, —1, y es por [111-107] perpendicu¬ 
lar a r. 

En consecuencia toda franja que tenga por sosten una cur- 
va caracteristica es una franja caracteristica (cfr. § 111-4, 
nota 4), y entonces se comprende intuitivamente porque toda 
superficie formada por curvas caracteristicas es una superfi¬ 
cie integral, y reciprocamente (§ 110-4, ay b). 

Los tres primeros miembros de [111-40] se escriben por 
[111-107] asi: dx/F = dy/Q = dz/R, y como no contienen ni 
p ni q, forman un sistema de dos ecuaciones con dos funciones 
incognitas y = y(x), z = z(x) para las curvas caracteristicas 
(cfr. § 110-4). 


§111 -Ej. 


Ejercicios 

1. En la ecuacion [111-12], con solucion completa [111-11], hallar la 
superficie integral envolvente de las integrates que pasan por ( 0 , 0 , 1 ). 

2. Superficie integral de z = px + qy + pq (cfr. § 111-2, ej. 1) que 
pasa por la parabola x = r, y = r, z = r 2 . 

3. a) Hallar la ecuacion diferencial de la familia de paraboloides 
z — ax 2 -f [iy 2 (cfr. § 110, ejercicio 9); b) Verificar que 2 = 0, resultado 
de eliminar a y 0 en [111-28] es solucion, pertenece a la familia dada, 
y no es envolvente de ella. 

4. En la ecuacion 2 = px + qy + pq, que tiene la solucion completa 

[111-11] 2 = ax + 02/ + (§ HI-2, ej. 1, 6 § 111-8, ej. 3) : a) Hallar solu- 

ciones poniendo f5 = ayP = 2a; b) Hallar la superficie integral envol¬ 
vente de las integrates [111-11] que pasan por el punto P(0,0, 4). 

5. Probar que toda solucion del sistema caracteristico [111-40]: 
a) Es una franja; b) Sobre ella es f (x, y, 2 , p, q)= k = constante. (En¬ 
tonces una solucion es franja caracteristica si y solo si k = 0 ). 

6 . Verificar que es completamente integrable la ecuacion en diferen- 
ciales totales d 2 = (z/x) dx + [ (2 — x)/j/]dy, y hallar su solucion ge¬ 
neral. 

7. Resolver por el metodo de Lagrange y Charpit: pq —2 = 0. 

8 . Hallar una solucion completa de 2 pq + xyp + yq — yz = 0. 

9. Hallar por el metodo de Lagrange y Charpit una integral com¬ 
pleta de p 2 + qy — 2 = 0, utilizando en el sistema subsidiario [111-40]: 
a) Ultimo miembro; b) y 4^ miembros; c) 29 y 49 miembros. 

10. a) Probar que una ecuacion de la forma f(p,q)=0 tiene la so¬ 
lucion completa 2 = aiX -f- o^y + (5, siendo f(ui, a 2 ) = 0; b) Aplicar a 
PQ + V + q = 0 (§ 111-7, ejemplo 1). 

11. Probar: a) Que una ecuacion de la forma f( 2 , p, q) = 0 tiene so- 
luciones completas de la forma F (x + ay, 2 , (5)_= 0; b) Que poniendo 
x -f a y = u se obtiene la solucion completa resolviendo una ecuacion dife¬ 
rencial ordinaria de primer orden. 

12. Probar que la integracion de una ecuacion “con variables sepa- 
radas” (cfr. § 111-8, b ) f (x, p)= g(y, q), conduce por el metodo de 
Lagrange-Charpit a una ecuacion en diferenciales totales “con variables 
separadas" dz= h(x, a)dx + k(y, a)dy, y entonces se tiene la integral 
completa 

2 = J~h(x, a)dx + J k(y, a)dy 4- |3. 

13. Aplicando el ejercicio anterior, hallar una solucion completa de: 
a) pq — xy, b) (1 — x"-)yp 2 = x 2 q. 

14. En la ecuacion 2 = px -f- qy 4- p 2 — q ,a hallar: a) Una integral 
completa; b) Una integral singular; c) Una superficie integral cilin- 
drica. 
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§ 112. ECUACIONES DE SEGUNDO ORDEN 

1. Definiciones, notaciones y ejemplos. — Si llamamos 

r = Zxx, s = z xy , t = z yy a las derivadas segundas d e z = z(x, y), 
la ecuacion en derivadas parciales de segundo orden con dos 
variables independientes x, y, es del tipo 

[112-1] f (x, y, z, y, q, r,s,t) = 0. 

Estas ecuaciones son de la mayor importancia en las apli- 
caciones: vibraciones de cuerdas, membranas, o campos elec- 
tromagneticos; problemas sobre el potencial electrico, magne- 
tico o gravitatorio; conduccion del calor, difusion; movimien- 
tos de liquidos o gases, etc. Muchos de estos problemas son de 
gran dificultad. En esta obra solo podemos dar un bosquejo 
de la teoria elemental y tratar algunas aplicaciones caracteris- 
ticas. 

Notas: 1. En las ecuaciones de primer orden bastaba dar una curva 
para determinar la superficie integral por la determination de una fun- 
cion arbitraria (ver §§ 110-4, d ; 110-4, ej. 4; y 111-6). En las de se¬ 
gundo orden hay que dar una curva y los pianos tangentes a lo largo 
de ella a la superficie buscada, se decir, hay que dar una de las deri¬ 
vadas p, q, a lo largo de la curva directriz, fijando asi una franja direc- 
triz. De ahi la importancia de obtener soluciones en que aparecen dos 
funciones arbitrarias, que se determinan por esas condiciones iniciales 
(ver. ej. 2 y § 112-7, a). A veces, mediante un conjunto de soluciones 
particulars puede expresarse la solucion en serie que cumpla las condi¬ 
ciones iniciales dadas y cuyos coeficientes se determinan por el problema 
(ver § 112-7, nota 2). 

2. La elimination de una funcion arbitraria conduce a una ecuacion 
en derivadas parciales de primer orden (§ 110-3), pero en general una 
relation con mils de una funcion arbitraria da por derivacion un sistema 
de varias ecuaciones eliminantes en derivadas parciales. Por ejemplo, 
z=G[x, y, (p(x), ’Jr(y)], (G funcion dada, cp y -vj/- arbitrarias), conjun- 
tamente con las derivadas hasta las segundas, son seis relaciones, insu- 
ficientes pai-a eliminar las seis funciones cp, cp', cp", >[/, \j>', <&”. Si agre- 
gamos las cuatro derivadas terceras tendremos diez relaciones para eli¬ 
minar ocho funciones cp, ..., <[>"', lo que da un sistema eliminante de 
dos ecuaciones. 

3. Supuestas sucesivamente derivables las funciones f y 2 que figu- 
ran en la ecuacion [ 112 - 1 ], esta puede reducirse siempre a un sistema 
de ecuaciones en derivadas parciales, lineal en las derivadas, teniendo en 
cuenta las condiciones de conmutabilidad (§ 69-2) de la derivacion. Asi 
la resolution de [ 112 - 1 ] es equivalente a la del sistema 

f# + flP + fpr + iqS + + f '“^~ + = °’ 

f v + f,q + f P * + f,t + f r -?~ + f»-|j- + = 0 * 

3z _ 3 z _3 r _ 3s 3s _ dt 

dx 3 y ~ dy dx * dy ~ dx ’ 

JlL. - r JP- _ „ J«_ _ „ _ 0 <?_ _ , 

dx ’ dy ~ dx ~ ’ dy C ’ 
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de diez ecuaciones lineales en las derivadas con seis funciones incognitas 
2 , p, q, r, s, t. 

En general y por analogo procedimiento, todo sistema de numero fi- 
nito de ecuaciones en derivadas parciales de cualquier orden puede redu¬ 
cirse a un sistema que solo dependa linealmente de derivadas de primer 
orden. 

De ahi la importancia, al menos teorica, que tiene el estudio de los 
sistemas lineales (vease nota III). 


Ejempi.OS: 1. s = z xv = 0. Integrando respecto d eye introduciendo 
como constante de integracion (constante para cada x) una funcion ar¬ 
bitraria de x (cfr. § 110 - 1 , ej. 1 ), resulta, como es inmediato verificar, la 
integral primera: 

p = z x = co(a;) , 

ecuacion de primer orden, de integracion inmediata con otra cuadratura 

z = f (o(£)df + <k(v) = <p(«) + i Hv) ■ 


[ 112 - 2 ] 


= J C co(Odf 
i(x,y). Proc 


2. s = z xv = f(x,y). Procediendo como en el ejemplo 1 resulta 


f (£,p)dp + <p(») 4- *(2/) , 


siendo cp y ^ funciones arbitrarias. 

La integral doble puede extenderse mds generalmente a un dominio D 
como el de la figura 376, siendo C 
una curva de ecuacion y = g(x) , pues . 

de yf 


[112-3] 


f f v_ 

2 = J J D f(^Ti) d ^d-n + ^ p (*) + ^(2/) y Ax n , 

resulta por derivacion sucesiva: D 

[112-4] p = CV 

= lim —- [ d£ f (£, p)dp + /J'-- 

Ax —>0 A* J x JeU) _ 9^ x '| _ 

rV O X X 

+ <v'(x) = f(iC,Ti)dTl +q>'(») , „ „„„ 

Jg{x) F'B- 376. 

s = f (x,y). 

Para <p(x) = ^(j/) = 0 se obtiene la solucion nula sobre la curva C 
conjuntamente con las dos derivadas primeras (cfr. nota 1 ), como resulta 
de [112-3], [112-4] y la expresion analoga para q. 

3. r — t = z tx — z„„ = 0. Con el cambio de variables (cfr. § 110-1, 
cj. 2 ): * + 2/ = £, x — 2/=n; z(x,y) = «[&(£ + p), I (£ —p) ] = u (S, p) 
la ecuacidn dada se transforma en 

4 u t — 0 , 

£p 

y por el ejemplo 1 resulta u(£,p)=cp(£)-f jHp), o sea 
[112-5] z = cp(a? + 7 /) + ^(* — 7 /). 

4. Ecuacidn de D’Alembert: r — (t/c-) = 0. — Analogamente al 
ejemplo anterior se obtiene la solucion con dos funciones arbitrarias (cfr. 
ojorcicioR 2, a, y 6): 


z = cp(x-f cy) + ^(x — c?/). 
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5. Para c — i— y. —1 en el ejemplo anterior, resulta la ecuacion de 
Laplace en dos variables o de D’Alembert Az = r+t = 0 (§ 91-6, d). 
Por [112-6] se tienen en particular soluciones de la forma 

[112-7] (x ± iy) a z=. P a (a :,y) ± iQ a (x,y) , 

donde P„ y Q 0 son funciones reales que para a entero positivo se reducen 
a polinomios, y satisfacen tambien a la ecuacion de Laplace (cfr. § 114-3). 
En § 112-2, ej. 1, obtendremos a partir de P a y Q a una solucion'con dos 
funciones arbitrarias. 

6 . Para cada y es — 2yz c + by* z = 0 una ecuacion lineal de 
coeficientes constantes. Como la ecuacion caracteristica (§ 108-1) tiene 
las raices y ± 2 iy, resulta 

^ = e vx [cp (y)cos 2yx -|- ^ (y) sen 2yx~\ , 

siendo tp (y), <&{y) dos funciones arbitrarias (constantes para cada y, 
o sea funciones de y solamente). 

2. La ecuacion completamente lineal. Principio de superpo- 
sicion. — Llamaremos completamente lineal (cfr. § 110-4, no- 
ta 2), a toda ecuacion lineal en 2 y sus derivadas. La de segundo 
orden es de la forma 

[112-8] R?- + Ss + T t + Pp + Qq + Z 2 = F , 

donde R, ..., Z y F son funciones de x e y solamente *. 

De la linealidad resultan como en el caso de ecuaciones or- 
dinarias (§§ 107-3 y 107-1) las propiedad.es a) y b) que si- 
guen: 

a) Si u es una solucion de [112-8], para cada solucion de 
z 0 (x,y) de la ecuacion homogenea 

[112-9] R r -1- Ss + T t -f P p + Q<? + Zz = 0 

es z = z 0 J i-u solucion de [112-8] (cfr. § 112-1, ej. 2 y 3). 

b) Si Zi (x,y), ..., z„ (x, y) son soluciones de la ecuacion 
homogenea [112-9], lo es toda combination lineal de ellas con 
coeficientes constantes: 

[112-10] z = Ci z, (x, ?/)+...+ C„ z„ (x , y ). 

c) En las ecuaciones lineales ordinarias bastaba un nume- 
ro finito determinado de soluciones para expresar todas en la 


* Toda ecuacion lineal de primer orden (es decir, lineal en las derivadas, como 
[110-3]) puede transformarse en otra completamente lineal en una nueva funcion incog¬ 
nita do todas las variables anteriores: t = t(x, y, z), como vimos en § 110-4, b. La no- 
menclatura no es uniforme; por ejemplo, en Courant-Hii.bbut (citado en Cap. XVI, 
nota IV, 4) se llaman lineales y casi-lineales (quasilinearen) a las ecuaciones que nosotros 
llamamos completamente lineales y lineales respectivamente. En la teoria superior interesa 
la forma de los terminos en las derivadas de orden mayor, llamandose entonces lineal 
[completamente lineal] de segundo orden, a la ecuacidn 

Rr + Ss + Tt + G (.x, y, z, p, (/) = 0 , 

eiendo R, S, T, funciones de x, y, z [x,yl. 
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forma [112-10]. Esto no ocurre en las ecuaciones en deriva¬ 
das parciales, y por eso hay que destacar las siguientes pro¬ 
piedades: . : 

ej Si z k(x,y) son soluciones de [112-9], lo es toda serie 

z = Ci Zi -f- C2 #2 ~b • • •. “I - C„ z n -(- ... 

en un dominio D si convergen uniformemente. en. D tanto la 
serie como las series de las derivadas que figuran en la ecua- 
cion (ver. ej. 2 de § 112-3). 

Co) Si z(x,y,a) es una solucion de [112-9] con un para- 
metro a que no figure en los coeficientes de [112-9], es tam¬ 
bien solucion dz/da, como puede verse derivando la ecuacion^ 
De igual modo, si ningun coeficiente de [112-9] depende de x, 
junto con z es solucion dz/dx. 

c,- i) Conjuntamente con z (x,y,a) es solucion de [112-9] to¬ 
da funcion 

[112-11] H (x,y) = f tp (<t) z(x, y, a) dct , 

J a 

obtenida integrando respecto del parametro despues de multi- 
plicar por una funcion arbitraria del mismo. Esta propiedad 
analoga a c,), se demuestra derivando en [112-11] bajo el sig- 
no integral (§ 86-2) y reemplazando en [112-9]. 

Analogamente, si z(x, y, a, (1) es solucion de [112-9], lo es 

H (x,y) = j' cp(a, (i)z(x, y, a, (3) da d|3 , 

siendo D un dominio cualquiera y tp(tx, P) arbitraria. 

Ejemplos: 1. Poniendo x = r cos 0, y = rsen0, las funciones P a(x,y), 
Q a (x,y) de § 112-1, ej. 5, soluciones de A- = 0, se escriben, en virtud 
de la formula de Moivre [10-1] aplicada a [112-7] : 

[112-12] Po (%>y) = t' a cos a0 , Q 0 (a, y) = r° sen a0 , 

y entonces es solucion de la ecuacion de Laplace toda funcion de la 
forma 

[112-13] r“[cp(a)cos a0 -f ^(a)sen a<9]da. 

Ja, 

2. Con [112-12] para a = n = 0,1,2,..., puede formarse una serie 
solucion de Az = 0 con valores prefijados f(<?) en el contorno | z | = r = 1 
del circulo unidad (problema de Dirichlet, Cap. XXIII, nota II, b,, para 
el circulo) : 

a m 

[112-14] z (x,y) = + X (a.i cos nO + b„senn9)r n , 

siendo a,,, b n los coeficientes de Fourier de f (#) : 

a, = f (wjcosn.to d(» , b n = - f (01)sen noulto. 

Jt J ~*yr n J TT 
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En efecto, [112-14] converge uniformemente en |z|<q para cada 
q < 1, y para | z | < 1 se intercambian J y % dando 

[112-16] z(x, y) = —f f (co) "I h + %r n cosn(0 — co) }- dco , 
n J—it 

que tiende a f( 0 ) para r —» 1" (§ 43-4, b) , suponiendo convergente la s. F. 
def(tf) (§98-3). 

El factor de f(<o) en la integral se transforma asi, llamando Rm. 
a la parte real del coniplejo u, y h = 0 — co: 


i -f- R^r" e iM, » = i + R 


re* h 
1 — re 


ih = M 


1 4 - re ih 
1 — re ih 


1 — r 3 


1 — 2 r cos h + r 3 


dando [112-14] la integral de Poisson (cfr. § 98, ejercicios 3 y 4 y 
Cap. XXIX, nota VI, o,) : 


[112-16] 


z (x,V) 


1 r* ( 1 — r 2 ) dco 

: 2k J_ r 1 —2rcos(<? — co)-f r 2 * 


3. Ecuacion lineal homogtiiea de coeficientes constantes. — 
Es de la forma 

[112-17] ar -J- bs + ct + ap + (3(7 + yz = 0 , 

siendo a, b, c, a, p, y, constantes. fiste es, conjuntamente con 
la correspondiente ecuacion no homogenea (§ 112-5), el tipo 
de ecuacion lineal que se presenta en las aplicaciones mas fre- 
cuentes. Veamos algunos metodos para obtener soluciones con 
funciones arbitrarias, o con constantes arbitrarias. Todos ellos 
son aplicables por igual a ecuaciones de orden superior al se- 
gundo (ver ejercicio 5). 

a) Metodo simbolico. — La linealidad (§ 32-1) de los ope- 
radores D x , D„ definidos por 

[112-18] D .,z = z x , D y z = z y , 

hace aplicable a [112-17] el metodo visto en § 108-8 para las 
ecuaciones ordinarias lineales de coeficientes constantes. 

La ecuacion [112-17] puede escribirse 
[112-19] P (D x , ~D v )z = 0 , 

siendo P(D X , D„) el polinomio simbolico 

[112-20] P(D X , D ;/ ) = aD x 2 + bD x D„ + cD„ 2 + 

4" a D x + pD„ -j- y. 

ai) Ecuaciones reducibles. — Si el polinomio P(D X , D*,) se 
descompone (en el campo real o complejo) en el producto de 
dos factores de primer grado a(D x -f hD y + k) (D x + l^v + m), 
escrita [112-17] en la forma 

[112-21] [(D, + fcD lf + fc)(D, + ZD ir + m)]« = 0 , 

se ve que la satisface toda solucion de la ecuacion lineal de 
;primer orden : 

[112-22] (D x + 2D„ + m).z = 0, o sea y -f Iq =— mz. 
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El sistema caracteristico (§ 110-4) 

dx/1 = d y/l = dz/(— mz) , 

tiene por solucion la congruencia y — lx = a, ze mx = p, y enton- 
ces (§ 110-4, c ), la solucion general de [112-22] es 

z = e~ mx cp(y — lx) con tp funcion arbitraria. 

Como tambien verifican [112-17] las soluciones de (D x + 
-\- hD v -{-k)z = 0, tendremos por § 112-2, b, la solucion con 
dos funciones arbitrarias: 

[112-23] 2 = e~ mx cp (2/ — lx) -f e~ kx * (y — hx). 


Ejemplo 1. 

z, t 4- Zxv — 2z„„ — 2z„ -f- 5z, — 3z — 0. 

El polinomio simbolico P(D X , D„) se descompone en 
(D, — D„ + 1) (D, + 2D, — 3) , 
y entonces la solucion es 

z = e - * cp(y + x) 4- e a *^r(j/— 2x). 

a 2 ) En general no es posible factorear (§ 17-5), aun en el 
campo complejo, el polinomio en dos variables P(D X , D„). En 
tal caso, ensayando (cfr. § 108-1) una solucion de forma ex¬ 
ponential 

[112-24] z = e h *+>‘v , 

resulta P(D X , B v )z = e hx+k v F(h, k), y por tanto sera [112-24] 
solucion para todo par ( h,k) que verifique P{h,lc)=0. 

Para cada h es P(h,k)=0 una ecuacion en k; llamando 
k(fe) a una raiz, tendremos por el principio de superposition 
de § 112-2, c :$ , la solucion con una funcion arbitraria: 

~hz 

[112-25] ^ = ( (f(h)e hx+k ^y dh. 

J/n 

En ocasiones interesa una solucion en forma de serie 
(§ 112-3, cti de exponenciales, con coeficientes arbitrarios C», 
lomando (por ejemplo) los h = h n enteros y tales que k(/&„) = 
lc n sea entero: 

[112-26] 2 = 2 C n eK x +Kv. 


Ejemplo 2. r — q, o sea: z„ = z„. 

La ecuacion P(h,k)=0 es h 3 —k = 0. Tomando valores enteros de 
h ho forma la serie 

[ 1 1 2-27] z = %C n enx+rfv = Ci e*+v + C 2 e^^v + ... 

Eligiendo en cambio h — ni (n entero) y tomando la parte real se 
tiono la Holucion 
[112-28] 


z = Ci c v cos * -f Cj e-*v cos 2x4- ... 
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b) Separation de variables. — Cuando la ecuacion puede 
llevarse a la forma 

[112-29] F(D,)z = Q(V tl )z , 

lo que ocurre con frecuencia en las aplicaciones, pueden ha- 
llarse soluciones de la forma (cfr. § 111-8, b ) : 

[112-30] z = z (x,y) = X(x).Y(y). 

En efecto, el reemplazo en [112-29] conduce a las ecua- 
ciones 

P(D. r )X = ~Q(D„)Y = /. , (1 = constante) 

por depender el primer miembro solo de x, y el segundo solo 
de y. Se tienen asi dos ecuaciones diferenciales lineales ordina- 
rias de coeficientes constantes para determinar X(ai) e Y (y). 

Ejemplo 3. En la ecuacion del ejemplo 2 se tiene: 

X"(x)/X(x) = Y'(y)/Y(y) = X. 

Para X = h 2 resulta (cfr. [112-27]) : 

X = Ci e } >x -f c 2 e-h* , Y = C 9 e-h-v . 

Para X = — h 2 se obtiene (cfr. [112-28]) : 

X = A cos hx -f- B sen hx , Y = Ce-K-v 
y la correspondiente solucion, de la forma 
[112-31] z = ae-hPv sen h(x — a) , 

asi como las formadas a partin de ella en forma de series (§ 112 - 2 , c,) o 
integrates (§ 112 - 2 , c-,), juegan un papel importante en el problcma de 
estudiar la distribucion lineal de la temperatura 2 en funcion de la abs- 
cisa x y del tiempo y (cfr. § 112 - 6 , d). 

Nota. El metodo de separacion de variables puede aplicarse a 
[112-29] aunque P(D. r ), Q(D„) no sean polinomios de coeficientes cons¬ 
tantes (ver nota IV). 

4. Ecuaciones del iipo de Euler. — Si en la ecuacion lineal 
homogenea de coeficientes constantes [112-17] figuran solo los 
terminos en las derivadas segundas, se tiene la ecuacion cle 
Euler : 

[112-32] ar + bs -f ct = 0. 

Esta ecuacion es siempre reducible (§ 112-3, a y ), pues si 
pi y Qo son las raices de 

[112-33] dp- + + c = 0 , 

resulta * 

[112-34] P(D„D ;/ ) = a(V x — 0l D„) (D, —o 2 D ;/ ). 

* Formalmente, si D,/D„ = p, es 

p (O, > n y ) = Dfiap* + bp + c) = a — p,) (p — p . 2 ) = «(D„.— p, D„) (D^ — p 3 D^) . 
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a) Si b- — 4ac > 0, son Q y y q 2 reales y Oi^ q 2 . La solu¬ 
cion es (§ 112-3, a y ) : 

[112-35] z = q>(2/ + ei*)+ ^ (2/+92 »)• 

Ejemplo 1. r —5s -j- Gt = 0. Las raices de [112-33] son 2 y 3, 
luego 

2 = cp (y + 2x) + -qr(y + 3a;). 

b) Si b 2 — 4ac = 0 es qi = q 2 real y se tiene la ecuacion 

(D^ — eiD v ) 3 z = 0 que tiene no solo la solucion <p(y + 0 i*), sino tam¬ 

bien la solucion z = x<& (y + Qi x), pues (D* — en Dy) z — ^ (y + q, x) , y 
entonces (Dr — o 1 D„) 3 2=:0. Se tiene entonces por § 112-2, b, la solu¬ 
cion con dos funciones arbitrarias: 

[112-36] s = cp (y + Qi x) + (y + c>i a;). 

Ejemplo 2. r — 4s -f- 4i = 0. La ecuacion [112-33] tiene la raiz do- 
ble 2, luego z = cp(a; -f 2y) + (x -|- 2y). 

c) Si b 3 — 4ac < 0 son Qi y q< imaginarias conjugadas: q, = ^ + tV, 

q 2 = u — i v ■ La solucion [112-35] se escribe 

[112-37] * = cp(y + nx +ivx) + *(y + \ut — »**) , 

siendo soluciones reales las partes real e imaginaria de esta expresion. 

Ejemplo 3. r — 4s + 5t = 0. Las raices de [112-33] son 2 ± i. En¬ 
tonces 

2 = cp (y -f 2 a: + ic ) + ^(y + 2x — ix). 

Para cp(() = = t 3 se tiene la solucion real z = 2y 3 + 8 a:y + 6 x a . 

Para cp (t) = l s y ^ (i) = 0, las partes real e imaginaria dan las solu¬ 
ciones : 

z = (y + 2a ;) 3 — 3(y -f 2x)x 3 ; 2 = 3(y + 2a:) 2 x — a: 3 . 

Nota. En los casos a y c de raices distintas, las soluciones pueden 
obtenerse tambien por el cambio de variables y -f Qi x = I, y + q 2 x = p, 
z(x, y)= u(f,-p), que conduce (cfr. § 112-1, ejemplos 3, 4 y 5) a la ecua¬ 
cion 9 a w/9£ = 0 . 

En el caso b, Qi = o 2 , la sustitucicn x + oi y = £, y = w, da la ecua¬ 
cion 9' J w/9p fl = 0 , tambien integrable por dos cuadraturas. 

Estos cambios de variables permiten resolver en todos los casos la 
ecuacion no homogenea 

[112-38] ar + bs + ct = i(x,y) , 

reduciendola a una u otra de las ecuaciones, integrables por cuadraturas 
(cfr. § 112 - 1 , ej. 2 ) : 

9 3 m/ 9^ 9-p = F(£,n) ; 9 3 w/9p 2 = G(£,n). 


5. Ecuaciones lineales de coeficientes constantes, con segun- 
do miembro. — Para resolver la ecuacion 

[112-39] P(D x ,D y )z = i(x,y) 

siendo P(D*, D ;/ ) el polinomio simbolico definido por [112-20], 
basin (§ 112-2, a) resolver la ecuacion homogenea (§ 112-3) y 
innar una solucion particular de la ecuacion completa [112-39]. 
I’ara hallar esta ultima pueden seguirse diversos metodos, de 
Ins que nos limitaremos a senalar los siguientes: 
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a) Si P(Dx, Dy) se descompone en factores lineales como 
en § 112-3, a lf la ecuacion se escribe 

(V x + hT) v + k)[(I) jl + lD y + m)z] = f (x,y)/a. 

Entonces se halla una solucion u (x,y) de la ecuacion 
(D* + hD y -\- k)u = f (x, y)/a , 
y luego una solucion z de 

(I) x + l~D u + m)z = u(x,y) , 
siendo ambas ecuaciones lineales de primer orden. 

b) Para ciertas formas del segundo miembro f (x,y) pue- 
de aplicarse el metodo de coeficientes indeterminados como en 
ecuaciones ordinarias (§ 108-4). 

EJEMPLO 1. SZxx — z„ 4- Z = (3a“ + 18)y -f- x. Ensayando z = ax"y + 
-f bxy + cy -\-dx" ex-\- f, se obtiene 

z = 3 x 2 y — 3x 2 + x + 12 y — G. 


c ) La resolution formal de [112-39], transformada simbo- 
licamente en 


■“ p<d„d;s Ux ’ v) 


conduce al resultado en terminos finitos cuando f (x,y) es un 
polinomio y es posible desarrollar el operador 1/P(D X , D„) en 
serie de potencias de D x y Dy. 


Nota: Llamando P' x „o (D x , D y ) al operador inverso al P(D J , D„) 
cuando se aplica a polinomios de grado < n, es P _1 (n) (Dx, D„) a su vez 
un polinomio en D a y D„, no univocamente determinado pues pueden agre- 
garse terminos arbitrarios de grados > n + 1. 

Ejemplo 2. r -f 2t + z x'-y conduce a la solucion 
2 = (l + Dx 2 + 2D/)- 1 a 1! ?/ =(1_D* 2 — 2D/+ ...)x*y = x*y — 2y , 
que puede verificarse en la ecuacion. 


6. Algunas ecuaciones diferenciales de la Fisica. — a) Ecuacion de 
la cuerda vibrante. — Como ejemplo de obtencion de una ecuacion dife- 
rencial parcial en un proceso fisico, supongamos que una cuerda tensa 

extendida sobre el seg- 
mento 0 < x < l del 
eje x se aparta de la 
posicion de equilibrio, 
dandole la forma de 
una curva plana en el 
piano x, ti (fig. 377) 
y luego se abandona. 
Se trata de obtener la 
ecuacion diferencial 
del movimiento de la 
cuerda suponiendo que 
la deformacion es pe- 
quena tan to en dis- 
tancia como en direccion (las igualdades aproximadas ~ que siguen, 
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solo indican que llegarcmos a una ecuacion para la cuerda con deforma- 
ciones de maxima eiongacion y maxima pendiente, infinitesimas). 

Cada punto se mueve paralelamente al eje u, y si r es la tension 
de la cuerda y u(«, t) la eiongacion del punto de abscisa x en el ins- 
tante t, actua paralelamente al eje u, sobre el arco PQ la fuerza (fig. 377) : 

r[sen (to-f-Aco) — sen m] ='[ ! ?( |ll +A“) — tga>] = 

= t[ux(x -f A-'c, t) — U*(*,£)] s t.Uxx.Ak- 

Esta fuerza es igual a la masa X. A* (X densidad lineal) por la ace- 
leracion u lt , luego, poniendo c 2 = t/\ resulta la ecuacion diferencial de 
D’Alembert (cfr. § 112-1, ej. 4): 


[112-40] 


d-u _ 1_ 

dx 3 - c 2 3t 3 • 


b) Ondas en mas dimension.es. — Analogamente se prueba que las 
vibraciones de una membrana tensa, y las ondas sonoras, luminosas o de 
radio, conduc.n a la ecuacion diferencial 

[112-41] A« = -jr 

siendo A« = 6 A« = -f u vv -f u z , segun se trate del piano o 

del espacio. 

c) Oscilaciones amortiguadas. — Si actua una resistencia proporcio- 
nal a la velocidad du/dt, la ecuacion [112-40] debe reemplazarse por 

[112-42] Uxx = (utt + kui)/c a , 

que es como [112-40] y la ecuacion del calor (ver d), un caso especial de 
la ecuacion de los telegrafistas (ejercicio 9). 

d) Conduccion del calor. — En una varilla homogenea sobre el eje x, 
termicamente aislada y con temperatura u(x, t), se produce un despla- 

du 

zamiento de calor. En el trozo entre x y x + A* es ^ — A^ proporcio- 

nal al incremento de cantidad de calor, que a su vez es proporcio- 
nal a u x (« -f Ax, t) —u (x.t)r^ u. r ■ A%, lo que da una ecuacion diferen- 
c'al de la forma (cfr. § 112-3, ej 2 y 3) : 


[112-43] 


8*M _ 1 

dx 1 ~ a" dt 


7. Problema de la cuerda vibrante. — Como ejemplo de aplicacion de 
una de las ecuaciones en derivadas parciales de la Fisica al estudio del 
proccso correspondiente, y del uso de las condiciones iniciales y de con- 
Lorno para determinar por completo la solucion, estudiaremos las vibra¬ 
ciones de una cuerda: a) Extendida sobre todo el eje x; b) De longitud 
finita y extremos fijos. 

a) Cuerda in finita. — La ecuacion [112-40] de la cuerda vibrante 
lime la solucion (§ 112-1, ejemplo 4) 

[1.12-44] u — cp(x — ct) -f- 4 >(a;-!-ct) 

con dos funciones arbitrarias que pueden determinarse cuando se conocen 
(condiciones iniciales) la posicion y la velocidad de cada punto en el ins¬ 
tall!/' t. — 0, como funciones de su abscisa x (cfr. § 111-1, c) : 

[112-46] u(a, 0) = f(x) , ui(»,0) = g(a). 


Resulta entonces 

»<>(*) 4- 4 /(x) = f(*) ; — ccp’(x) -f cV(:r) = g(a). 






302 


XXVIII. EC. EN DERIV. PARCIALES. C. DE VARIACIONES § 112 -7 


De la segunda ecuacion resulta 

1 C x 

— cp(ce) + ^(x) =- g(£)d£ , 

c J a 

y entonces quedan determinadas las funciones 

*<«)= l [&-*£&>«] ■ 

*(*)■= | f (*) + ~-~£swm ] - 

y la solucion [112-44] se escribe 

[112-46] u = -i-l f(x — ct) + f(* + ct)+- 7 - f g(Od€ • 

2 | c ./a;—ci J 

La solucion [112-46] es susceptible de la siguiente interpretation de 
Stokes: 1?) Si se parte del reposo g(x)=0, basta dividir en dos mi- 
tades la elongacion inicial, y propagar cada una de ellas con velocidades 
opuestas ± c, dando (fig. 378) la superposicion de ambos *[f(x — ct) + 
+ i(x + ct)] la solucion [112-46]. 2*?) Si es nula la elongacion inicial 
f(x)=0, siendo G(x) una primitiva de g(x)=dG/dx, resultara la elon- 



Fig. 378. 


Fig. 379. 


sacion u = -i- [G (a; + ct)— G (x — ct) ] superposicion de dos ondas de 

la misma forma ±G(x) simetricas respecto del eje x, y que se propa¬ 
gan tambien con velocidades opuestas ± c (fig. 379). 

El caso general se obtiene por combinacion de los dos anteriores. 


Nota 1. La ecuacion [112-40] es simetrica en x, t, cambiando c por 
1/c. Por tanto, en lugar de presuponer las condiciones iniciales por la 
posicion y velocidad de cada punto segun [112-45] en un instante dado 
t = 0, pueden presuponerse la posicion y pendiente en cada instante segun 


u(0, t) = f (t) ; u,(0,t) = g(t) 

en un punto inicial dado x = 0. Esto es lo que hacemos cuando provo- 
camos ondas moviendo verticalmente arriba y abajo el cabo de una cuerda. 


b) Cuerda finita, fijada en sus extremos x = 0 y a ’ = }■ — Si en 
la solucion general [112-46] suponemos en x = l un punto fijo (llamado 
nodo) tal que u(Z, t)=0, sera 
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0 = i(l-ct) + i(l + ct) + -i- C' C 'g(£)d£ , 

C Ji—ct 

y derivando respecto de t 

0 = — c?(l — ct) + cf'(Z -f ct) + g(Z-f ct) -j- g(l — ct). 

Cambiando t en —t se obtiene 

0 = cf'(Z— ct) — cf'(l + ct) + g(l -f- ct) -f- g(l — ct) 
que restada y sumada a la anterior da 

f(l + ct) = f(l — ct) , g(l-\-ct) = — g(l — ct). 

La primera de estas prueba que por ser f(Z)=0, habra de resultar 
f(Z-fct) una funcion impar de t, como tambien resulta ser g(Z-fct). 
Es decir, para que x = l sea un nodo, f (x) ha de ser tal que se cumpla 
identicamente en x la condicion f (^ a;) = — f(Z — x). 

Asi, partiendo del reposo, g(x)=0, la onda inicial u(x, 0)=f(x), 
(x<Z), se propaga segun la interpretacion de Stokes por un cilindro 
de generatrices paralelas a la recta x = ct dando f(x — ct) tal que en 
x = l resulte f(Z — cZ) = — f(Z-f-cZ), con elongacion nula al superponerse 
a la onda —f(Z — x)=u(x,0), (x > Z), que se propaga por un cilindro 
de generatrices paralelas a la recta x = — ct. Todo pasa como si la onda 
se reflejase en el piano x = Z apareciendo el eco. 

Si x = 0 es tambien nodo, w(0, t)=0, se obtiene ahi otra reflexion, 
Lo mismo ocurre para la onda debida a la velocidad inicial g(x). 

Por tanto, el movimiento de la cuerda vibrante con ambos extremos 
fijos es periodico y esta formado por dos ondas que corren continuamente 
en sentidos opuestos y se reflejan en ambos nodos; despues de efectuar 
el recorrido 21 repiten periodicamente la forma de la elongacion resul¬ 
tan te. 

De ahi que sea adecuado buscar soluciones del tipo sinusoidal 

[112-47] u (x, t) = k cos 2jtco (t —a) sen 2jtco [ (x/c) —(1] , 

que resultan de aplicar a [112-40] el metodo de separacion de variables 
fio § 112-3, b, siendo Ic, o, a y (3 constantes arbitrarias. 

Las condiciones de contorno: u = 0 para x = 0 y para x = Z, dan 
n-Bpectivamente 3 = 0 y sen 2mol/c = 0, de donde <o = wc/(2Z), n entero, 
de modo que to (pulsacion de la vibracion de cada punto, ver § 28-4) 
solo puede tomar una sucesion indefinida de valores propios. 

Las soluciones sinusoidales del problema de contoimo que constituyen 
la ecuacion diferencial [112-40] y las condiciones de contorno, son enton- 
coh, suponiendo 1=1: 

[112-48] z = k cos nnc(t — a).senwnx. 

for superposicion de ellas puede expresarse en forma de serie una 
solucion que cumpla ademas condiciones iniciales como las de a, siendo 
f(0) g(0) = f(l) = g(l) = 0. (Ver nota 3). 

NotAS: 2. Significado fisico. — El tono del sonido producido por la 
cuerda vibrante depende de la pulsacion to, que representa el numero de 
vibraciones por unidad de tiempo. Cuanto menor sea Z mayor es w y mas 
alta la nota; el menor valor posible de n es n = 1; ningun punto de la 
cuerda, salvo los extremos, queda fijo, pues para todos es z ^ 0, excepto 
para los valores de t en que anulandose el coseno toda la cuerda pasa 
momentaneamente por el eje x. 

Para n = 2 no solo quedan fijos los extremos, sino tambien el punto 
medio x = il; el numero de vibraciones es doble del fundamental y resulta 
la octava de la nota fundamental. 

I’nra n = 3 quedan fijos dos puntos intermedios: x = hl, x = ?iZ; la 
nota os la quinta de la octava; para n= 4 resulta la segunda octava, 
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etc. A los puntos fijos se les llama nodos. En estos casos cada tiozo de 
la cuerda vibra independientemente y la nota es mas alta por ser menor 

la longitud^. ^ ^ debg resu it ar una sinusoide si n = 1 y una sinusoide re- 
ducida para n > 1; pero cuando se pulsa de cualquier otro modo, la. ex- 
presion [112-48] no puede representar el movimiento. Sumando integrates 
del tipo [112-48] resulta una integral mas general (haciendo l — 1 para 
mayor sencillez) : 

[112-49] u = (ai. cos xct + bi . sen net) sen roc + 

+ (a., cos 2 net + bi . sen 2nct)sen 2nx + ... 

3. Condicioncs iniciales. — Si se logra determinar los coeficientes de 
modo que se verifiquen las condiciones iniciales, es dear, que para t _ U 
la cuerda tenga la forma arbitraria que se le da y la velocidad inicial 
sea la dada, esta expresion sera la integral general (ver § 23-5). lal es 
el metodo de integracion de Bernoulli. 

Sean las condiciones iniciales las [112-45], es dear, se da la curva 
inicial y la velocidad inicial de cada punto: es preciso determinar los 
coeficientes de [112-49] de modo que sea: 

ai . sen nx + a*. sen 2 ax + a 3 . sen 3nx + ... = 1 (x). 
nc [bi . sen jtx -(- 2bi . sen 2ax 3b3.sen3jix -j- ...) — 

Ahora bien, esto no se logra con un numcro finito de terminos; pero, 
si adoptamos series indefinidas, entonecs cualquiera que sea. ,1a tuncion 
continua f(x) con la sola condicion de que sea de variacidn acotada 
(5 55-9, oi; 8 98-3) existe un desarrollo y solo uno en sene de 1'OURIER, y 
determinados los coeficientes a„ y analogamente los b„ meciante el desarrollo 
de g(x), se tiene la integral general en la forma [112-4JJ. 

Quizas vea el lector en la forma impar de estos desarrollos una res- 
triccion imposible de cumplir; pero variando * en (0, 1) y el arco me 
en (0, a) basta suponer completadas las funciones en (—1, 0) pomendo 
f(—x) = —f(x), g(— x) = — g(x). 


EJERCICIOS 


1. Hallar una solucion con dos funciones arbitrarias de: a) r — y; 
b) 3r + 2« = 0. 

2. Mostrar que la eliminacion de las funciones tp y ^ conduce en los 
casos siguientes a una sola ecuacion en derivadas parciales (cfr. s 

nota 2), y hallarla: 

a) z = tp(x + cy)-{--qr(x — cy), (cfr. § 112-1 ej. 4) ; 

b) z = cp(2x +3y) + i/(x — y); 

c) z= e*cp(j/) + e v <fr(x). 

3 Probar que la ecuacion en derivadas parciales de las superficies 
desarrollables (§ 75-2), con excepcion de los cilindros con generatrices 
paralelas al eje z, es rt — s 2 = 0 (cfr. § 70-2, c). 

4. Resolver: a) z xv + 2z u = 4x 2 — 2; &) r + s — p = 0. 

5. Resolver la ecuacion de tercer orden reducible (§ 112-3, : 

z„x V + Zxw — 2z,m — 3z. ry + 2z x = 0. 

6. Obtener la solucion [112-6] de la ecuacion de D’Alembert 
_(D//C-) ]z — 0 por descomposicion del operadcr en iactores simDo- 

licos lineales (§ 112-3, aj). 
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, . 7 * Probar que si en la descomposicion [112-21] ambos factores sim- 
bolicos son iguales: D* -f- hD v -)- k, la solucion con dos funciones arbitra¬ 
rias es (cfr. § 112-4, 5): z= e~ k *[xcp(y — hx) + ^(y — Ax)]. 

8. a) Para la ecuacion r = q, de la solucion z = z(x, y,h) = ehx+hPy 
(§ 112-3, Oa) obtener por derivacion soluciones en forma de polinomios 
hasta de tercer grado; b) Probar que un polinomio solucion de grado 
n es: 

*.<*,»>= »* + n<»-l)*~V + »(n-l)(«-8)(»-8) <||>y + _ 

9. En la transmision electrica por cables paralelos, tanto la intensi- 
dad en P o en P' (fig. 380), como la dife- 

rencia de potencial entre P y P', son funciones 

del tiempo t y de la abscisa OP = x, que ve- _L_ 

rifican una misma ecuacion diferencial, 11a- 
mada ecuacidn de los telegrafistas : z xx — 

= LC z,t + (LG+RC)*, + RGz, (L, C, G y —---£-*■ 

R constantes positivas). O r 

Integrarla mediante la sustitucion z — riK ' 880 - 

= e h, * kt , y mostrar que: a) Para h < — R/L, 

6 - h ^ * si LG < RC como acon tece generalmente) se obtienen solu¬ 

ciones del tipo exponencial real de la forma e“(Cic t- + C 9 e - *'); b) Pa¬ 
ra h = — a + i(o imaginario se obtienen ondas amortiguadas. 

10. Resolver las ecuaciones del tipo de Euler: a) r — 3s-f2£ = 0; 

b) Zxa o -f- Zany - Zwyv -Z»»»= 0j C) V - 2S 5£ = 0. 

.. Probar que en la ecuacion de Euler con raices iguales a =8 
(§ 112-4, b) tambien es solucion: 

« = <P(2/ + ax) + (y + y»)^( 2/ + ax) , Y=^a. 

12. Probar que si la ecuacion en a: 

Cm" *j- CiU n 1 c,i ~ 0 

tiene n raices distintas «i, ..., a„, la ecuacion diferencial 

, . d"z , d n z 

0 dx n + Cl dx'-'dy + • * • + Cn ~dr~ = ° 
tiene la solucion 

z — «( 2 / -h ctia;) -f- ... + cp„(y + a„x), (cpi funciones arbitrarias). 

13. Resolver mediante cambio de variables (§ 112-4, nota) : 

z xx z„ v — xy -j- y 2 . 

14. Resolver la ecuacion (de primer miembro reducible, § 112-5, a) : 

iZxy “f* 2 Zyy — Z X “j“ 2Zy ZZZ (2^ -|- 1 ) . 6~ V , 

. 15 - Hallar por coeficientes indeterminados (§ 112-5, b ), una solu¬ 

cion particular de la ecuacion 2r — q = 4 sen (x + 2y ). 

16. Resolver, observando que los coeficientes del primer miembro no 
dependen de x, z xx — 3 yz x + 2 y~z — (2 y — 4) c 3 *"". 

17. a) Probar que z IV -f- fz x + gz u + fgz = 0, (/, g, constantes), puede 
reducirse a u xu = 0 poniendo z = u. e ax+bv , y hallar la solucion general; 
b) Resolver la misma ecuacion por el metodo de operadores de § 112-5, c; 
<•) Hallar una solucion particular de z xx + 2 z vy -j- z = z"y -f xye" x ~ v apli- 
cando el metodo de operadores mediante division, a cada termino del se- 
gundo miembro. 

18. Resolver la ecuacidn de ondas planas (§ 112-6, b) por separacidn 
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do variables f§ 112-3, b) en eoordenadas polares r, 0, u = n(r,0,t) , con 
la condicion de contorno u(l, 0, t)=0 (membrana circular de borde fijo) 
y las condiciones iniciales: u(r, 0 , 0) = f (r) (simetria central), 
ut (r, 0 , 0) = 0. 


§ 113. CALCULO DE VARIACIONES 

1. Problema fundamental. — a) Si nos preguntamos por la 
curva de longitud minima entre dos puntos Pi(aq, yf), P 2 (» 2 , IJ 2 ), 
tendremos que determinar una funcion y = y{x) que haga mi¬ 
nima la integral 

[113-1] f yi + y 72 ~(x) do;, con y M = y x , y (x.) = 2 / 2 . 

d xi 

Sabemos que la solucion es la recta P 1 P 2 (cfr. § 113-4, ej. 1). 
En cambio la solucion no es intuitiva si la curva de longitud 
minima (linea geodesica, § 76-5, d) ha de pertenecer a una su- 
perficie curva; este problema conduce tambien (§ 113-5, a) a 
determinar una funcion de modo que resulte minima una inte¬ 
gral en cuyo integrando figura. 

fistos son ejemplos tipicos de problemas de Calculo de va- 
riaciones, el cual tiene por principal objeto la determinacion 
de funciones que sustituidas en una integral definida le den 
valor minimo 0 maximo relativo, es decir, menor (mayor) que 
cualquiera otra funcion suficientemente proxima. 

Este problema difiere de los problemas de maximos y mi- 
nimos ordinarios; pues, asi como alii se trataba de determinar 
un valor numerico de x que diera valor maximo 0 minimo a 
una funcion conocida y, aqui se trata de determinar una fun¬ 
cion y (a;) , que sustituida en una cierta integral definida, del 
tipo 

[113-2] J[y(a)] = Cf(x,y,y')dx 

^ a 

le de un valor maximo 0 minimo relativo; otro problema es: 
Entre todas las curvas que pasan por dos puntos del piano,. de¬ 
terminar la que engendra la superficie de area minima al girar 
en torno de un eje (ver § 113-4, ej. 2). 

En estos y otros ejemplos el elemento geometrico (longi¬ 
tud, area, etc.), que se desea hacer minimo, viene expresado 
por una integral donde figura la funcion desconocida y(x) y 
su derivada y'(&). 

Nota 1. Supondremos que la funcion i{x,y,z) que figura en el in¬ 
tegrando de [113-2] es continua conjuntamente con sus derivadas primc- 
ras y segundas en el dominio (fig. 381) : 

D) a < x < b , yi(») < V < y*(*) , 2 arbitraria; 
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y que en [113-2] se consideran solamente las funciones que cumplen las 
condiciones siguientes: 

1) yi(a) < y(x) < y=(«), para a<a:<6; 

2) existe y es continua y'(x), para a < x < b; 

3) y (a) = a, y(6)=p. 



Fiff. 381. Fig. 382. 


Entonces dircmos que el problema variacional cs con valores de con¬ 
torno prefijados 0 con extremos fijos, por oposicion al caso de extremos 
libres en que se elimina la condicion 3, y en consecuencia es mayor la 
multiplicidad de curvas que se consideran al buscar el extremo de ril3-21 
(fig. 381 y 382). 

b) Si la funcion y {x) hace minima 0 maxima una integral 
en el intervalo (a,b) tiene esta misma propiedad en cada in- 
tervalo parcial ( a',b '). En efecto, si la funcion y(&) no hace 
minima, por ejemplo, a la integral en el intervalo parcial, y 
esta es menor para yi(z), reemplazando en (a', b') los valores 
de y(a:) por los de yj(x), resultara una nueva funcion para 
la cual la integral en (a, b) toma un valor menor que para la 
l imcion y(x), contra lo supuesto. Asi, por ejemplo, las curvas 
gcodesicas de una superficie, son geodesicas entre dos cuales- 
quiera de sus puntos. 

c) En el “problema del cable suspendido” (resuelto en 
106-3, ej. 1), se trata de hallar la forma que toma, por ac- 

< inn de la gravedad, un cable flexible e inextensible, de seccion 
coiistante, con sus extremos fijos en dos puntos A(aq, y x ) y 
1: (»'.!. V*)- Este problema puede plantearse como problema va- 
l iacional en base al conocido teorema de Torricelli de la Me- 
1 ■mica, segun el cual el centro de gravedad G(^ 0 , y 0 ) debe to¬ 
ma i- la posicion mas baja posible, de modo que debera hacerse 
minima la expresion (§ 84-6) : 

Vo ■’ ( ( V V’l -I- V ' 2 ) : ( ( V'l -b V r ~ ) . 
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Ahora bien. el divisor representa la longitud total l del ca¬ 
ble, y es independiente de la forma del mismo. Asi llegamos a 
un ejemplo de problema variational con condition adjunta ( Al. 
Nebenbedingung) *: determinar y = y(x) de modo que 


rilB-3] 


; 1 + y' 2 dx = min., y{x x )=y lt y(x 2 ) = y 2 , 


entre las funciones que cumplan la condition 


[113-4] 



Nota 2. El problema [113-3] sin la condicion [113-4] es identic? al 
de hallar una cierta superficie de revolucion de area (§ 54-5) minima, 
que resolveremos en § 113-4, ejemplo 2. 

d) Generalizations. — di) Puede ocurrir que la funcion 
incognita y dependa de varias variables independientes y fi¬ 
gure en una integral multiple cuyo extremo se busca (ver 
§ 113-5, d). 

d 2 ) Pueden figurar en la integral varias funciones incog¬ 
nitas (cfr. § 113-5, b): 

Ci{x,y x , ...,y n ,y' .. V'n)dx = extremo. 

J a 

d :i ) Puede que en el integrando figuren derivadas superio- 
res de la funcidn incognita: 

f f (*, y, y\ y ", . . .,y {n) )dx = extremo. 

d 4 ) Finalmente, pueden presentarse combinaciones de los 
casos anteriores. 


2. La variacion primera. — Designaremos por yo(^) la- fun¬ 
cion desconocida que para x = a, x = b, toma los valores pre- 
fijados y(a)=a, y(6)=P, es decir, representa la curva bus- 
cada que pasa por los puntos dados A (a, a), B(6, p). 

Consideremos las funciones del tipo y (a:) = yo(*) H - £ • %\X) 
siendo z = z(x) una funcion continua de x conjuntamente con su 
derivada primera, y que se anula para x — a, x — b (cfr. nota 1). 
Elegida arbitrariamente dicha funcion z(x), al dar valores 
reales a t van resultando infinitas curvas que pasan por A, B 
(fig. 381). Entre ellas, para t = 0, resulta la misma y 0 (x). 

* Otros autores, por ejemplo GouRSAT (citado en Cap. VI, nota VI, 5), vol. III, 
p. 573, llaman vroblema dc extremo ligado a aquel en que la fimcidn inc6 t :nita <1( 
verificar condiciones donde fisuran todos hus va ores en el intervalo dc lnt. ^ y no 
solo en hus extremes (problema dc extremo libra). Estas denominacloneH non conrusM 
si no »e advierte que extremo flc refiere aqui a la funcidn y no al intervalo como en 
nota 1. 
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Este incremento t.z(x) que se le da a y 0 suele llamarse la 
variation de y 0 , representandose asi: by 0 . Entiendase que esta 
letra 8 indica simplemente la diferencia entre la funcion y 0 (x) 
y cualquier otra que tome los mismos valores en los extremos, 
es decir, su grafica esta formada por la diferencia de ordena- 
das entre la curva y 0 (x) y cualquier otra que pase por A y B. 
Asi como el incremento A y es la diferencia de valores de una 
misma funcion para diversos valores de x, la variacion by es 
la diferencia de valores de dos funciones para cada valor de x. 

El valor que toma la integral [113-2] para cualquiera de 
dichas infinitas funciones y = y 0 + tz es: 

/•& 

J[yo(») + tz(x)] = f(,x,y 0 + tz,yo' + tz')dx , 

•'a. 

que depende de la funcion z y del numero real t, pero una vez 
elegida z(x), es J funcion de t: J = J (t). 

Elegida arbitrariamente la funcion z(x) tenemos infinitas 
curvas al variar t y la integral es funcion de t; su valor debe 
ser minimo para t = 0, luego su derivada debe ser nula para 
t = 0; dicha derivada resulta derivando bajo el signo integral 
(§ 86-2, teor. 3) 

[113-5] J'(0 - ClfAx,V>V')* + ty(x,V,y')z r \dx , 

J a 

de modo que se tiene la condicion necesaria: 

[113-6] J'(0) = f [i y {x, y 0 , y' 0 )z + f u ,(x, y^y'^z'^dx = 0. 

J b 

Se llama (Lagrange) variacion prim,era de la integral 
[113-2] a 5J = Entonces: Para que la integral [113-2] 

tenga extremo es necesario que se anule la variacion primera. 

Notas: 1. En los problemas variacionales con valores de contorno 
prefijados (§ 113-1, nota 1) debe ser z(a) = z(6)= 0. En caso contrario 
solo se exige a z{x) la otra condicion: tener derivada primera continua 
en a < x < b. 

2. Con las hipotesis de § 113-1, nota 1, tiene J(t) derivada segunda 
continua. 

3. Ecuacion de Euler. — a) El segundo sumando de [113-6] 
contiene la diferencial exacta z'. dx = dz e integrandolo por 
partes resulta: 

[113-7] j' b fy,.z'.dx = [z.fy, J 6 — j b z.-^~fy,.dx , 

pero z es nula para x = a y para x = b, luego se anula el mi- 
micndo, y sustituyendo el valor [113-7] en la [113-6] resulta: 

I I 13-8] f b z ( f„ — ( J ] x i v , j da: 0. 
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Esta integral debe, pues, anularse cualquiera que sea la 
funcion z y para ello es necesario_ que se cumpla en toclo el 
intervalo propuesto (a, b) la ecuacion de Euler: 

[113-9] i y (; x , 2/o, V'o) -^ U 2/o, 2/'o) = 0. 

Las soluciones de [113-9] son las unicas funciones que cum- 
plen la condicion [113-8], es decir: si la integral [113-8] es 
nula cualquiera que sea la funcion z, debe ser nula la expre- 
sion [113-9] en todo el intervalo (a,b) (ver nota 2). 

La determinacion de la funcion yo(x) que hace minima o 
maxima la integral J se reduce, pues, a integrar la ecuacion 
[113-9] con las condiciones de contorno y(a)=a, y(&)=(L 
He aqui, pues, una ecuacion diferencial ordinaria de segun- 
do orden (pues al derivar f,„ aparecera y") a la cual debe sa- 
tisfacer la funcion buscada y(x). Como la ecuacion de Euler 
representa una condicion necesaria, las soluciones del problema 
variacional deben buscarse entre las soluciones de la ecuacion 
diferencial de Euler, llamadas extremales del problema varia¬ 
cional. 

Notas: 1. Toda extremal anula, pues, a la derivada J'(t) en t = 0, 
y segun que haga positiva o negativa a la derivada segunda, dara a la 
integral un valor menor o mayor que todas las funciones yo + tz de un 
cierto entorno | t \ < e, suponiendo fijada la funcion auxiliar z(x). En 
la practica no suele ser necesario recurrir a la derivada segunda, pues la 
in dole del problema indica si se trata de maximo o minimo; y como las 
unicas funciones que puedcn satisfacer al problema son las extremales, 
solo podra haber ambigiiedad cuando haya mas de una solucion que satis- 
faga a las condiciones iniciales, como sucede en el ejemplo 2 de § 113-4. 

2. LEMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO DE VARIACIONES. — Si F (x) es 
contin.ua en a < x < b y es 

[113-10] f b z(*)F(*)d« = 0 

J a 

para toda funcion z(x) con derivada primera continua y tal que z(a) = 
— z (b) =0, entonces F (x) =0 en [a, 6]. 

Si fuera F(x)#0, en [a, 6] podemos suponer por la continuidad de 
F(x) que es, por ejemplo, F(x„) > 0 en un punto x 0 de (a, b) (es decir, 
distinto de a y de b ). Entonces (§ 26-1) existira un h > 0 tal que; 
1) F(x)> 0 en (x 0 — h, x 0 + h) ; 2) (x a —h,x 0 + h) esta contenido 
en [a, 6]. La funcion 

r — o para a < x < x 0 — h, 

z(x)= = (x — x„+ h)‘(x — xo — h) 2 para x 0 — h<x<x 0 +h, 

[ _ o para x 0 + h < x ^ b, 

cumple las condiciones del enunciado, y se tiene: 

pz(x)F(x)dx = [ X ° ’ ( x Xo -f- /i) 2 (x Xo h) 2 F (x)dx > 0 

J a J xo—h 

en contradiccion con [113-10]. 
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3. La demostracion dada para la ecuacion de Euler exige imponer 
a la solucion yo(x) del problema variacional la condicion mas fuerte de 
tener derivada segunda continua en [a, ft] (cuando basta la existeneia de 
derivada primera continua, ver nota 5 y c). 

Debe existir yo"(x) continua para que f„.[x,y 0 (x), y 0 '(x)] tenga de¬ 
rivada respecto de x, y se pueda aplicar a [113-8] el lema fundamental 
de nota 2. 



4. Lema de Du Bois-Reymond. — Si G(x) es continua en a ^ x < 


[113-11] 


z'(x)G(x)dx = 0 


para toda funcion z(x) con derivada primera continua y tal que z{a) — 
= z (b) =0, entonces es G (x) = constante en [a, 6]. 

La funcion 


z(x)= G(0 dS- j —" G(€)d€ , 

Ja 0 — a J a 

cumple las condiciones del enunciado. Reemplazada en [113-11] da, por 
ser z'(x)= G(x) —(b —a)- 1 C” G({)dS: 

J a 

f z'(x)G(x)dx =| z' z' + J* 6 G(i)d{ J dx = 0 , 

o sea 

C b l r b 

[113-12] J z'- dx + 6 _—J G($)<K j z'dx = 0. 

Como J* z’ dx = z(b )— z(a) = 0, resulta de [113-12] ^z' 3 dx=0, 

y por la continuidad de z’ es z’ = 0 en [a, 6]. Finalmente, de la expre- 

. C b 

sion de z (x) resulta G(x) = (6 —a) -1 J G(£)d£ = constante. 

5. En el lema de Du Bois-Reymond (nota 4) se basa una demos¬ 
tracion de la relacion de Euler que solo exige a la solucion y 0 (x) tener 
derivada primera continua (cfr. nota 3). 

Poniendo f f„[£,y 0 (O, y«'(0]di = H(x) resulta de [113-6]: 

J a 

C ^ 

[Ii'(x) 2 : + f v -(x, 2 / 0 , y^z’^dx = 0 , 

J a 

y por integracion por partes en el primer termino: 

I "1 b rb 

H (x)z(x) — z'(x)[H(x) — f v >(x, 2 / 0 , 2 /o')]dx = 0. 

I- J a Ja 


La parte integrada se anula por ser z (a) = z(b) = 0. Puede apli- 
'■niso entonces el lema de Du Bois-Reymond (nota 4) que da 

H(x)— f,.(x, Vo, Vo) — constante, 
y dorivnndo respecto de x resulta la ecuacion de Euler [118-9]. 
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b) Condiciones naturales de contorno. — Reemplacemos, 
como al comienzo de este apartado, [113-7] en [113-6], pero 
ahora dejando de lado la condicion z(a)=z(5)=0 de extre¬ 
mes fijos (§ 113-1, nota 1). Resulta: 

J'(0) = = 0. 

Si y 0 (£c) es extremal, anula, como vimos en a, el segundo 
termino y entonces debe verificar 

[113-13] Jz (x)f v ,(x,y*,y'o) [ = °- 

Esta condicion se cumple automaticamente en el caso de 
extremos fijos (§ 113-1, nota 1) en que z(a) = z(5) = 0, pero 
no euando los extremos son libres. Como caso particular de es- 
tos podemos suponer sucesivamente en [113-13] z(a)=£0 = 
= z (&) y luego z (a) =0=£z (b), de lo que deducimos: 

Teor. Para que y 0 = y 0 (a) sea solucion del problema va- 
riacional es necesario que sea extremal, y ademds, o bien 

1) Cumpla las condiciones de contorno yo(a) = a, y 0 (&) = P, 
en el caso de extremos fijos; o bien 

2) Verifique las lla.madas condiciones naturales de con¬ 
torno 

[113-14] f v [a,y«(o),y' 0 (o)] = 0, f„,[6,y»(b),y'o(&)] = 0, 

en el caso de extremos libres. 

Nota 6. Puede que sea fijo un extremo (por ej. a) y libre el otro. 
En este caso se tienen condiciones “mixtas” de contorno: y„(a> — a, 
iAb,Yo(b), y.'(6)] =0. 


c ) Forma desarrollada de la ecuacion de Euler; existencia 
y continuidad de yd'(x). — En el casogeneral en que bajo el 
signo integral figuren x, y, y la ecuacion [113-9] da para las 
extremales y 0 (a;) la ecuacion desarrollada 

[113-15] f y , u , (x, y 0 , Vo') yd' + f2/o, yd) Vd + 

-j~ fj/\r(#> 2/o, yd) - f]/ (#» 2/o, yd) ~ d , 

ecuacion no lineal en yd, pues esta figura en los coeficientes, 
que deben deducirse derivando la funcion i(x,y 0 ,yd) ■ La mte- 
gracion conducira a una funcion con dos constantes arbitrarias, 
que se determinaran por las condiciones de contorno (ver b). 

Para que [113-15] sea efectivamente de segundo orden y sus 
soluciones puedan satisfacer las condiciones de contorno es ne¬ 
cesario que 
[113-16] 


f)/’i/ , (^', ?/o> ?/<>) : / r - 6. 
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Ejemplo. Curva entre dos puntos, que engendra el cuerpo de revo¬ 
lution de volumen minimo, al girar alrededor del eje x. Es (§ 54-3) : 

V = n C y\dx, siendo t{x,y,y') = y 2 . 

Ja 

La ecuacion de Euler es en este caso en terminos finitos (no dife- 
rencial, cfr. § 113-4, ad) 



luego la curva coincide con el segmento (a, b) del eje x, mas las orde- 
nadas extremas, como era de esperar, dadas las condiciones del problema. 
No existe ninguna solucion que cumpla las condiciones de § 113-1, nota 1, 
salvo que en las condiciones de contorno sea a = P = 0. 

En § 113-4, a, estudiaremos el caso f y , y , = 0, y ahora vere- 
mos que con las hipotesis de § 113-1, nota 1, que solo implican 
para una extremal y 0 la continuidad de yd, [113-16] trae como 
consecuencia la existencia y continuidad de yd 



Poniendo, para abreviar, <l> (x + h) — $>(x) = A<[>, y teniendo en cuenta 
(§ 30-2) que A<I> = h &(»)+ hv> con co infinitesimo con h, se tiene para 
la Have del segundo miembro, que indicaremos por aL*: 

Afy = hi v . w [x,y 0 (x), yd (*)] + AVo iy v tx, y 0 (x), y 0 '(a:)] + 

+ Al/o'fyv[*,yo(*), yo'(x)] + h(J)i + AJ/oWa + Ayd w 3 , 
siendo coi, co 2 , (Os, infinitesimos con h, AJ/o, Ayd . Sigue de aqui 

Ayd _ _ AU : h _ _ 

h f»v[a j ,yo(*), yo'(a)] + cos 

f>»« [»>y»(«), yp ^g)] + «>i + ]fy» [«,yo («), yo'(»)] + <*>?}(Ay<r. k) 
fy'»-[*,y 0 (*), y«'(*)] + wa 

y por [113-16] resulta de aqui (con las hipotesis de § 113-1, nota 1) la 
existencia y continuidad de 

lim = y."(*) = f, — —ydU v ] : W 
h-^o h L Q* J 

De esta relation resulta tambien [113-15] despejando (d/dx)f„> y 
reemplazando en [113-9]. 


4. Integration de la ecuacion de Euler. — a) Consideremos 
primero el caso (ver § 113-3, c) en que 

[113-17] U v >(x,y,y') s 0 

para excluirlo en lo sucesivo, pues veremos ahora que entonces 
el problema variacional, o carece de sentido, o se reduce a un 
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problema de extremos de Calculo diferencial, o no tiene so¬ 
lucion. 


Por [113-17] fy no contiene y', o sea: fv(x,y,y')=F(x,y), de don- 
de f(x, y,y')= F(x,y)y' + G(x, y) y [113-9] da 

FAx,yo)yo + G„(x, y 0 ) = F[x, y 0 («)] = F*(x,y 0 ) + F v (x,y>)y' 0 , 
de donde 

[113-18] F„(x, 2/ 0 ) = G v (x, 2 / 0 ). 

a : ) Es F x (x, y) = G v (x,y) ulenticamente en x,y. Entonces el inte¬ 
grando del problema variacional es (§ 89-1) diferencial total exacta, la 
integral sobre cualquier curva de extremos (a,«), (b, (5) tiene el mismo 
valor J = U(6, P)—U (a, a) si es U (x,y) la funcion potencial (§ 89-1). 
Por tanto: 

On) El problema de extremos fijos pierde signification; 
a )2 ) El problema de extremos libres se reduce al de hallar los ex¬ 
tremos de la funcion de dos variables a, (5: U(5, (3)—U(a, a). 

a 2 ) Si F» (x, y)= G* (x,?/) no se verifica identicamente, sera una 
ecuacion finita (no diferencial) para las extremales y<j que deben cum- 
plir [113-18], y salvo casos excepcionales el problema variacional de ex¬ 
tremos fijos no tiene solucion (ver § 113-3, ejemplo). 


b) La funcion integrando f(x, y, if) carece de y, [113-9] 


se reduce a -j—fy, = 0 


de donde: 


[113-19] t v , = C ; 

e integrando esta ecuacion de primer orden aparece una se- 
gunda constante arbitraria. 


Ejemplo 1. Determinar las funciones y(a)_ que hagan minima la 
integral de [113-1]. Siendo f (a, y, y')= VT + y’" la ecuacion de Euler, 
por no figurar y en la integral, se reduce a [113-19], 0 sea 

—— y - - = C y — c y — cx -\- c, , 

Vi + 2 r 

es decir, una funcion lineal cuyas constantes se determinan por la con¬ 
dition de pasar la recta por dos puntos dados. Dado el .significado geome- 
trico de la integral, el resultado era a priori conocido. 

Si el problema variacional es de extremos libres, las constantes c y ft 
habran de determinarse por las condiciones naturales de contorno [113-14]. 
Como if-y’/Vl + v'*, Y es y'(a) = y'(6) = c, se obtiene de [113-14] 
c /Vl + c 2 = 0, 0 sea c = 0, y entonces las extremales son y = Ci, rectas 
perpendiculares a las rectas de contorno x = a, x — b, que evidentemente 
son soluciones del problema variacional. 

Nota 1. Si el problema propuesto impone a las extremales mas con¬ 
diciones que las que determinan las dos constantes arbitrarias contenidas 
en la solucion de la ecuacion de Euler, el problema variacional no tendra 
solucion en general. Por ejemplo, no pueden darse arbitrariamente dos 
puntos de una extremal y la tangente en uno de esos puntos. Asi, no 
tiene solucion buscar entre las curvas de la clase antes considerada 
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(§ 113-1, nota 1) que unen dos puntos A y B y tienen en A tangente 
distinta de la recta AB, la que tenga longitud minima, pues las extre¬ 
males son x-ectas y ninguna de ellas cumple las condiciones requeridas. 

c) La funcion integrando f(x,y,y') carece de x. — Ci) Es- 
te caso puede reducirse al b permutando las variables. 


Ejemplos: 2. Superficies de revolucion de area minima. — Entre 
todas las curvas de extremos dados, determinar la que engendra la su- 
perficie de revolucion de menor area al girar alrededor del eje x. La 
expresion del area, por ser dS~2ny Vdx 2 -f- d y s , es (§ 54-5) : 


= 2n J *y V 


1 + x’- d y 


f (y, x, x’) = y VI + x"- , 

habiendo adoptado y como variable independiente y x como funcion de_s- 
conocida, para simplificar; pues la ecuacion de Euler, con este cambio 
de variables, es: 

f,-r" f*> = 0, que se reduce a —f— fa,- = 0 , 

d y d y 


e integrando resulta: 


i,< = a, 0 sea: 


\-x if a 


de donde: 


x’ a (y a — a 2 ) = a 2 , y separando variables dx = —— 

V2/ a — 1 

Hagamos el cambio de variable y = achz; entonces: 

d y — a . sh 2 . dz VV — a 2 = a . sh z 
La ecuacion se reduce a 

da = a. ds de donde z = 


y la curva buscada (fig. 383) es la ca- 
tenaria (§ 29-1) cuya base es el eje x: 

, x + C 

y = a . ch -. 


Las constantes a y C se determinan 
por la condicion de que la curva pase Flg- 383, 

por los dos puntos dados. En particular, 

si estos son simetricos respecto del eje y, para x = ± a deben resultar va- 
lores iguales de y; como el ch es funcion par, deben ser opuestos los 
arcos a + C, — a + C, luego C = 0. 

Un estudio completo permite discutir los tres casos que pueden pre¬ 
sen tarse, segun que por los dos puntos pasen dos catenarias, una 0 nin¬ 
guna. 


3. Problema de la braquistocrona. — Un grave cae desde 0(0,0) a 
A (;!•„,//„) por una curva OA y se trata de encontrar esta de modo tal, 
que el tiuupo invertido en recorrerla sea minimo. 

La velncidad, despues de halier descondido la ordenada ?/, os: 






XXVIII. EC. EN DERIV. PARCIALES. C. DE VARIACIONES 


1/ — v “yy, -1 

v2gy 

y el tiempo transcurrido es, llamando l a la longitud de OA 


Jo V2 gy Jo > 2 gy ’ 

Para obtener la funcion que hace minima la integral, hemos adop- 
tado y como variable independiente y la ecuacion de la variacion primera 
que es: 


const; o sea, poniendo la constante en la forma l:V2r, 


se reduce a L 
se tiene: 


de donde x‘ 


Pongamos para racionalizar: 

y = r(l — cost) = 2rsen 2 $t 
y el segundo miembro se simplifica asi: 

Vi/_V2r sen 2 it 

V2r — y y/2r cos 3 it 

que se reduce a t git; por otra parte: 

dy = rsent.dt = 2r sen It cos it . dt ; 
luego la ecuacion se transforma en esta: 

dx = 2rsen a it.dt = r(l — cost)dt , 
cuya integral general es: 

x = r(t — sen t) -f C , 

y esta constante debe ser nula, pues para y = 0, t — 0 debe ser x = 0. 
Resultan asi las ecuaciones: 

x — r(f— sent) ; y — r(l — cost) , 
que representan una cicloide, cuya base es el eje x. 

Esta rampa cicloidal se llama curva braquistocrona, que significa: 
curva de tiempo minimo. 

iComo construir o determi- 
, nar la cicloide que pasa por O 

Ol __ x y A? No es facil resolver este 

~] | 1 problema algebraicamente, pero 

V N i„ I / en cambio es muy sencilla la SO¬ 
X' 'A * / lucion grafica representada en 

v la 384. Dibujese una on- 

' ' - _ i*. '' ' da cualquiera de cicloide y deter- 

Q' V X A minese el punto A' de intersec- 

cion con la semirrecta OA. La 
^ homotecia de centro O que trans- 

Q A forma A' en A da el arco de ci¬ 
cloide OA que resuelve el pro- 
Flg - 384 - blema. La figura indica asimis- 

mo como se detormina su radio 

r y se deduce facilmente el argumento f que corresponde ul punto A. 
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Co) El artificio usado en C\ exige que x sea funcion de y 
en el intervalo [a, (3] ; es decir, que la solucion buscada sea 
funcion monotona, y tal condicion puede no cumplirse, por des- 
gracia, en los dos problemas de la superficie minima (ej. 2) y 
de la braquistocrona (ej. 3). Veamos la solucion rigurosa. 

Si la funcion integrando carece de x, es decir, es del tipo 
f (y>y')> la ecuacion de Euler [113-15] se reduce a esta: 

[113-20] f,/-r V" + fy’yV' — f v = 0. 

Designando por D la derivacion total, respecto de la unica 
variable independiente x, y comparando el primer miembro de 
[113-20] con las expresiones: 

Df = f„. y' + i v > ■ V" , 

D (f u >. y') = i v ,. y" + f„, v . y' 2 + W • V r y" , 

se ve que la diferencia de estas es precisamente aquel trinomio 
multiplicado por — y'; luego de la ecuacion [113-20] se deduce 

D (f — fy, y') = 0 J. f — f„,. y' = a , 

ecuacion de primer orden que suministra la integral general, 
con dos constantes a, b. 

EJERCICIO. Apliquese la ecuacion [113-20] al problema de la super¬ 
ficie de Area minima y al de la braquistocrona. 

Nota 2. Facilmente se pasa de este metodo al aplicado en c>, que- 
dando asi justificada la permutacidn de variables. En efecto, alii proee- 
diamos asi: 

S f (V,y')dx = f tp(y, x')dy , 

y suponiendo que x = x(y) fuera uniforme en el intervalo [a, |3], obte- 
niamos como integral la ecuacion de Euler cp.,. = c; pero siendo: 

cp = f. x' cpx- = f + ix’.x' 
y como y' — \!x', este binomio vale: 

f -f- f„*.x'(—1/»'•), 0 sea f — f v . y '. 

Por ambos metodos se llega, por tanto, a la misma ecuacion diferen- 
cial, quedando asi justificado aquel, si es y funcion uniforme de x, aun- 
que no exista funcion inversa. 

5. Otros problemas variacionales. — a) Geodesicas de una 
superficie. — Problema muy importante en Geometria y en 
Fisica relativista es el de las geodesicas de un espacio curvo. 
En el caso mas sencillo, que es el de las superficies del espacio 
euclidiano (§ 76-5, d ), la expresion de la diferencial de arco 
[76-3] es 

d 8 m d?i- -f 2g 12 d u dv + g 22 dv 2 , 

adoptando u como variable independiente, la funcion integran¬ 
do es: 


f 


Vffu + 2 < 71 2 v’-\ g^v ' 2 
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y la ecuacion diferencial de las geodesicas resulta inmediata- 
mente aplicando la ecuacion de Euler: 

v' + dg ™-v'A : 2 £ = 

\ dv dv dv I 

— [ (g 12 ~\r Q 22 v ') • f] • 


Ejemplos: 1. Si la superficie es plana, g n = = 1, tha = 0, la 

ecuacion se reduce a esta: 


^[v':vT + ^] = 0 


v' — a .'. v = au + b , 


es decir, las geodesicas son rectas. 

2. Geodesicas de la superficie esferica. — Si u es la latitud y v la 
longitud, el elemento de arco en la superficie esferica de radio 1 es: 

ds 2 = d u" -f- cos 2 u . dv 2 = 1, fiTiu = 0, g 2 2 = cos 2 tt. 

Como no contiene la variable v, la ecuacion de Euler, despues de una 
primera integracion, da: 

_ v’_. cos 2 u __ 1 _ 

Vl + v cos 2 u V1 4- c a 

poniendo en esta forma la constante, para facilitar la integracion. 


Despejando: 

, 3 _ _1_, 1 

“ (1-f c 3 )cos‘w —cos 2 m ’ — cos 2 m Vc a — tg*w ? 

la integral es inmediata con el cambio de variable t gu = t y resulta: 
c . sen (v + a) = tgzt o bien a cos v + b sen v = tg u 

que representa un arco de circunferencia maxima, seccion por el piano 
ax -f- by = z. 


b) Curvas extremales en forma parametrica. — La teoria 
que hemos expuesto es muy restringida, por considerar sola- 
mente arcos de extremos A, B, que son cortados en un solo 
punto por cada recta paralela al eje y. Para poder considerar 
todos los arcos AB, es preciso adoptar la forma parametrica: 

x = x(t) , y — y (t) 
y considerar las integrales del tipo: 

[113-21] J f(x,y,x',y')dt. 

Al cambiar el parametro t por el u, la diferencial queda di- 
vidida por u', mientras que x' e y' quedan multpilicadas por u'. 
Para que la integral tenga significado intrinseco, independien- 
te del parametro elegido para representar el arco, es preciso 
que la funcion f (x,y,x',y') quede multiplicada por u '; y como 
esto vale para todo numero u', debe ser homogenea de grado 1 
respecto de las variables x', y'. 
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Ejemplos: 3. La funcion integrando para la longitud del arco 
(§ 113-4, ej. 1) es V»' 2 + y’ 2 , que cumple esta condicion de homoge- 
neidad. 

4. Lo mismo sucede a la funcion y Vx"- + y’ 2 que aparece en el 
area de la superficie de revolucion (§ 113-4, ej. 2). 

Para hacer variar el arco AB incrementaremos las coorde- 
nadas poniendo x + r x z x , y -j- r 2 z 2 en lugar de x, y. Las fun- 
ciones z x (t), z 2 (t) son continuas con sus derivadas primeras, 
y nulas en los extremos A, B (en el problema de extremos fi- 
jos), y por comodidad las supondremos positivas en los puntos 
intermedios. Los numeros r lf r 2 , son reales y al anularse de- 
terminan el arco AB. 

La integral [113-21] es una funcion <l>(r u r 2 ) de los para- 
metros r lf r 2 , y sus derivadas parciales primeras respecto de 
ellos deben anularse para r x = 0, r 2 = 0, si es maxima o mi¬ 
nima en el arco AB la integral [113-21]. Es decir, debe veri- 
ficarse: 

d>\(0,0) = J (f x . .z\)dt = 0 , 

^ 2 (0,0) = j (f y .z 2 + f v >.z' 2 )dt = 0 . 

Transformando por partes el segundo sumando de la se- 
gunda integral resulta, como ya se vio (§ 113-3, a), la condi¬ 
cion [113-9] de Euler; y lo mismo para la primera integral. 
Resulta asi el par de ecuaciones diferenciales de segundo orden 

[113-22] f* — -A f x , = 0 ; f,-A i„, = 0. 


Nota. Como consecuencia de la homogeneidad de f{x,y,x',y’) se 
verifica la identidad facil de demostrar: 

f * - l - )»' = -( f . - 4- f.') V' 

y por tanto, basta resolver una de las ecuaciones. 

La demo-stracion se reduce a derivar respecto de t los dos miembros 
de la igualdad: 

f = x' f„. + y'i v . 

que expresa la homogeneidad de f por el teorema de Euler (§ 67-3), 
y simplif ican do la igualdad obtenida por reduccion de los terminos 
x" f x - -)- y" iy que aparecen en ambos miembros, resulta la igualdad pro- 
puesta. 

Ejemplo 5. Problema de Newton. — Determinar el cuerpo de revo- 
lucion que, al moverse en la direccion de su eje en un fluido, encuentra 
ri'sistcncia minima suponiendo que la resistencia normal es proporcional 
al cuadrado de la componente normal de la velocidad. 

El area engendrada por el elemento ds, al girar alrededor del eje x, 
es 2:t//.ds; la componente normal de la velocidad v es v . dy/ds, luego, la 
resistencia de la corona de superficie cs 2nv" y. dy-1 ds por un factor nu- 
merico. 
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Como la componente normal al eje es nula, basta considerar la com- 
ponente paralela, la cual se obtiene multiplicando' por dy/ds, luego la re- 
sultante de todas es la integral 

2xv" Cy.dtf.df = 2jt (— V dt 

J J x +y 

expresando las coordenadas en funcion de un parametro eualquiera t. 

La ecuacion de Euler que debe integrarse es por tanto: 

V x' y'* _ a 

(x' 2 + y' 2 ) 2 

y adoptando como parametro t — x'ly' resulta inmediatamente: 

y = a(t°- + l) 2 : t 
cuya derivada: 

y' - a(t 2 + 1) (3f 2 — 1> : t 2 
permite despejar: 

x' = a(t 3 + 1) (3i a — 1) : t = a(Zt a + 2t — tr l ) 
e integrando resulta: 

x = a(2t* + t" — In t) + b. 

Estas expresiones parametricas indican que 
y no puede anularse, es decir, la curva no cor- 
ta al eje x. El estudio de la curva permite cons- 
truirla y la fignra 385 muestra claramente que 
el arco buscado debe pertenecer a una sola ra- 
ma de la curva. Dados los extremos A, B, la construccion del arco AB 
puede hacerse gr&ficamente por semejanza. 

c) Principios extremales cle la Fisica. — Desde la antigiie- 
dad se ha intentado edificar la Fisica sobre postulados de ca- 
racter extremal, de los cuales se deducen las eeuaciones y leyes 
fundamentales, y esta tendencia se acentua mas cada dla. He 
aqui los mas importantes: 

Principio de Maupertuis de la acci6n minima (1740). — Un punto 
movil de A o B sigue el camino tal que la integral de la velocidad a lo 
largo del mismo, es decir, J v . ds, es minima. 

De este principio, perfeccionado por Euler y modernamente genera- 
lizado por Holder (1896), pueden deducirse las eeuaciones de la Meca- 
nica. Por ejemplo, para el movimiento libre, las eeuaciones de Euler apli- 
cadas a la integral que expresa la accion J (x’ 2 -|- y'") dt dan x — a, 
y — b, es decir, el principio de inercia de Galileo. 

Principio de Fermat (1629). — Una generalizacion importante del 
problema de la braquistocrona es esta, que llamaremos problema de Fer- 
mat : 

Siendo la velocidad de un movil una funcion conocida v (x,y), deter- 
minar el camino mas breve entre los puntos A, B, es decir, el arco tal 
que sea minimo el tiempo total: 

ds 

v{x,y) 

En el problema de Bernoulli, que conduce a la braquistocrona, esta 
velocidad es proporcional a Vi/, pero en el de Fermat es una funcidn 




o 


Fig. 385. 
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eualquiera. Si v es la velocidad de propagacion de la luz (es decir, si 1/v 
es el xndice de refraccion) se tiene el autentico- principio de Fermat (o 
de Heron), fundamental en Dptica, y que permite demostrar facilmente 
las leyes de la reflexion y de la refraccion. 

Principio de Hamilton (1834) y ecuaciones de Lagrange (1788). 
— Un sistema mecanico con n grados de libertad esta caracterizado por 
n parametros o coordenadas: qi, q 2 , ..., q n funciones del tiempo. La 
energia potencial U es funcion de ellos; la energia cinetica o fuerza 
viva L es funcion de ellos y de sus n derivadas respecto de t; la dife- 
rencia L — U se llama potencial cinetico, y con esta denominacion, se 
enuncia asi el principio de Hamilton: 

Entre todos los movimientos posibles que en un tiempo dado hacen 
pasar un sistema de uno a otro estado, se realiza aquel movimiento para 
el cual es estacionario el potencial cinetico medio: 



U)dt. 


Las ecuaciones de Euler [113-22] son en este caso las n siguientes: 
— — Lq — (Lq — Uq) •= 0 (q = qi, q 2 , • • g™) 


que son precisamente las ecuaciones de la dinamica de Lagrange. 

Las ecuaciones de la Estatica resultan como corolario: 

Uq — 0 (q = q u q 2 , ...,q n ) 

es decir: Condicion necesarxa y suficiente para que un sistema mecanico 
de energia potencial U(qi, q 2 , ..., q„) este en equilibria para ciertos va- 
lores de estas coordenadas, es que la energia potencial sea estacionaria 
para esos valores. 

Otros principios, tambien importantes en Mecanica, son estos: 

Principio de Gauss del esfuerzo mInimo. — El movimiento de un 
sistema material con vinculos bilaterales, esta caracterizado entre todos 
los movimientos compatibles con los vinculos por la condicion de esfuerzo 
minimo de estos. 


Principio de Hertz. — El movimiento de un sistema material de n 
puntos con vinculos bilaterales independientes del tiempo y no solicitado 
por fuerzas, se verifica con velocidad constante y con curvatura minima 
de la grdfica representativa en el espacio de 3n dimensiones formada por 
los puntos cuyas coordenadas son las coordenadas de los n puntos por las 
raices cuadradas de sus masas. 


d ) Variation de las integrates multiples. — El problema 
fundamental es analogo al resuelto en § 113-3. Entre todas las 
funciones u (x,y) definidas en un recinto D, que toman valo¬ 
res prefijados en el contorno C, determinar aquellas que dan 
valor maximo o minimo relativo a la integral: 

[113-23] J j f {x, y, u, u x , u y ) d# . d y. 

(Icometricamente: determinar los casquetes de contorno da¬ 
do C que hacen maxima o minima a la integral. Haciendo va- 
riar u, es decir, poniendo u-\-rw, donde r es un numero real 
y w {x, y) una funcidn continua que se anula en el contorno C, 
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la integral es funcion de la variable real r y anulando su de- 
rivada se llega a la condicion necesaria de Euler: 


f = _A_ f j _f 

dx p + d y q 


[113-24] 

(V=u x , q = u y ). 

He aqui algunos ejemplos muy importantes: 


Ejemplo 6. Superficies de Area mi'nima. — Aplicando la condicion 
[113-24] al area de un casquete de contorno C 


S’ 


-JJ* 


4- z x a + z v a . dx . d y = 


VI 4- p" + q -. dx . d y 


resulta inmediatamente la ecuacion de las superficies de area minima: 

Zxx ( 1 -f- Zy) — 22xk • Zx . Z v Zyy ( 1 -)-2x~) — 0 • 


Ejercicio. Compruebese que la satisface la ecuacion 

>a x + C 

a 


y- 4- z 2 = a"ch 2 


de las superficies minimas de revolucion (superficies catenoides), obte- 
nida en § 113-4, ej. 2. * 


Principio de Dirichlet. — Dado un recinto A, cualquiera que sea la 
funcion u(x, y) que en el contorno tome valores prefijados, hace positiva 
a la integral: 

I=|| [(t6x) s .4-(^) 2 ] dx dy , 

luego el conjunto de valores de I tiene un extremo inferior. iSera accesi- 
ble, es decir, existira alguna funcion u que de a la integral I valor minimo? 
Este postulado famoso se llama principio de Dirichlet. Tal funcion debe 
satisfacer a la ecuacion [113-24] de Euler, que en este caso es: 

a V/ = Uxx -|- Uyy = o ; 

pero aun demostrada la existencia de solucion de esta ecuacion de Laplace, 
no queda probado que haga minima a la integral. En cambio, admitido el 
principio de Dirichlet (que se puede demostrar directamente, nota X, 2), 
se deduce, como hizo Riemann, la solucion de /\u= 0. 


Equilibrio y movimiento de cuerdas, membranas y placas. — Si 
se alabea el contorno de una membrana elastica situada en el piano xy, 
el area de la superficie z = f(x,y) que forma la membrana es: 


V1 4- ( 2 *) 2 4- (z v ) 2 dx . d y s 


s fj dx . dy 4 - j J [(z x ) a + (z v ) a ] dx.dy 

tomando solamente los dos primeros terminos en el desarrollo de la raiz 
cuadrada. La dilatacion sufrida por la membrana viene expresada por el 
segundo sumando; y como la energia potencial es proporcional a la dila¬ 
tacion, resulta como condicion de equilibrio: la funcion 2 debe hacer mi¬ 
nima la integral: 



Zx) 2 4- (z u ) 2 ] dx.d y. 
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La ecuacion de Euler [113-24], aplicada a esta integral, es: 

Zxx “l” Zyy = 0 , 

es decir, la ecuacion de Laplace. 

Analogamente resulta la ecuacion de equilibrio de la placa elastica: 
AAz 4- f (*» V) = 0, siendo f la fuerza exterior y representando A el 
laplaciano (§ 91-6, d) que, al aplicarlo dos veces, da una ecuacion de 
cuarto orden. 

Tambien conduce el Calculo de variaciones a las ecuaciones de los 
movimientos vibratorios de cuerdas, placas y membranas; la primera, que 
es la de d’Alembert, ha sido ya estudiada en §§ 112-6 y 7. 

Ecuacion de la cuerda vibrante : \ . z u — rz X x. 

Ecuacion de la membrana vibrante: Q.z t t — f (x, y, t) = r . Az. 
Ecuacion de la placa vibrante: Q.z t t + f (x, y, t) 4 - r . AAz = 0. 

(Cfr. nota VIII, con sigmificacion de q y r). 

6. Variacion segunda y condicion de Legendre. — a) Como 
la integral J 6 [113-2] es funcion de t, desarrollada por la 
formula de Taylor resulta: 


J«) = J(0) + 


dJ \ . J 2 

d^) 0 + 2! 



Solo hemos considerado (§ 113-2) el termino llamado va¬ 
riacion primera: ftJ = t.J'(0); el estudio complete exigiria 
considerar las variaciones sucesivas (Lagrange) 


5 2 J = t- J"(0) ; 5 8 J*« 8 J , "(0) , 


llamadas variacion segunda, tercera, etc. 

Pudiera creerse, por analogia con la teoria de los maximos 
y minimos orclinarios, que el analisis de las variaciones suce¬ 
sivas permitirii resolver completamente el problema; pero no 
acontece asi, pues el ser, por ejemplo, minima la integral para 
cada tipo de variacion, es decir, dentro de cada haz y () (a;) + 
tz(x), siendo z una funcion prefijada, no implica que lo sea 
para el conjunto de todas ellas; de igual modo que acontecia 
con la teoria ordinaria, en ejemplos como el puesto en § 70-2, 
Ej. 3; pero aqui el conjunto de direcciones de variaciones, es 
decir, el conjunto de funciones z, es mucho mas amplio y el 
problema mucho mas complejo. 


Ejempio. Determinar la curva de extremos 0 y 1, que haga maxima 
0 minima a la integral siguiente: 

J (y 3 — y' s )dx. 

La ecuacion de Euler se reduce en este caso a la siguiente: 

2 V - ^ (3j/' a ) = 0 ; 2y 4- W = 0 , 

quo se .satisface por In solucion y — 0, la cual cumple, en cfecto, la con- 
dicioii de hacer minima la integral paru variaciones del tipo < 7 .(sc), pues 
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cualquiera que sea la funcion elegida z(x), con derivada finita en (0, 1), 
tomando 




Fig. 386. 


es la integral positiva. Sin embar¬ 
go, existen funciones tan proxi- 
nias a 0 como se quiera, que hacen 
negativa la integral. Basta cons- 
truir curvas como la indicada en 
la figura 386, formada por un seg- 
mento rectilineo unido al arco de 
sinusoide y = a sen (x/a ), y al ana- 
logo en el otro extremo. Un calculo 
facil conduce a este resultado: 



b™ . x , 4 

cos 3 - da; = — 

a 3 



(j/ a — y' 3 ) da; < a 3 - a — a j a 



< 0 si a —> 0 + , 


luego, para valores de a suficientemente pequenos, la integral resulta ne¬ 
gativa. 

Note el lector que la distincion entre entorno y aproximacion radial 
es la misma estudiada en § 70-2. 


b) En cambio, toda condicion necesaria para extremo de 
J(i) en t = 0 dentro de un haz y-\-tz, es tambien necesaria 
para extremo del problema variacional, y es asi como obtuvi- 
mos la ecuacion de Euler como condicion necesaria. 

&a) Supongamos ahora que buscamos un minimo de la in¬ 
tegral [113-2]. Como una condicion necesaria para el minimo 
de la funcion J (t) con derivada segunda es (§ 33-9) J" (0) > 0, 
tendremos: 

Pam que una extremal y 0 (%) que cumpla las condiciones de 
contorno (ver § 113-3, b ) sea solucion del problema variacio¬ 
nal es necesario que para toda funcion z(x) admisible (cfr. 
§ 113-1, nota 1) la segunda variacion sea no negativa: 
t 2 J"(0)> 0. 

b 2 ) Si en un punto x x tal que a < x x < b es 

UAx i,yo(®i),y'o(3i)l = — h 2 < 0 , 
existe una funcion z(x) con derivada primera continua, tal 
que 5 2 J < 0. 

Por la continuidad de f„.„. podemos suponer que xi es interior 
(ct < Xi < 6), y ademas existe un e > 0 tal que 

1) a<x i—3e, y a; x -J- 3e < &; 

2) f„v|>>yo(aO, yM*)] < — para Xi — 3e < x < Xi -|- 3e. 

Debemos hallar una funcion z(x) tal que: 
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[113-25] J"(0)= 

= f -|fi/v[»,yo(a;), y'o(x)]z s + 2f vu -zz’ + f„.„»s' 2 [da; < 0 , 

u a 

para lo cual buscaremos que sea z' grande donde f„.„. <0,yz pequeno, para 
que el tercer termino, que es negativo, prive sobre los otros dos. Esto se 
logra con la funcion (fig. 387) : 



Fig. 387. 


z(x) = 


(x — Xi + 3e) V (4e 9 ) 
i + (x — Xi + 2e) / (2 f) 
1 — — Xi) 2 / (4 e“) 

i _ (x — Xi — 2u) / (2c) 
(x — xi — 3e) a / (4e s ) 

0 


a < x < Xi — 3e , 
Xi — 3e < x < Xi — 2e, 
Xi — 2e < x < Xi — e , 

Xi — e<x<Xi+e , 

Xi -f e < x < x x -j- 2e, 
Xi -j- 2e < x < Xi -(- 3e , 
X\ + 3e < x < b . 


Para esta funcion z(x), que en [a, b] tiene derivada continua y ve- 
rifica 

|z'(x)| < 1/(2e) ; 0 < z(x) < 1 , 

la integral en [113-25] se extiende al intervalo (x x — 3e, xi-f-3e), donde 
por la continuidad de f vv y de f„„- es | f„ v | < K, | f„„. | < K para un 
cierto K, y entonces se tiene para los dos primeros terminos: 

I r xi + 2c I T K 1 

[f+ 2f vv .zz']dx I < 6e| K + ~ | = 6K(l + e) , 

J xi —3e 


6K(1 + e) 


y para el tercero 

/’*i-|-3e rx \—e /’!«+2e / 1 \ 2 h- h 1 

W*' s dx <| + ) < 2 e -i- = - ~ 

Jx 1 —3e J xi — 2c Jx l+e \ 2e / 2 4e 

y cligiendo e > 0 suficientemente pequeno para que h 3 / ( 4e) > 6K(1 + e), 
resulta J" (0) < 0. 


6 a ) De y b 2 sigue el teorema: 

Necesaria para que la extremal y„ (x) hag a minima la in¬ 
tegral J es la condicion de Legendre: 

[113-26] fv>v>\x> yo(*)» y'o(^)] 0 para a < x < b. 


Not AS: 1. Excluyendo el caso f„.„. = 0 (ver § 113-4, a), se tiene la 
coudici6n fuerte de Legendre: 

[113-27] fiw[0»yo(a)i y'o(»)] > 0 para a < x < b. 

2. Cambiundo f en f se tiene la condicidn necesaria para muximo. 
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§ 113 -6 


Ejercicios 


1. Resolver con la ecuacion de Euler el problema variacional: 


VI + y' 2 dx = min.; y(a*) = 6* ; 


(camino mas corto entre dos puntos del piano). 

2. Demostrar que la curva que une dos puntos A, B del semipiano 
superior y > 0 y hace minima la integral 


V 1 + 2/' a 


- da; , 


es el arco AB de circunferencia con centro sobre el eje x. 

3. Considerese el siguiente problema variacional: Entre todas las 
curvas y = y(x) que unen dos puntos Ai(a,, bi), A 2 (a 2 , b 2 ), hallar la que 
hace minima la integral 


[113-28] 


i[»] = c 

J a 1 


g a (x).y' 2 dx > 0, g(x) funcion dada. 


Su ecuacion de Euler: —[2g“(a). y']'= 0 se resuelve por: 
[113-29] y' = Ci/g s (x) , y = j C&*(t)dt + C 2 , 


y por las condiciones de contorno: 


[113-30] 


C s = 6» , Ci = (ba — bi) 


g' 2 (a;)da;. 


«.) Probar, utilizando la desigualdad de Schwarz (§ 96-2), que el 
minimo de [113-28] es 


[113-31] 


(b 2 — &,)' 


g~ s (x) da; , 


alcanzable cuando y' verifica la primera [113-29]; b) Verificar que 
[113-31] es el valor de [113-28] al reemplazar y' por la primera [113-29] 
con el valor de Ci dado por [113-30]. 

4. a) Utilizando el ejercicio 3 hallar las extremales del problema 
variacional: 

I = x*y' 2 dx = min., y(a<) = b ( ; 

J Oj 

b) Probar que si 1 y a,a 2 < 0 los puntos A ( (a<, 6.) no pueden 
unirse por una extremal. 

5. Hallar las extremales de 

I = J y p y' q da; , 

con p y q enteros pares. 

6. Hallar la ecuacion diferencial de un rayo de luz en cl piano xy, 
cuya velocidad v(a :,y) es independiente de la direction. 
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7. Aplicando el principio de Hamilton (§ 113-5, c), demostrar que 
las geodesicas de una superficie S son sns trayectorias dindmicas cuando 
no actuan fuerzas exteriores, es decir que en tal caso un punto obligado 
a moverse en S, describe una geodesica de S. 

8. En base al ejei’cicio 7, caracterizar geometricamente las geodesi¬ 
cas como curvas tales que su normal principal n es paralela a la normal 
m a la superficie. 


NOTAS AL CAPfTULO XXVIII 


I. Ecuaciones en diferenciales totales. — a) Definiciones. — La ecua¬ 
cion diferencial total o en diferenciales totales 

[XXVIII-1] F(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz = 0 , 

eserita tambien en forma asimetrica 


[XXVIII-2] 


-J- da;- dy = U da + V dy 

K x\> 


suele interpretarse como una ecuacion en una funcion incognita de dos 
variables z = z(x,y), tal que esta convierta la ecuacion en una identidad 
en x, y, da;, dy. 

La [XXVIII-1] como ecuacion diferencial ordinaria contiene mas de 
una funcion incognita y entonces se presenta, on general, una multiformi- 
dad de soluciones expresable mediante funciones arbitrarias; lo mismo 
ocurre en un sistema (§ 109) con mas incognitas que ecuaciones. Por 
ejcmplo, en y' = i{x,y,z,z') , fijada arbitrariamente z = z(x) derivable, 
resulta una ecuacion y' = g{x,y ). 

En 1* + Q .(dy/dx) + R .(dz/Ax)= 0, es decir, en [XXVIII-1], hay 
dos funciones incognitas, siendo solucion o integral todo par y = y(x), 
z = z(x) que anule identicamente el primer miembro de [XXVIII-1], que 
como expresidn lineal homogenea en las diferenciales, se llama pfaffiano. 


b) Interpretacion geometrica. 
campo planar (§ 111-1, «•), pero 
(a diferencia del campo de una 
ecuacion en derivadas parciales 
de primer orden) con un solo ele- 
mento piano para cada punto. En 
efecto, [XXVIII-1] expresa que 
toda curva integral I: y — y(x), 
z = z(x) es en cada punto M(a;, 
y, z) ortogonal a la curva C de la 
congruencia caracteristica (§ 110- 
4, a) de 

[xxvni-3] “ = 


que pasa por M. Entonces las cur- / / 

vas integrales de [XXVIII-1] son / 

las que resultan tangentes en ca¬ 
da punto al elemento piano nor¬ 
mal a la curva caracteristica de 
[XXV1II-3] en dicho punto (fig. 

388). 

En general, en una superficie arbitraria S: 
[XXVIII-4] z=zi(x,y) , 


Puede asociarse a [XXVIII-1] un 
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el campo planar de [XXVIII-1] determina un campo de direeciones: para 
cada punto M de S, la direccion de la interseceion de S con el elemento 
piano en M. Como las lineas de campo de este campo, son soluciones de 
[XXVIII-1], habra, en general, un haz de soluciones en cada superficie 
arbitraria [XXVIII-4]. Analiticamente: si con z=f(x, y) se eliminan 
z y dz de [XXVIII-1], queda una ecuacion de primer orden en x e y 
cuya solucion general 

[XXViii-5] s( x > y> c) = o 

representa en el espacio un haz de cilindros con generatrices paralelas al 
eje z, que cortan a S segun curvas integrales de [XXVIII-1]. 

c) Integrabilidad completa. — Un haz de superficies 
[XXVIII-6] F(x,y,z)=C , 

conduce a la ecuacion en diferenciales totales 
[XXVIII-7] F„ dx + F v dy -f F. dz = 0 , 

quo tiene por solucion toda curva regular arbitraria perteneciente a una 
superficie del haz determinado por [XXVIII-6]. 

Toda ecuacion [XXVIII-1] que pueda obtenerse de este modo se 
llama completamente integrable, llamandose a [XXVIII-6] solucidn o 
integral general, de la que son integrales particulars las funciones 
z — z(x,y) que convierten [XXVIII-1] en una identidad. La integrabi¬ 
lidad completa equivale a cada una de las tres propiedades siguientes: 

lb) Los elementos pianos envuelven un haz de superficies; 

2 V ) La congruencia caracteristica de [XXVIII-3] admite un haz or- 
togonal de superficies (cfr. § 110, ejercicio 11, b) ; 

3?) P, Q y R son respectivamente proporcionales a las derivadas 
parciales de una funcion de tres variables, es decir, existen dos funcio¬ 
nes, la integral general F (x,y,z) y el factor integrante p(«, y, z) tales 
que: 

[XXVIII-8] F, = pP , F* = pQ , F, = pR. 

Obtendremos de [XXVIII-8] una condicion sobre los coeficientes P, 
Q, R. Se tiene, en efecto: 

(pP)y = Fay = F y» = (pQ), , 

es decir: 

p(Py — Q,) = Qp* — Ppy 

y analogamente 

lx (Q* — Ry) = Rpy — Qp, ; p(R, —P,) = Pp.- — Rp*- 

Eliminando p entre estas tres ecuaciones, para lo cual basta multi- 
plicarlas respectivamente por R, P, Q y sumar, se obtiene la condicion 
necesaria para la integrabilidad completa (Euler, 1770) : 

[XXVIII-9] P(Q, —Ry) + Q(R, —P--) + R(Py—Q.) =0. 

Probaremos que esta condicion es tambien suficiente, dando a la vez 
un metodo de integration de [XXVIII-1] cuando ella se cumple. Si se 
deja constante una variable, por ejemplo z, la ecuacion [XXVIII-1] se 
reduce a 

[XXVIII-10] P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy = 0 , 

donde z entra como parametro. Si la solucion es 
[XXVIII-11] u (x,y,z) = a = const., 
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siendo Q(x,y,z) un factor integrante de [XXVIII-10], sera w, = qP, 
Wy = qQ, pero en general u, ^ qR. Pongamos 

u- = qR — S ; 

se tiene entonces por [XXVIII-9] 3 (S, u) /3 (*, y)= 0, y como esta re- 
lacion vale para toda funcion [XXVIII-11] resulta S funcion de u, y del 
parametro z. 

Por ser q(P da; -f- Q dy + R dz) = du + S dz, es [XXVIII-1] equiva- 
lente a 

[XXVIII-12] dw + S (u, z) dz — 0. 

Si G(«,z)=C es la solucion de [XXVIII-12] y run factor inte¬ 
grante tendremos 

v (dt« -[- S dz) = vq (P da; + Q dy -f R dz) = dG ( u, z) = 0 ; 

y expresando en G(u, z), u en terminos de x, y, z resulta 

F(x,y,z) = C 

cuya diferencial total del primer miembro es proporcional al primer miem- 
bro de [XXVIII-1], con factor integrante p. = vq. 

Observese que si se cumple la condicion [XXVIII-9], cualquier curva 
de las superficies [XXVIII-6] verifica [XXVIII-1], y que dado un punto 
M, s6lo los puntos del entorno de M situados sobre la superficie 
[XXVIII-6] que pasa por M son accesibles mediante una curva solucion, 
exi8tiendo infinitos puntos del entorno de M que no son accesibles desde 
M en esta forma. En cambio, si no se cumple [XXVIII-9], no existen 
superficies [XXVIII-6], ni factor integrante p, y entonces se dice que la 
ecuacidn [XXVIII-1] tiene soluciones impropias dadas por la intersec- 
ci6n del determinado haz [XXVIII-5] con la superficie arbitraria 
[XXVIII-4], pudiendose demostrar que cualquier punto del entorno de 
un punto M es accesible desde M por una solucidn impropia. Esta ob- 
mica, en particular, a la formulacion de su segundo principio segun Ca- 

mica, en particular a la formulacion de su segundo principio segun Ca- 

RATufioDORY (vease k). 

Ejempi.os: 1. 2yz d» + xz dy + Zxy dz = 0. Se cumple la condicion 
de integrabilidad [XXVIII-9]. Para z constante es 2y da; + x dy — 0, e 
integrando: 

[XXVIII-13] u (x.y.z) = x 2 y = a(z) , 

siendo un factor integrante q calculable por u x = qP, de donde q=x/z. 
Entonces 

S = oR — u z — ( x/z ). 3 xy = 3 u/z. 

La ecuacion en u y z, dw + 3 (u/z) dz = 0 da uz s = C con factor 

integrante v = z‘, y entonces por [XXVIII-13] es x^yz 1 — C, con factor 
integrante p = xz 2 respecto de la ecuacion propuesta. 

2. — y dx x dy + k dz = 0 con k -=fc 0 constante, no es completa¬ 
mente integrable, pues el primer miembro de [XXVIII-9] vale — 2k # 0. 
Directamente, si se busca un factor integrante p que cumpla [XXVIII-8], 
es decir, 

F* = — py , Fy = px , F* = \ik , 
las eondiciones 

Fjy = Fy, , Fy, = F,y , F,„ = F„ 

son aqui 

2p s= •— x\i, — yp v , py = («//c)p, , p, = — (v/k) p, , 
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de donde resultaria \i{x,y,z) = 0. Sobre la superficie arbitraria z = 
= f (x,y), las soluciones impropias son las determinadas por el haz de 
cilindros solucion de (kf x — y) dx -f (kf v -f- a;) dy = 0 , curvas ortogonales 
a la congruencia de helices 

„ 2 + C 2 2 4 - Ca 

x = Ci cos — - , y = Ci sen —^- , 

solucion, aqui, del sistema [XXVIII-3]. 

d) La condicion [XXVIII-9] admite una interpretacion sencilla, con- 
siderando el campo do los vectores V de componentes P, Q, R. Si existe 
un haz [XXVIII- 6 ] de superficies para las cuales se verifica [XXVIII-1] 
para todo desplazamiento (dx, dy, d 2 ) sobre una de ellas, es nula la cir- 
culacion de V sobre toda curva de una tal superficie, y por el teorema 
de Stokes (§ 92-3), nulo el flujo de rotV sobre un trozo cualquiera de 
una tal superficie S, y como por [XXVIII-1] es V normal a S, esto 
equivale a V . rot V = 0, que es [XXVIII-9], mostrando ademas que esta 
es una propiedad intrinseca, invariante respecto de un cambio de coorde- 
nadas. 

Si rotV = 0, se verifica [XXVIII-9] por anularse los parentesis, y 
las superficies [XXVIII- 6 ] son las equipotenciales del campo; pero tam- 
bien puede existir un haz de superficies ortogonales a las lineas del cam¬ 
po, sin que este admita potencial. 

En efecto, buscar un factor integrante [i, del primer miembro de 
[XXVIII-1] es buscar un escalar p, tal que p,V sea un gradiente, para 
lo quo es neccsario y suficiente (§ 91-5, nota) que se cumpla rot(pV)=0, 
equivalente segun [91-37'] a (grad p) AV + p rot V = 0, y al multiplicar es- 
calarmente por V se vuelve a encontrar [XXVIII-9]. 

e) Forma asimetrica. — Si R 7 ^ 0, es frecucnte escribir [XXVIII-1] 
en la forma [XXVIII-2], es decir dz = U dx -f- V dy, reduciendose la con¬ 
dicion [XXVIII-9] de integrabilidad completa a: 

[XXVIII-14] U„ + U„V = V, + V«U. 

Por ser d 2 = p dx + q dy, [XXVIII-14] equivale al sistema de ecua- 
ciones en derivadas parciales: 

p = U (x, y, 2 ) , q = V (x, y, 2 ). 

/) Metodo dc integracidn de Mayer (1872). — El metodo de inte¬ 
gracion dado en c) exige la integracion sucesiva de dos ecuaciones dife¬ 
renciales [XXVIII-10] y [XXVIII-12] en dos variables. Probaremos aho- 
ra el siguiente teorema de Mayer: Cuando la ecuacion en diferenciales 
totales 

[XXVIII-15] d 2 = U (x, y, 2 ) dx + V(x,y, 2 )dy 

es completamente integrable, su integracion depende de la de una sola 
ecuacion diferencial ordinaria con un pardmetro arbitrario. 

Sea 2 « el valor arbitrario de 2 en el punto (x 0 , y 0 ), tal que las cuatro 
derivadas parciales U«, U,„ V*, V„ existan y sean continuas en un entorno 
de (xo, yo, z 0 ). Si la ecuacion es completamente integrable, su solucion 
" — z (x, y) quedara completamente determinada por su valor z 0 en (x<>, y 0 ) ; 
entonces el valor de 2 en (x, y) podra obtenerse siguiendo la variacion de 
2 a partir de su valor inicial z 0 , cuando un punto M se mueve en el piano 
xy en linea recta de (x 0 , y 0 ) a (x, y). 

Supondremos, para simplificar la escritura x 0 = y n = 0, es decir, que 
se elige el origen de coordenadas como punto inicial en el piano xy (para 
reducir el caso general al precedente basta eambiar x por x« -f x, e y por 
2 /n + y, en la ecuacion, lo que equivale a una traslacion de ojos en el 
piano xy). 

Sea y = mx la ecuacion de la recta que une el origen con el punto 
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(x,y). En ella es dy = wdx, y [XXVIII-15] se reduce a la ecuacion en 
dos variables 

[XXVIII-16] d 2 = [U m (x, 2 )+rnV m (x, 2 )]dx , 

siendo 

[XXVIII-17] U„,(x, 2 ) = U(x,mx, 2 ) , V™ (x, 2 ) = V(x, mx, 2 ). 

Bastara integrar [XXVIII-16] para obtener la solucion de [XXVIII- 
15]. En efecto, la solucion general de la ecuacion en dos variables 
[XXVIII-16], resuelta en la constante de integracion, sera de la forma 

G (x, z, m) — const., 
y como para x = 0 es z = z 0 , sera 

G (x, 2 , m) = G (0, 2 0 , m ). 

Reemplazando m por y/x resulta de aqui una relacion entre x, y, z, 
es decir, la integral de [XXVIII-15] : 

[XXVIII-18] G(x,z,y/x)= G(0,z,,y/x) , 

con una constante arbitraria z 0 . 

Ejemplos: 3. La ecuacion 

, — 2 xz dx -f- yzr dy 

d * = ' ‘ l + x’-y'z - 

verifica [XXVIII-14] y es, entonces, completamente integrable. Poniendo 
II . mx, dy = mdx resulta la ecuacion en dos variables: 

2 x 2 dx + (1 -f- x 2 ) dz = m 2 (xz 2 dx + x"z dz). 

Como ambos miembros son diferenciales exactos [de (1-f x a )z y de 
£mW] la ecuacion se resuelve de inmediato, dando 

(1 + x-)z — bm 2 x*z a = const. 

Llamando z 0 al valor de 2 para x = 0 resulta 

(1 + x 2 )z — JmVz 2 = 2 0 , 

y, finalmente, la solucion de la ecuacion en diferenciales totales serd: 
[XXVIII-19] (l + *«)*__ iyV = 2 0 . 

Observemos que puesta la ecuacion dada en la forma 
[XXVIII-20] 2xz dx — yz 2 dy + (1 + x 3 —y 2 z)d 2 = 0 

cumple no solo la condicion de integrabilidad completa [XXVIII-9] sino 
tambien P„ = Q*, Q. — R„, R x = P*, por lo que [XXVIII-20] es una ecua¬ 
cion diferencial total exacta (§ 89-3) en tres variables. Calculada la fun- 
cion potencial (§ 89-3) se encuentra el primer miembro de [XXVIII-19] 
y entonces (§ 101-6) la solucion es [XXVIII-19]. 

4. Para la ecuacion completamente integrable del ejemplo 1 no puede 
tomarse x 0 = y 0 = 0 , punto excepcional que anula el segundo miembro de 
[XXVIII-18] (y los tres coeficientes P = Q = R = 0 de [XXVIII-1]). 
Sin embargo, basta tomar y — y„ = m(x — x 0 ) para obtener la ecuacion 
en dos variables 

3 z[ 2 /j+m(x — x 0 )]dz + 2z[y 0 + m(x — x 0 )+^wx]dx = 0 , 

con factor integrante xz 2 , que lleva a la solucion 

xV[2/ 0 -fw(x — Xo)] = Xo 2 z„ 3 y 0 , 

os decir, a la x , z : 'y = x„ 3 zj' y„, que es la ya vista en el ejemplo 1 . 
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g) Integrabilidad incompleta. — Si la ecuacion [XXVIII-1] no cum- 
pie la condicion [XXVIII-9] de integrabilidad completa, no se la podra 
verificar por una relacion [XXVIII- 6 ] entre x, y, z con una constante 
arbitraria, pero puede ocurrir que se la verifique por una relacion 

[XXVIII- 60 ] F(x,y,z)=0 

sin constante arbitraria. En tal caso, por c) debera cumplirse [XXVIII-9] 
para todos los puntos ( x,y,z) que verifiquen [XXVIII- 60 ]. Entonces, 
cuando exista una tal relacion [XXVIII- 60 ], debe poder deducirse de 
[XXVIII-9]. Lo mismo cabe decir de [XXVIII-15] cuando [XXVIII-14] 
no se cumple identicamente. Si existe una funcion z = z(x,y) (sin cons¬ 
tante arbitraria) para la cual se cumpla [XXVIII-15], sera solucion de 
la ecuacion [XXVIII-14]. 


Ejemplo 5. La ecuacion 
[XXVIII-21] dz =zdx + xzdy 

no es completamente integrable, pues [XXVIII-14] no se reduce a una 
identidad sino que da: 

[XXVIII-22] xz = z + xz. 

La ecuacion [XXVIII-22] tiene la solucion unica z — 0 (geometrica- 
mente: piano xy), que por verificar [XXVIII-21] es la unica superficie 
integral. 


h) Problema de PfAff. — Cuando no se cumple la condicion de in¬ 
tegrabilidad completa, la ecuacion en diferenciales totales puede admitir 
soluciones aisladas, como hemos visto en g). Puede probarse que fuera del 
caso de integrabilidad completa, la ecuacion equivale a un sistema de dos 
ecuaciones finitas (no diferenciales) llamado sistema integral equivalente, 
y el problema de determinarlo se conoce con el nombre de problema de 
PFAFF. 

Mostremos primero que la ecuacion [XXVIII-1] puede llevarse a la 
llamada forma canonica: 


[XXVIII-23] du + v dw = 0 

con u, v, w, funciones de x, y, z. Los primeros miembros de [XXVIII-1] 
y [XXVIII-23] seran identicos si 

[XXVIII-24] P ~ u„ -\- v . w X j Q = u v + v . w v , R = u, + v . w., 
y en tal caso los coeficientes de [XXVIII-9] seran: 

{ Q* — R„ = v,w y — v v w, , 

Ri — P a = m — v.w. , 

Py — Q» = v, ,io, — v a w„ . 


Sigue de aqui: 


[XXVIII-26] 


(Q® — Rylui, -f- (Rx— Pi)i>v -f- (Py— Qx)Vz — 0 , 
(Q s — Ry)Wx + (Rx— P;)w v + (Py— Q x)w z = 0 , 


es decir, v y w son soluciones de la misma ecuacion en derivadas par- 
ciales lineal de primer orden, cuyo sistema adjunto (§ 110-4) es 


[XXVIII-27] 


dx _ d y _ dg 

Qx - Ry _ Rx - Px ~ Py - Q. 


Sean <p (x, y, z) = const., ^(m, y, z)= const., dos soluciones indepcn- 
dientes de [XXVIII-27]; entonces v y w son funciones de <p y 

Por otra parte, multiplicando la segunda [XXVIII-26] por v, y rcem- 
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plazando vw x , vw v , vw* por los despejados de [XXVIII-24] resulta la 
ecuacion que debe verificar u: 

[XXVIII-28] (Qx — R„)ttj + (Rx— P z)u u -f (Py —Qx)m 2 = 

= P (Q-- - Ry) + Q(Rx- Px) -f R(Py — Qx) , 

y como el anularse del segundo miembro es justamente la condicion de 
integrabilidad [XXVIII-9] supuesta no satisfecha, u. no satisface a la 
misma ecuacion diferencial que v y w. 

Sea ahora w una funcion cualquiera de cp y por ejemplo: 

[XXVIII-29] w = <p , 

entonces si entre x, y, z se establece una relacion de la forma 

[XXVIII-30] cp(a :,y,z) ■=. a , (a constante), 

tal que hace dw = dtp = 0, al aplicar [XXVIII-24], [XXVIII-1] se reduce 
a la ecuacion diferencial total exacta 

[XXVIII-31] dw=0. 

Entonces la relacion [XXVIII-30] se usa para expresar cualquier 
variable, digamos z, y su diferencial dz, en terminos de las otras dos va¬ 
riables y sus diferenciales, y reemplazando en la ecuacion [XXVIII-1], 
esta se transforma en una ecuacion diferencial total exacta do)(x, y, a) = 0; 
reemplazando a por <p (x,y,z) esta ecuacion se convierte en du = 0. Asi 
se obtiene u, conocidas u y w se calcula v por una cualquiera de las 
ecuaciones [XXVIII-24], y asi se obtiene la forma canonica [XXVIII-23]. 

Esta ecuacion canonica [XXVIII-23] se puede verificar de varies 
maneras, obteniendose divers-os sistemas equivalentes; por ejemplo: 

[XXVIII-32] u = const.., w — const.; 

[XXVIII-33] u = const., v = 0; 

[XXVI1I-34] o(«,w) = 0, v Qu — Qw = 0, 

[q = o(m, w) funcion arbitraria]. 

Este ultimo [XXVIII-34] incluye [XXVIII-33] pero no [XXVIII-32]. 

Ejemplo 6. En la ecuacion z dx x dy y dz = 0 es P = z, Q = x, 
R = y, de donde: Q.- — R v = R x — P= = Py — Qx = — 1 y no se cumple la 
condicion de integrabilidad completa, pues el primer miembro de 
[XXVIII-9] se reduce a — 2 — x — y. 

El sistema [XXVIII-27] es ahora dx = dy = dz; como una solucion 
del mismo puede tomarse cp (x, y, z) = z — y — a, (a constante). 

Poniendo xo = cp y eliminando z y dg de la ecuacion dada se obtiene 

(y + a)dx -f (x + y)dy — 0. 

La solucion de esta ecuacion diferencial total exacta es 
ci) = ly 2 -j- x(y + a) = const. 

Reemplazando en w, a por g — y resulta u: 

u — ly- -f xz , 

y de la tercera [XXVIII-24] resulta: v = y — x. 

De la forma canonica: 

du + v dw = d(ly 2 -\-xz) -f ( y — cc)d(g — y) =0 
resultan los sistemas integrales equivalentes: 

f iy” -f- xz = const. f ly 3 + xz = const. 

I z — y = const. ’ I y — x = 0. 
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i) Es facil ver que si [XXVIII-1] es completamente integrable, las 
curvas de la congruencia definida por el sistema [XXVIII-27] estan so- 
bre superficies integrates. Pues son “curvas integrates”, es decir, verifi- 
can la ecuacion [XXVIII-1], pues al reemplazar en ella numeradores por 
denominadores de [XXVIII-27] se anula el primer miembro por la con- 
dicion de integrabilidad [XXVIII-9]. Con la interpretacion dada en d), 
[XXVIII-27] da las lineas de campo de rot V y el resultado anterior es 
evidente pues por [XXVIII-9] es V perpendicular a rot V. 

j) Para el caso general de la ecuacion de Pfaff en n variables 
[XXVIII-35] Xi d»i + X 2 dx 2 + ... + X, dx n = 0 , 

donde las X< son funciones de las variables Xj, xs, .., x„, se dira que 
[XXVIII-35] es completamente integrable si existe una integral general 
de la forma 

[XXVIII-36] F (aji, x 2 . x n ) = C , 

y entonces debera tambien existir un factor integrante g tal que 
[XXVIII-37] 3F/3x ( = pXi , (i = 1,2, 

Aplicando las eondiciones 

WF/bxfix k = d 2 F/d Xk d Xj , 

resultan como eondiciones necesarias y suficientes para que [XXVIII-35] 
sea completamente integrable, las ^ ” j identidades 

[XXVIII-38] *.(£—£-j + *(-g—£■) + 


( 3Xj 

dX, 

\ 

3xy . 


para tres indices i, j, k cualesquiera tornados entre los 1,2, ..., n. Solo 

^ H 2 j de las ^ ™ j identidades [XXVIII-38] son independientes entre si. 

En el caso de integrabilidad completa, la obtencion de [XXVIII-36] 
se efectua en forma analoga a la vista en c). Se integra [XXVIII-35] 
como si todas las variables menos dos fueran constantes, reemplazando la 
constante de integracion por una funcion arbitraria de las variables que 
se han supuesto constantes. La ecuacion asi obtenida se diferencia res- 
pecto de todas las variables y las eondiciones necesarias para hacer coin- 
cidir el resultado con la ecuacion dada, sirven para determinar la funcion 
arbitraria introducida y con ella la integral general [XXVIII-36]. 

Ejemplo 7. Para la ecuacion 

(2x + y* -f 2xt — z)dx + 2xy dy — X dz + x" dt = 0 , 

se cumplen las 4 eondiciones [XXVIII-38] de las que hay solo 3 indepen¬ 
dientes. Suponiendo x e y constantes, se obtiene la integral 

— xz -f a ft = a (x,y) , 

cuya diferencial total 

(— z -|- 2 xt) dec — x dz + cr dt — da = 0 
si se hace coincidir con la ecuacion dada, muestra que debe ser 
— da = ( 2x + y 2 )dx -f 2 xy dy. 

Asi, en lugar de una ecuacion en 4 diferenciales, se ha de resolver una 
en 3 diferenciales: dx, dy, da, a la que se vuelve a aplicar el mismo metodo. 
Supuesta x constante, la integral xy* a = |3 (x), diferenciada: 
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y' 2 dec + 2icy dy + da — d|3 = 0 , da — dp = 2x dx , 

es decir, cr = —13 + C y por tanto, xy* + a = ec' J + C, para llegar a la 
integral general 

cr 3 + xy 2 — xz + xH = C. 

k) Al estudiar el equilibrio del estado termico entre las distintas par¬ 
tes de un sistema aislado adiabaticamente del exterior y expresar que es 
nulo el incremento total de la cantidad de calor anadida, se llega a una 
ecuacion diferencial de Pfaff, cuya integrabilidad completa depende de 
la existencia del factor integrante, lo que se supone ocurre (cfr. c) en 
virtud del segundo principio de la termodinamica que en la forma de C. 
Caratheodory dice: 

En cualquier entorno de todo estado de un sistema aislado adiabati¬ 
camente, existen siempre estados proximos no alcanzables desde el. 

Este segundo principio, asi formulado, es de verificacion experimen¬ 
tal inmediata; por ejemplo, si se considera un gas a presion y volumen 
dados inicialmente, puede ser sometido adiabaticamente a compresion o 
expansion, pero el estado final del sistema no puede escogerse arbitraria- 
mente; en el entorno del estado inicial existen como no accesibles todos 
aquellos no situados sobre la adiabatica que pasa por el estado inicial. 

El factor integrante puede escogerse de modo que coincida con el 
valor reciproco de la llamada temperatura absoluta (o termodinamica o 
de Kelvin) y convierta el incremento de calor en una diferencial exacta 
de la funcion termodinamica llamada entropia, cuya importancia radica 
en que es una funcion de estado, independiente del proceso seguido para 
llegar a el, lo que no ocurre para la cantidad de calor (cfr. § 101-7, 
ejemplo 4). 

II. Transformaciones de contacto. — a) La ecuacion general en de- 
rivadas parciales de primer orden 

[XXVIII-39] f (x,y,z,p,q)= 0 

puede concebirse como una relacion cnti'e las 5 variables x, y, z, p, q, si 
se prescinde de la particular significacion [110-1] de p y q respecto de 
una superficie integral de [XXVIII-39]. 

Consideremos una transformacion univoca invertible, es decir biuni- 
voca, dada por 

x = L (X. Y, Z, P, Q), 
y = f a (X, Y, Z, P, Q), 

| XXVII1-40] { z = f,(X, Y,Z, P,Q), 

V = f»(X, Y, Z, P, Q), 
q = f 5 (X, Y, Z, P, Q), 

y hii Invcrsa 

I X = cp i(.x,y,z,p,q), 

V = fp i(x,y,z,p,q), 

| \ \ V11 1 11 | < Z = cp 3 (x,y,z.p,q), 

P — cp ,{x,y,z,p,q), 

I Q = <p s .(x,y,z,p,q), 

Ini quo transfvimo [XXVIII-39] en 

[XXVITI-42] F(X,Y,Z,P,Q) = 0. 

I >iiemos que los elementos pianos (§ 111-1) dados por funciones deri- 
vables il<* dos pardmetros X y g: 

x = x(X, g), 
v = y (X, fx), 

| XX VI11-43] < z = zU, g), 

V P(X, g), 

q q(X, g) 
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forman una multiplicidad de Lie de dos dimensiones, si verifican identi- 
camente la ecuacion de Pfaff: 

[XXVIII-44] dz — v dx — q dy = 0 , 

equivalente al cumplimiento simultaneo de [111-58] y [111-59]. 

El conjunto de puntos (x,y,z) dado por las tres primeras ecuaciones 
[XXVIII-43] forma el sosten puntuctl de la multiplicidad. Si el sosten 
degenera en una curva, el cumplimiento de [XXVIII-44] significa que la 
multiplicidad [XXVIII-43] esta formada por los oo- pianos tangentes a 
la curva, dando asi un concepto mas amplio que el de franja (§ 111-4). 

Se llama solution generalizada de Lie de la ecuacion [XXVIII-39] a 
una multiplicidad de Lie de dos dimensiones que verifique identicamente 
dicha ecuacion. Caso particular es el de una superficie integral con sus 
pianos tangentes (§ 111-6), pero, por ejemplo, en el caso de ecuacion lineal 
[110-9], la multiplicidad de Lie definida por una curva caracteristica y 
sus co- pianos tangentes forman una solucion generalizada de Lie sin 
que constituyan “superficie”. Desde este punto de vista, una ecuacion 
i(x,y,z)=0 de una superficie S es caso particular de [XXVIII-39] y 
admite como solucion no tan solo la multiplicidad formada por los ele- 
mentos pianos tangentes a la superficie S, sino tambien cada multiplici¬ 
dad formada por la radiacion plana cuyo vertice sea un punto de S. 

Si sustituimos [XXVIII-43] en [XXVIII-41], el conjunto planar 
transformado 

X. = <p.[m(X, |t), ...] = X(l, |i), 

Y = 

[XXVIII-45] < Z = Z(A.,p), 

p = pa, i*), 

. q — Qa, to 

sera solucion generalizada de Lie de [XXVIII-42] cuando y solo cuando 
formen multiplicidad de Lie, es decir, si cumplen identicamente 
[XXVIII-46] dZ — P dX — Q dY = 0. 

Toda transformacion T tal que [XXVIII-46] sededuzca de 
[XXVIII-44] y reciprocamente, transforma toda solucion de Lie de 
[XXVIII-39] en solucion de [XXVIII-42] y reciprocamente. De abi la 
importancia de la siguiente definicion: 

Def. Una transformation biunlvoca T dada por [XXVIII-41] y su 
inversa [XXVIII-40] se llama transformation de contacto, si se cumple 
identicamente en las variables independientes x, y, z, p, q: 

[XXVIII-47] dZ — P dX — Q dY = q . (dz — p dx — q dy) , 
donde (excepto en puntos aislados) no es nula la funcion arbitraria 
q = q(x, y, z,p, q) ^ 0. 

El conocimiento de las posibles transformaciones de contacto permite 
refer.r la m.egracion de [XXVIII-39] a la de [XXVIII-42], aunque pue- 
de ocurrir que una superficie integral se transforme en solucion genera¬ 
lizada; por ello se ha introducido este ultimo concepto, para as! obtener 
mediante las transformaciones de contacto todas las soluciones de la ecua¬ 
cion propuesta [XXVIII-39]. 

b) Igualando coeficientes en dec, dy, dz, dp, dq, la [XXVIII-47] 
equivale a cinco ecuaciones finitas, de las que mediante los slmbolos 
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[XXVIII-48] 
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Em! ii* pueden servir para determinar P y Q mediante las X, Y, Z; 
'"I l 'aso de transformacion puntual dada por las tres primeras 

| \ XVIII 41] dependientes solo de x, y, z. Asi resulta (cfr. teor. 1) que 
""" 1 "niHformacion biunivoca puntual dada mediante funciones derivables 
' 11 ' u> only particular de una transformacion de contacto. 

Kecordando el simbolo [111-97], Uamado corchete de Poisson, que 
I""' | X X VIII-48] puede escribirse 


I X X V111-50] [f,g] = — fo 


, . dg df 

+ f? d y 8q dy 


I'M in una funcion derivable cualquiera V (x,y,z,p,q) y X, Y, Z, P, Q 
« 'i n-Mpondientes a una transformacion de contacto, se demuestra’ fa’cil- 
monto que es: 


XX VI11-51] 


[V,Z] = P . [V,X] + Q . [V, Y]. 


I'ara funciones derivables cualesquiera f, g, h de x, y, z, p, q, me- 
dimile un engorroso calculo, se prueban las identidades: 

[ XXVIII-52] [[f,g],h] + [[g,h],f] + [[h,f],g] = 

= h s . [g, f] + g. . [f, h] + f. . [h, g] , 

| XXVIII-53] [fg,h] = f . [g,h] + g . [f,h] , 

sirven para demostrar el siguiente teorema: 

Teor. 1. En toda transformation de contacto se cumplen las relacio- 
ii en curacteristicas : 

f [X, Y] = [Y, Z] = [Z, X] = [P, Q] = 

| X X VIII-54] = [P,Y] = [Q,X] = 0 

l [P,X] = [Q, Y] = q, [P, Z] = e p, [Q, Z] = oQ. 


rtedprocamente, es suficiente que tres funciones X, Y, Z distintas 
(ft ,1H nota 1) de x, y, z, p, q esten dos a dos en involution (§ 111-7), 
"• dear, cumplan 

I XX VI11-55] [X, Y] = [Y, Z] = [Z, X] = 0, 

i""" 'l'"' rcsulten univocamente determinadas funciones P, Q que junto 
l„n ires dadas constituyan una transformacidn de contacto , es decir, 
<"• cuinpla [XXVIII-47] con q # 0. 

I'll leorema reciproco se simplifica en el interesante caso particular 
'I 111 ' X, Y, P, Q no dependan de z. Entonces, se demuestra muy facil- 
"" mI '' ‘! 1|( ' en [XXVIII-47] o es constante (pudiendosela tomar igual a la 

. I lll) y ‘Hie U — z — Z tampoco depende de z. Tambien se simplifica 

•I '"mIh'Ic [XXVIII-50] si f, g no dependen de z, convirtiendose en el 
9mhim dii parentesis de Poisson 

I ' \ \ iii r.d| (f,g) = f P g* — g„f a + f„g„ — g 7 f„. 

A "I ilicho teorema reciproco se convierte en: 


1 • "" S' «e dan dos funciones X, Y distintas (§ 68-3, nota 1) de 
1 • " I' ‘i ’H"' esten en involution, es decir cumplan (X, Y)=0, entonces 

. " d< i< riniiiarse univocamente otras tres funciones U, P, Q de x, y, 

r, '/ / »'ii Inn que sea 

I ' VIII 1.7 | dU -1- P dX + Q dY = p da: + q dy , 

. h' I'm relacionca 

\ (X, Y) = (P, Q) = (P, Y) = (Q, X) = 0, 

I (P, X) (Q, Y) = 1; 

I | ' - II, XI = \z — U, Y] = 0, 

11’,* -U] ^ P , [Q,*— U] = Q. 


I i ' \ mi r.M| 
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Supuesto a(X,Y)/3(p,g)#0, pueden despejarse de X = ft, Y = c. 
las p = cp (*, y ; c„ c*), q = ^{x,y, <h, c.) con cp, = ai ser (X, Y ) — u, 
es decir (p — cp, q — ^)=0. Entonces cp da' + dy es una diferencial 
total, dz, de una funcion z = <J> (x, y ; c ]f c 2 ). Basta tomar U (x, y, p, q) = 

— cp (a:, y; X, Y) para determinar P y Q por [XXVIII-49], es decir por 

_ Ux = P . X* + Q . Y, , q — U„ = P • X„ + Q . Y, , 
de modo que se cumpla [XXVIII-57]. 

c) Aplicacion a la resolution de la ecuacion de primer orden. — 
Ci) Para resolver la ecuacion [XXVIII-39], se busca una transformacion 
de contacto [XXVIII-41], donde sea Z = f. Para aplicai’ el teorema 1 se 
han de eneontrar dos funciones X, Y que cumplan [XXVIII-ooJ (lo que 
suele ser muy dificil) y entonces 

[XXVIII-59] Z = 0 , X = ct , Y = (3 

dan una integral completa de [XXVIII-39] (cfr. § 111-8, a). 

d) Si el primer miembro f de la ecuacion [XXVIII-39] no depende 

de z, la cuestion se simplifica al poder aplicarse el teorema 2. Se^ toma, 
entonces, X = f y se busca una funcion Y (x, y, p, q) en involucion con 
X, es decir, cumpliendo (X, Y)=0. De X = 0, Y = a se obtiene 

p = <p(»,!/, a), q = *(x,V, a) con cp, = y* y por una cuadratura se de¬ 

duce z = U(x,y,p, q)+ P tal que para X = 0, Y = a se cumpla dz _ 
= p dx 4- q d y. Entonces 

[XXVIII-60] X = 0 , Y = a , z — U = P 

da una integral completa de f (x, y, p, q)= 0. 

c ; i) Conociendo muchas transformaciones de contacto puede intentar- 
se aplicar el siguiente metodo general. Supongamos puedan darse tres 
funciones X, Y, Z de *, y, z, p, q en involucion dos a dos, que determi- 
nen ademas la funcion f, de modo que 
[XXVIII-61] f (x,y,z,p,q)= F (X, Y, Z). 

Entonces, por el teorema 1 quedan determinadas las funciones P, Q 
que junto con las X, Y, Z dan una transformacion de contacto que reduce 
la solucion de [XXVIII-39] a la de 
[XXVIII-62] F(X,Y,Z)=0 , 

con solucion de Lie, cumpliendo [XXVIII-46]. De esta y 
Fx dX + Fy dY + Fz dZ = 0 

se deduce ^ „ 

( Fx + P . Fz) dX + (Ft + Q • Fz) dY = 0 , 

y por tan to el sistema 

[XXVIII-63] X = a , Y = (3 , F = 0 

da una integral completa de [XXVIII-62] que por el metodo de §111-3, b 
origina la integral general. En efecto, recordemos que la relacion arbt- 
traria [111-19], es decir, 

[XXVIII-64] d>(X,Y) = 0, 

da [111-21], es decir, 

[XXVIII-65] (Fx + P.Fz)$ T — (Ft + Q.Fz)$ x = 0. 

Las [XXVIII-62], [XXVIII-64], [XXVIII-65] definen la integral ge¬ 
neral buscada. 

Si, finalmente, las ecuaciones 

[XXVIII-66] F = 0 , Fx + P.Fz = 0 , Ft + Q.F* = 0 
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dclcnninan aun una multiplicidad, esta acaso sea la integral singular, 
I>o< h Ins [XXVIII-66] son equivalentes a las [111-31], (§ 111-3, nota 5). 

(I) Ejemplos de transformaciones de contacto. — Dada una transfor- 
mneinn de contacto [XXVIII-41], es muy facil ver que tambien son trans- 
riirmaciones de contacto, bien 

I XXVIII-67] P, Y, Z — PX, —X, Q, 

o bien 


[XXVIII-68] 


X + Y, 


P-Q, 


Asi, de la identidad X = x, Y = y, Z = z, P = p, Q = q> p0 r 
[XXVIII-67] se obtiene la transformacion de Legendre: 


[XXVIII-69] / x — p, Y _ q, 
\ P = —x, Q = 


Z = z — px — qy, 
- y, con o=l. 


Esta transformacion hace corresponder a una ecuacion de Clairaut 
(§ 111-8, ejemplo 3) <b(p, q,z — px — qy)— 0 la ecuacion $(X, Y,Z) = 0 
y reciprocamente. Antes hemos dicho (a) que la solucion de Lie de 
<MX, Y,Z) = -0 esta constituida por los elementos pianos tangentes a la 
superficie que define esta ecuacion y por las radiaciones planas cuyos 
vertices son los puntos de esta superficie; la transformacion [XXVIII-69] 
les hace corresponder la integral singular de la ecuacion de Clairaut y 
sus pianos tangentes, respectivamente. 

La transformacion de Legendre [XXVIII-69] es caso particular de 
la transformation por polares reciprocal: 


[XXVIII-70] 


X = cpi (P,q,z — px — qy), 
Y = cp.,(p,q,z — px — qy), 
Z = cp .,(p,q,z — px — qy), 
P = <p., (x, ?/, z), 

Q = cp *(x,y,z), 


donde las funciones rp ( son fraceiones racionales de terminos de primer 
grado en las variables indicadas. Asi, si se parte del paraboloide x 2 + 
f y‘ J — 2z = 0, su forma polar xX + yY — z — Z = 0 da X = p, Y = q, 
P = x, Q = y, y por tanto Z = px -f qy — z, ligera variante de la trans- 
formacion de Legendre [XXVIII-69], correspondiendo al paraboloide, la 
solucion singular de la ecuacion de Clairaut P 3 4- Q 2 — 2(PX + QY — 
— Z)=0 (cfr. § 111-6, ejemplo 1). 

Otras transformaciones de contacto son 


[XXVIII-71] 


X = x + 


Vi -i- p- + 


, Y = y + 


VI+p 3 + q 3 


Z = z-, 

Vl + P u + q 2 

P = V , Q — q con o=l ; 


, X = zp — x , Y = zq — y , Z = zVp*+ <f —1 , 
[XXVIII-72] jp — p/Vp-’+q 2 — 1 , Q — q/ V p 3 + q~ —i , 
l con o = — 1 /Vp 2 + q 2 —1. 

Si | XXVIII-41] es una transformacion de contacto, tambien lo es 
Y, g(Z), P.g'(Z), Q.g'(Z), donde la funcion arbitraria g es tal 
«!»««* k'(Z)#0. 

Cimndo <ir, p dfi-f q df 3 , entonces, es una transformacion de con- 
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[XXVIII-73] 


X = * + f i(p,q), 
Z = z + f 3 (p, q), 


Y =y + f«(p,g), 
P = P* Q = Q 


0 = 1 . 


e) Clasificacion de las transformaciones de contacto. — En general, 
sera posible eliminar p y q entre las tres primeras ecuaciones [XXVIII-41] 
de una transformacion de contacto, para obtener una sola relacion ge¬ 
neratrix : 

[XXVIII-74] F (*, y, z, X, Y, Z) = 0. 

fista hace corresponder, en general, a un punto (x^, y<>, Zo) una super- 
ficie F(xo, y 0 , z 0 , X, Y,Z)= 0. 

Si la eliminacion de p y q entre las [XXVIII-41] da lugar a dos re- 
laciones generatrices 

[XXVIII-75] F(x,y,z,X, Y, Z) = 0, G(x,y,z,X, Y,Z) = 0, 
a un punto del espacio ( x , y, z) corresponded, en general, una curva del 
espacio (X,Y, Z). 

Si, finalmente, la eliminacion de p y q entre las [XXVIII-41] da 
lugar a tres relaciones generatrices 

[XXVIII-76] F (*,»,*, X, Y, Z) = 0, G = 0, H = 0, 

quedaran, en general, definidas X, Y, Z como funciones de x, y, z y ten- 
dremos una transformacion puntual como caso particular de una trans¬ 
formacion de contacto. 

Veamos como, con ciertas restricciones, pueden deducirse de las re¬ 
laciones generatrices dadas arbitrariamente, las ecuaciones [XXVIII-41] 
de la transformacion de contacto de cada una de las tres especies fun¬ 
damentals anteriores. 

e,) Diferenciando totalmente [XXVIII-74] se obtiene la relacion 
[XXVIII-47] que caracteriza una transformacion de contacto, si se hace 

f P = — Fx/Fz , Q = — Fv/Fz , Q = — F./Fa , 


[XXVIII-77] 


P = - Fa?/ (F.-Fy.) 


— FJ (Fs/Fz). 


De estas dos ultimas y F = 0 pueden determinarse X Y Z como 
funciones de x, y, z, p, q, para sustituir en las dos primeras [XXVII1-77J 
y completar asi las ecuaciones [XXVIII-41] de la transformacion de con¬ 
tacto. Teniendo en cuenta los teoremas de existencia de las funciones lm- 
plicitas (§ 68 - 2 ) resultara: 

Teor. 3. Dada una relacion [XXVIII-74] tal que F„ Fz y el deter- 
minante funcional 3 (F, F,, F„) /3 (X, Y, Z) scan disUntos de cero queda 
entonces definida univocamente, a partir de valores mictales dados, una 
transformacion de contacto [XXVIII-41], para la que [XXV111-74J se 
verifica identicamente. 

ef) Dadas dos relaciones distintas [XXVIII-75] respecto de x, y, es 
decir, con 3 (F, G) /3 (cc, y) 7 ^ 0, si se diferencian totalmente, debe dedu¬ 
cirse [XXVIII-47] como combinacion lineal de dF = 0, dG = 0, para po- 
derse obtener una transformacion de contacto [XXVIII-41] que verifique 
identicamente las [XXVIII-75]. Asi, deben existir coeficientes lx, l 2 no 
simultaneamente nulos tales que 


[XXVIII-78] 


XiFz -b XsGz = 1 > 

hF, -f- InGz — — 0 
XiF x -b XiGx = — P 
?uFi -b taG» = QP , 

taFy + IsGx = - Q 

XlF y "b IzGy — Qq • 
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De las tres ultimas se deduce 


[XXVIII-79] 


J Xi(F„ + pF,) + X,(G, + pG.) = 0 , 
l MF„-bgF.) + X a (G, + gG,) = 6 


y por tanto debe ser nulo 


[XXVIII-80] 


Fa, + pF, Ga + pG* _ ^ 
Fd + qF « G» + (?G 3 


De esta y las dos relaciones generatrices F = G = 0 pueden dedu¬ 
cirse X, Y, Z como funciones de x, y, z, p, q, dando las [XXVIII-79] y 
la primera [XXVIII-78] a h y h que permiten, mediante la segunda y 
tercera [XXVIII-78], completar las ecuaciones [XXVIII-41] de la trans¬ 
formacion de contacto. Teniendo en cuenta los teoremas de existencia de 
las funciones implicitas (§ 68 - 2 ) y que debe ser q^ 0 , resulta: 


Teor. 4. Dadas dos relaciones [XXVIII-75] tales que no se anulen 
simultdneamente Fz, Gz, y ademds sea 

d(F,G)/d(x,y)^ 0 , 3(F,G,A)/3(X,Y,Z) ^ 0 , 

dondc A viene dado por [XXVIII-80], queda entonces definida univoca¬ 
mente a partir de valores iniciales dados, una transformacion de contacto 
[XXVIII-41], para la que las [XXVIII-75] se verifican identicamente. 

Ejemplo interesante es el de la transformacidn de Ampere que parte 
de las dos relaciones generatrices 

[XXVIII-81] X = x , Z + z — yY = 0 , 

obteni6ndose por el procedimiento explicado, la transformacion de contacto 
[XXVIII-82] X = x, Y — q, Z = yq — z, P = — p, Q = y, 
con h = p, In = 1, Q =-1. 


e») Dadas las tres relaciones [XXVIII-76] tales que 
3(F,G,H)/3(X,Y,Z) ^ 0 , 

a partir de valores iniciales dados, se determinan X, Y, Z como funcio¬ 
nes de x, y, z, cumpliendo por tanto [XXVIII-55] al no depender de 
p y q, y mediante [XXVIII-49] acaban de determinarse P y Q, dando 
asi univocamente una transformacion de contacto ( b, teor. 1 ). 

En resumen, por eleccion de relaciones generatrices arbitrarias, pue¬ 
den formarse transformaciones de contacto cualesquiera de cada una de 
las tres especies establecidas. 


III. Sistemas de ecuaciones en derivadas parciales. — a) Reduccion 
del sistema. — En su sentido mas general un tal sistema es un con junto 
finito de ecuaciones = 0 , donde SJ/v es funcion de n variables indepen- 
dientes Xx, x 2 , ..., x„, de lc funciones incognitas Zi, z 3 , ..., z* de esas x 
y de las derivadas parciales de las z hasta un cierto orden. 

Pero asi como en el caso de ecuaciones finitas (§,§ 67 y 68 ) o en el 
caso de ecuaciones diferenciales ordinarias (§§ 105 y 109), el numero de 
ecuaciones del sistema tenia que ser “en general” igual al numero de 
funciones incognitas, aqui, en cambio, hay, a priori, completa independen¬ 
ce entre ambos numeros. Mas aun, aumentando el numero de ecuaciones, 
puede siempre suponerse que la funcion incognita es unica. En efecto, 
introduciendo k nuevas variables independiontes x n +i, ■ ■ •, x n *k, basta de- 
finir 

[XXVIII-83] Z = x n *i Z\ ~b ^ 11 + 2^2 + • •. + Xn+kZ* , 
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sustituir en el sistema dado zi por 3Z/3* n +i, (i — 1,2,..., A - ) y agregar 


[XXVIII-84] 


las ( ) nuevas ecuaciones 

[XXVIII-84] 'd^'dxZT = 0 ’ = ’ 

para que detenninar Z en el nuevo sistema sea, entonces, equivalente a 
determinar las k funciones Zi en el primitivo. . 

Por otra parte, aqui tambien (cfr. § 105-2) es siempre posible re- 
ducir un sistema cle ecuaciones en derivadas parciales a otro de primer 
orden que sea lineal en las derivadas. Basta para ello introducir corao 
nuevas funciones incognitas las derivadas de las z, designando 
p h , = dzi/dx. , Pi,., < = d-Zi/dx.dx, , etc., 

tener en cuenta la conmutabilidad de la derivacion (§ 69-2) : 

[xxvin-85] J $0r = J &'r ■ 

J>Pi, t_ _ dp,, h • _ c Ph<‘> . , c j. c ^ 

dXu ~ dx, _ dx, 

y considerar las ecuaciones lineales en las derivadas obtenidas al deii\ai 
“parcialmente” las ^ = 0 respecto de cada variable independiente x,, en 
relation a las demds variables independientes (§ 67-2, nota), obteniendose 


[XXVIII-85] 


0 = () = vd- + 


3^r,. dZk 
dz k dx, 


[XXVIII-86] 0 = (-§?.-).= 1ST + >*. + • • ■ + 

3-^r,._ SZk , 3>fV_ 0pi> 1. _j_ 

dz k dx, ■ 3pi,i dx, 
donde puede aun sustituirse 

dzjdx. = p h «, . ..,3 zjdx, = p k ,, , dp„Jdx, = p h i,... 

subsistiendo solo las derivadas respecto de a;, de las ultimas p. Vease 
como ejemplo § 112-1, nota 3. Las soluciones del sistema [XXVili-boj, 
rXXVIII-86] conservan constantes a las 4/> y si se eligen los valores 
iniciales x°„ z u ,, p\,., p"i,„t, • • v de modo que las scan nulas, asi 
se conservaran, y por tanto, mediante las soluciones del sistema lineal 
[XXVIII-85], [XXVIII-86] se obtienen todas las soluciones del sistema 

* Si se efectcia la reduccion que se acaba de explicar y despues se 
efectua la reduccion [XXVIII-83] a una sola funcion incognita Z, que- 
dara tambien demostrado que: Todo sistema de ecuaciones en derivadas 
parciales puede siempre reducirse a un sistema de segundo orden con 
una sola funcion incognita, lineal en las derivadas segundas (aunque 
acaso no lo sea en las derivadas primeras). 

b) Sistemas de ecuaciones de primer orden con una sola funcion in¬ 
cognita, — b,) Designemos por pi la derivada parcial de la funcion 
incognita z respecto de x i} (i = 1, 2, ..., n ). Basta estudiar sistemas ie 
ecuaciones de la forma 

[XXVIII-87] fr (*„ ...,Xn, Pi, ..., Pn) =0, (r = 1,2. w) , 

que no contengan la funcion incognita z. En efecto, si se tienen las ecua¬ 
ciones (*„ ..., z, Pi, .. •, Pn) = 0, puede buscarse la solucion en for¬ 
ma impllcita Z(»i, *) = 0, y siendo (3Z/3*.) + P. (3Z/3z) _ 0, la 

Z sera solucion del sistema 

[ dZi/dxi dZ/dxn \ _ Q 

\ x u ...,x„,z, 32/3 z ’ 3Z/3 z I ' 


que no contiene Z. 
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Supondremos, ademas, que en el sistema [XXVIII-87] las f,- tienen 
derivadas parciales segundas continuas y que son distintas (§ 68-3, nota 
1 ) respecto de las p. 

b-) La condicion de conmutabilidad en la derivacion (§ 69-2) toma 
ahora una importancia esencial, pues al aparecer ahora derivadas parcia¬ 
les mixtas, caleuladas por diferentes conductos, debera afirmarse su igual- 
dad, no como consecucncia algebraica de las ecuaciones dadas, sino por 
el teorema dicho de conmutabilidad. Las nuevas ecuaciones que asi se 
presenten se Hainan consecuencias diferenciales del sistema dado. El ejem¬ 
plo mas sencillo lo proporciona el estudio de las condiciones de integra- 
bilidad de una diferencial total (nota I). 

Las consecuencias diferenciales del sistema dado se formulan me¬ 
diante los corchetes o parentesis de Poisson (nota II, b) como nuevas 
ecuaciones tambien de primer orden, para asi llegar a un sistema en in¬ 
volution (porque los primeros miembros de cada dos ecuaciones estaran 
en involucion, § 111-7), si antes cl sistema no se ha demostrado incom¬ 
patible o se ha encontrado directamente una solucion. Nuestro objetivo 
aun en el caso de que el sistema conste de una sola ecuacion en derivadas 
parciales, es aplicar el siguiente teorema: 


Teor. 1. Si las n funciones f r (.r,. x„, p,, ...,p„), (r=l,2, ...,«) 

tienen derivadas parciales primeras continuas respecto de las xi, p t, son 
distintas respecto de las p, es decir, 3(fi, ..., f„) /3 (p,, ..., p„) ^ 0, y es- 
tdn dos a dos en involucion, es decir, son identicamente nulos los paren¬ 
tesis de Poisson 


[XXVIII-88] (f„f.) = v / K'.- > rr "- _ ' >f "_ = o , 

i = i \ 3 p, dxi 3 p, d Xl / 

(r,a = l,2. n), 

entonces, al definir algcbraicamcnte p,, p a , .... p, t mediante el sistema de 


ecuaciones 


+ Pn dXn 


[XXVIII-89] fi = a, , f a = a 2 ,..., f, = a„ , 
con a i, an, ..., a„ constantes, resulta que 

dz — pi daii + p 2 dxz -}- ... -f p n dx„ 
es una diferencial total. 

En efecto, se debe demostrar que 

dpjdx, = dpjdx,- , (r,s = 1,2, ...,«). 
Dichas derivadas vienen dadas por 

3f r , 3fr 3pi 


dir , & 3|r 

O "l O 

3*i 3 = 1 3 Pi 


. = 0 , 


de donde, multiplicando por 3f,/3p ( y sumando en i: 

2 dir - 1-2 2 3 p) _ 

i~L 3xi 3p ( i j = i 3 p s 3pi dx, ~ 

■ i permutamos r y s, y restamos, por [XXVIII-88] queda 




S 2 -P-P-IP-- 1 ^) = 0 . 

I —.1 3 = 1 op, dp, \ dx, ox/ / 


Porno 3(fi, .. .,f„)/3(pij - ,Pn)¥= 0, las n ecuaciones homogeneas 


2 S = (s = l ,2 .n), 

i I dp, \ j- l dp, \ Ox, OX, // v 

■ mill'll solo solucion nula (§ 16-6, b) ; y csto para cada r. Por tanto 
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n dir / 

0 = 1 d Pl \ d *i 


JB -= 0. (r = 1, 2, ...,w; »= 1,2, 


y el mismo razonamiento prueba que 

= _|Pi_ ( (y = 1,2, » = 1,2, 

3x ( oxi 

como queriamos demostrar. 

b s ) La demostracion anterior muestra tambien que si tenemos un sis- 
tema de ecuaciones de primer orden [XXVIII-87], una solucion comun z 
de cada dos ecuaciones f, =0, f. = 0, debe ser tambien solucion de 

(f r , f.) = 0. Si agregamos al sistema dado [XXVIII-87] las ^ 2 * j 

ecuaciones (f r , f,)=0 y del sistema obtenido consideramos solo las ecua¬ 
ciones funcionalmente in depen dientes (§ 68-3, nota 1), podemos ir repi- 
tiendo este proceso hasta llegar, bien a un sistema de mas de n ecuacio¬ 
nes y entonces el sistema es incompatible por deducirse de el una rela¬ 
tion entre las solas variables independientes x, o bien a un sistema en 
que los parentesis de Poisson no proporcionan ecuaciones distintas (§ 68-4, 
nota 1) a las anteriores, en cuyo caso el sistema se llama completo 

Si el sistema [XXVIII-87], supuesto por numeracion convemente que 
8(fi, .. .,fm) /3(pi, ..., p m )¥^ 0, se resuelve respecto de las p h ...,p m , 
se obtienen las ecuaciones 

[XXVIII-90] p f — cp,-(*i, • • ■, th ; Pm«, . ..,p«) = 0, (r = 1,2, ..., m). 

Los parentesis de Poisson (p, — «pi. Pi — <Pi) no contienen las va¬ 
riables pu P 2 , ..., Pm. Si dicho parentesis es funcion G(jh —<pi, . 

p m _cp m ) de los demas, esta se reduce a una constante por tener den- 

vadas nulas respecto de los m argumentos p,■ — cp,-. Si la constante no 
es nula, el sistema es incompatible. Asi pues, en otro caso, dichos paren¬ 
tesis, o son identicamente nulos, o igualados a cero dan ecuaciones distin- 
tas a las [XXVIII-90]. Siguiendo este proceso, se llegara g un sistema 
o bien de mas de n ecuaciones distintas y por tanto incompatible, o bien 
a un sistema en involucion, llamado tambien sistema jacobiano, donde los 
parentesis de Poisson correspondientes a cada dos ecuaciones seran iden¬ 
ticamente nulos. 

M Si tal es el sistema [XXVIII-87], (w<w), (lo es evidentemen- 
te, si el sistema consta de una sola ecuacion) veremos luego como pue- 
den determinarse funciones distintas f»«, . • d ue 3 unto jJS 

tema cumplan las condiciones [XXVIII-88]. Entonces, por aplicacion del 
teorema 1, puede determinarse mediante cuadraturas (nota I), una tun- 

cion 2 =F(cci, a* .«,.) + tt»+i que satisface las ecuaciones 

[XXVIII-89]. La funcion 

[XXVIII-91] * = F(*i, 0, .... 0, a m «, .... a„) + «»« 

verifica entonces el sistema jacobiano [XXVIII-87] para constantes a»+r 
( r — 1 2 ...,n — to 4-1) cualesquiera, dando asi ■ integrates. Poi 

analogia (§ 111-3) la solucion [XXVIII-91] se llama una integral com- 
pleta. En general, una integral completa es una funcion z — * (*i, .. 
cw con n — m+1 constantes arbitranas tal que las« + l 

ecuaciones z = F, p,t=8F/3*r, conduzcan, por elimmacion de las constan¬ 
tes a n +i, ..., On, a n+ i al sistema [XXVIII-87]. . , 

La integral general de este sistema se obtiene de una integral com¬ 
pleta en forma analoga a la vista anteriormente (§ 111-3, b). Asi, se 
toman h relaciones distintas y arbitranas (h<n — m + 1) entie 
constantes 

[XXVIII-92] *x(a»+i, • •a.„ o«+i) = 0, • • •» • • •» a *» a,,+1 ^ = °» 

y a ellas se anaden las n — to -f 1 ecuaciones 
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[XXVIII-93] ■ . v - 

C ^m+r 


+ k —— 

oa~+r 




(r = 1, 2, . ..,n —to + 1), 

donde Xi, ..., son indeterminadas que se eliminan de [XXVIII-92], 
[XXVIII-93] para dar lugar a n — to-|- 1 ecuaciones, de las que se des- 
pejan las a m+r como funciones de las x y que introducidas en la integral 
completa originan una integral 

z = F[xi, a m+i (x), . . a n (x), a n +-,(x) ]. 

En efecto, facilmente se demuestra que 

9F 9a m+ i . . 3F 3a„ 9F 9a,,+a 


3F da m+1 
3a m+ i 3 x, 


3F dg„ dF _3< i„ +1 _ 

3a„ dxi 3a n+ i dx t ~ 


(i=l,2, .. ,,n), 

de donde p, = dF/dx lf (i = 1, 2, ..., n). 

Aun puede obtenerse una eventual integral singular (cfr. § 111-3), 
eliminando las constantes entre 

[XXVIII-94] z — F = 0; - dF — = ... = = 0 , 

3a m+1 3 On 3 a„-n 

sin que dichas ecuaciones determinen necesariamente una variedad, ni 
tampoco una solucion de [XXVIII-87]. 

(> B ) Dado un sistema jacobiano [XXVIII-87], (to<w), existen m6- 
todos debidos a JacoBi, Mayer, Lie, Imschenetsky y otros, que permiten 
determinar funciones distintas f m +i, ..., f» que junto a las to del sistema 
cumplan las condiciones [XXVIII-88]. El metodo de Jacobi se apoya en 
la identidad de Poisson (cfr. [XXVIII-52], nota II, b ) 

[XXVIII-95] ((f,g),h) + ((g,h),f) + ((h,f),g) so , 

respecto de tres funciones f, g, h de las x t , p, (i= 1, 2 . n) que ten- 

gan derivadas segundas, identidad que se demuestra facilmente obser- 
vando que en ella se anulan los terminos en que figuran las derivadas 
segundas de cada funcion, por ejemplo, de la f. 

Para determinar las funciones f..., f„ se opera por recurrencia 
y basta, por tanto, dado el sistema [XXVIII-87] cumpliendo las condi¬ 
ciones [XXVIII-88] (r, s== 1, 2, .. .,to), estudiar como se encuentra una 
funcion cp distinta de ellas, tal que (f r , cp)=0, r= 1,2, ..., to. 

Si se pone X r (cp)= (fr, cp), la identidad de Poisson [XXVIII-95] 
para f,-, f„ cp se escribe (con (f r , f.)=0 por hipotesis) : 

[XXVIII-96] X.(Xr(cp))— X,(X.(cp))= 0, (r,s= 1,2. to). 

Por tanto, debemos encontrar una solucion comun cp a un sistema de 
to ecuaciones lineales homogeneas X r (cp)=0, (r = 1, 2, ..., to) en las 
derivadas parciales respecto de las 2n variables Xi ,..., x„ ; pi, ..., p n , 
tomadas como independientes, cumpliendo las condiciones [XXVIII-96]. 

Sea, pues, un sistema jacobiano de to ecuaciones lineales homogeneas 
en las derivadas primeras 

h 0q) 

[XXVIII-97] Xr(<p)= 2 c ri< (*i, ...,**) -3^ = 0, (r = l,2 . to) 

o=i 

en k > to variables independientes Xi, ..., x k , cumpliendo las condiciones 
[XXVIII-96], y veamos como se halla una solucion comun. 

Un cambio de variables de determinante no nulo transforma este sis¬ 
tema en otro sistema jacobiano lineal homogeneo. En efecto, si j/i, . .., y* 
son las nuevas variables, con 

= X)(Vi, . ■ .,Vk) = xj(v) , 0'= 1, 2, .. .,k) , 

aerfi: 
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x,(,.)ss, «„,(*,<»). ^7 +•••;+ = 

[XXVIII-98] = ( 2, *, , -$*-) + ...+ ( 2, or., %*-) %.<= 


= XrW| + ...+ W».)^ S Y,W 


(r = 1,2, ..., m) 


y si se cumple 

X. (X r (tp)) = X,(X.(tp)) , 

claro esta que tambien sera 

Y, (Y,(<p)) = Yr(Y,(cp)) , 

como habiamos afirmado. 

Para integrar el sistema [XXVIII-97] se procede por reducciones su- 
cesivas. Se toman para y if ..., y*, k— 1 integrates primeras distinta 3 
de la primera ecuacion Xi(q))=0, solucion del sistema adjunto (§ 110-4) : 

_da-’o_ _ _ dtc* 

C., 2 ( X) - ■■■— Cj, n(x) 

que junto con otra nueva variable 2 /i = yi(») den un determinate fun- 
cional no nulo respecto de las xj. El nuevo sistema sera tambien jaeo- 
biano, y siendo X,(?/,) = 0, (j = 2, 3, ..., k) , la primera ecuacion, segun 
[XXVIII-98], se reduce a 


[XXVIII-,99] -^; T 


[XXVIII-100] 


Y.(cp) = X,(».) -|2- = o 


es decir, la posible solucion cp debe ser independiente de yi. 

Los coeficientes de las otras ecuaciones Y,(<p)=0, (r = 2,3, ...,m), 

son CmiVi, ...,»*)= X,(y>), (J = l,2. k), y entonces la condicron 

Y« (Yr (cp))— Yr(Y.(<p) )= 0, equivale al cumplimiento de las identidades 

[XXVIII-101] | [ c.„ - c,„ - 8 £f-] = 0 , 


(r, s = 1, 2, ..., m; i = l,2. k ), 


es decir, de 
[XXVIII-102] 


1 [ X, 

2 — 1 L 


3X,.(J/,) y < v 3X .(y,) 1 = 


o 


(r, s = 1, .. m; i=l,...,k). 

Tomando r= 1, i > 1, s > 1, al ser X,(i/j) = 0, (j = 2, 3, ..., fc), 
queda — X.(|ft) (3X. (y<) /3y»)= 0, es decir dC.,</d yi = 0, y por tanto, 
las [XXVIII-101] se convierten en 

r 3Cr, i ^ 3C.„ 1 _ n 

[xxvm-103] s 2 | ~ c ' > ' ~i>vr 1 ~ ° ’ 

(r, s = 2, 3, .. .,m; i = 2,3, ..., k ), 

con las C»,i independientes de j/i. Por tanto, en las ecuaciones Y,-(tp)= 0, 
(r — 2, 3, . . .,m), podemos suprimir el primer termino, para obtener un 
sistema de m — 1 ecuaciones 

[XXVIII-104] 2 C r ,>(ys, = 0 > (r = 2,3, ...,m), 

en 7c — 1 variables y 2 , ..., 2/* que es tambien jacobiano por cumplir las 
rxxvill-103]. Toda solucion de este sistema reducido, por no depender 
do y-i, verificara tambien [XXVIII-100] y las Y,(cp)=0, (r — 2, 3,..., m) • 
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Reiterando el procedimiento m — 2 veces, llegaremos a una sola 
ecuacion 

[xxvni-105] 2 • • .,b*) = o 

j=k—m d X\i 

que integraremos mediante el sistema adjunto de ecuaciones ordinarias 

[XXVIII-106] —*5--- = - ... _ - d «*_ . 

r»,4-n Pm,*-m+l Pm,fc 

Mediante las transformaciones inversas a las realizadas anterior- 
mente, obtendremos la solucion del sistema [XXVIII-97]. 

b,-,) Caso analitico. — Si buscamos solo soluciones analiticas, esto es, 
desarrollables en serie de Taylor (§ 69-5, nota 4), de ecuaciones cuyos 
primeros miembros sean tambien analiticos, puesto el sistema jacobiano 
en la forma [XXVIII-90], pueden darse arbitrarios no tan solo los valo- 
res iniciales ..., x u ,„ sino tambien las derivadas parciales primeras 
P tt K* 1 , . • •, p"n, quedando ya determinadas las p\ . .., por dichas ecua¬ 
ciones [XXVIII-90]. Por derivacion sucesiva de estas ecuaciones y apli- 
cacion de adecuados valores iniciales, van obteniendose los coeficientes 
de un desarrollo de Taylor que verifique formalmente el sistema pro- 
puesto. Viendo cuales son los valores iniciales de las derivadas sucesivas 
que quedan arbitrarios y los que se determinan por derivacion del siste¬ 
ma, se concluye que un sistema en derivadas parciales de primer orden 
con una funcion incognita conteniendo en su forma . jacobiana m ecuacio¬ 
nes analiticas independientes, tiene solucion analitica de las n variables 
independientes, univocamente determinada en cuanto se asigne arbitra- 
riamente la funcion analitica de n — m variables a la cual se reduce la 
solucion buscada sobre una determinada variedad analitica de dimension 
n — m (condiciones de Cauchy). La justificacion rigurosa de lo afir¬ 
mado y estudio de la convergencia de la serie obtenida, puede efectuarse 
en las obras citadas en la bibliografia (nota XI-3). 

c) Sistemas generates de ecuaciones en el caso analitico. — Daremos 
solo idea de las cuestiones que se suscitan en su resolucion, remitiendo 
para mayores detalles a la notable memoria de B. Levi sobre el tema 
(citada en nota XI-3 y en Cap. XXVII, nota IV-2). 

Ci) Al considerar sistemas de ecuaciones en derivadas parciales de 
orden cualquiera, hecha la reduccion al caso de una sola funcion incog¬ 
nita (a), surge el hecho nuevo y muy importante de que la aparicion y 
numero de nuevas consecuencias diferenciales del sistema dado, depende 
ahora esencialmente de la ordenacion de las derivadas, es decir, de la 
determinacion de una altura para ellas. Una ordenacion de las derivadas 
se llama normal si se tiene en cuenta: 19) el orden de derivacion; 29) en 
caso de dos derivadas del mismo orden, el primer orden de derivacion 
diferente que afecta a las variables colocadas en sucesion determinada. 
Si la ordenacion fijada para las derivadas solo cumple la primera con- 
dicion, se tiene una ordenacion casi normal. En otro caso, se tiene una 
ordenacion no-normal; puede obtenerse una tal ordenacion dando un peso 
o cota a cada variable (por ejemplo, numeros primos distintos) y consi- 
derando pesos totales crecientes. 

Ademas, es importante hacer corresponder a cada derivada el mono- 
mio entero en las variables independientes que figura como indice infe¬ 
rior al suprimir las 3 en la notacion de dicha derivada. Con ello, las 
derivadas que nacen de una dada, por sucesivas operaciones de deriva- 
eidn, son precisamente las que corresponden a los monomios multiples del 
monomio correspondiente a la derivada inicial. Fijada arbitrariamente 
una ordenacidn en altura de las derivadas, puede considerarse cada ecua- 
cidn resuelta respecto de la derivada de maxima altura que ella contiene. 
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Apareceran asi, despues de faciles simplificaciones, como primeros miem- 
bros, derivadas que iremos llamando principales. Iran apareciendo otras 
mediante las consecuencias diferenciales del sistema a agregar a este si 
son algebraicamente independientes. 

Llamaremos derivadas parametricas a las no deducibles por deriva¬ 
tion sucesiva de las principales; son aquellas cuyos monomios correspon- 
dientes no son multiplos de ninguno de los monomios que forman el con- 
junto M correspondiente a dichos primeros miembros. Un primer lema 
algebraico fundamental dice que es finita toda sucesion de monomios de 
n variables en que ninguno es multiplo de uno anterior. Este lema ase- 
gura que despues de un numero finito de pasos, se llega siempre a un 
sistema que tambien se puede llamar completo , por no deducirse de el 
nuevas consecuencias diferenciales. Observese que en el caso de ecuacio- 
nes diferenciales ordinarias, la finitud del sistema normal (§ 105-2) se 
obtiene por el hecho de que el numero de ecuaciones ha de ser igual al 
de funciones incognitas (§ 105-3); en el caso de ecuaciones en derivadas 
parciales de primer orden, con una funcion incognita (6), el numero fi¬ 
nal de ecuaciones no puede sobrepasar al de derivadas primeras, es decir. 
al do variables independientes ( b 3 ) ; aqui es este primer lema algebraico 
el que asegura la finitud del sistema completo. 

Se concluye asi, que un sistema dado de ecuaciones analiticas en de¬ 
rivadas parciales equivale al conjunto de uno o mas (en numero finito) 
sistemas completos dependientes de una determinada ordenacion de las 
derivadas en altura, sistemas completos que se separan de el mediante 
una sucesion finita y determinada de operaciones de derivacion, elimina- 
cion y obtencion de soluciones numericas de sistemas analiticos en termi- 
nos finitos. 

Fijado ya un sistema completo con respecto a una determinada or¬ 
denacion en altura de las derivadas, se extiende el nombre de derivadas 
principales a todas las que se deducen de los primeros miembros por de¬ 
rivacion sucesiva; todas las demds se Human parametricas. 

Entonces las condiciones iniciales del sistema dependen esencialmente 
de la manera como se distribuyen los monomios correspondientes a las 
derivadas parametricas segun el siguiente segundo lema algebraico fun¬ 
damental: Dado un sistema finito M de monomios de n variables x-i, 
Xt, ..., x n , tales que cada dos de ellos, nunca uno sea multiplo del otro, 
se puede entonces determinar (generalmente de varios modos en numero 
finito) otro sistema N de monomios y correspondientemente a cada uno 
de estos un grupo de variables (llamadas multiplicatrices), en forma tal 
que todos los monomios que no son mdltiplos de ninguno de M y solo 
ellos, se obtienen una y una sola vez por multiplicacion de un monomio 
de N por un monomio adecuadamcnte formado con las correspondientes 
variables multiplicatrices. 

Este segundo lema algebraico fundamental permite ahora construir 
formalmente la serie de Taylor que da la solucion, definida siempre que 
se fijen apropiadas condiciones iniciales para las derivadas parametri¬ 
cas, condiciones que dependeran de los distintos sistemas N que se pue- 
den construir en el lema, apareciendo como funciones arbitrarias o re- 
duciendose a constantes tambien arbitrarias, segun haya o no variables 
multiplicatrices en correspondence al monomio respectivo. En definitiva, 
para completar la determinacion de una funcion incognita de un sistema 
de ecuaciones en derivadas parciales, hay que dar condiciones iniciales 
que se traducen en asignar los valores de funciones (eventualmente. cons¬ 
tantes) a las que se reducen determinadas derivadas de la funcion incog¬ 
nita (eventualmente la funcion misma) sobre determinadas variedades 
de puntos del espacio E„ de las variables independientes Xi, Xi, ..., x n . 
Las condiciones iniciales se llaman de Cauchy cuando se refieren a los 
valores dados sobre una misma variedad. Aqui, ni la estructura de las 
variedades (que pueden no ser lineales) ni su dimension, es algo intrin- 
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seco al sistema, sino que dependen no tan solo de la ordenacion de las 
derivadas en altura, sino tambien del sistema N que se haya construido 
en el segundo lema algebraico antes citado. 

Observese que asi como en los sistemas de ecuaciones diferenciales 
ordinarias, se da particular importancia al numero finito de constantes 
arbitrarias de que depende su integracion y, por consiguiente, al de con¬ 
diciones iniciales que pueden fijarse (§ 105), en cambio, en el problema 
de la determinacion de las condiciones iniciales para individualizar la 
solucion de un sistema en derivadas parciales, condiciones representadas 
generalmente por funciones arbitrarias, resulta que segun el procedi- 
miento de resolucion que se adopte, pueden variar el numero de estas 
condiciones y el numero de variables de que dependen las funciones que 
las representan. Por lo tanto, el numero de las funciones arbitrarias 
que completan la definicion de un problema en derivadas parciales debe 
considerarse estrechamente vinculado al significado que estas funciones 
van a tener. 

Tambien la existencia de un campo de convergencia suficientementc 
restringido de la serie de Taylor obtenida formalmente para la solu¬ 
cion del sistema, esta estrechamente vinculada a la determinada orde¬ 
nacion en altura que se adopte para las derivadas, tomando ahora impor¬ 
tancia la ordenacion normal, por asegurar siempre dicha existencia. 

Cj) Otro metodo de resolucion de un sistema de ecuaciones en deri¬ 
vadas parciales se refiere a su reduccion a otro de primer orden lineal 
en las derivadas (o) con k funciones incognitas Zi, z 2 , ..., z k y n varia¬ 
bles independientes Xi, x 2 , ..., x„. Se prueba facilmente que el numero 
m de ecuaciones puede siempre suponerse m < k. n con ecuaciones lineal- 
mento independientes. Por procesos lineales y adecuada numeracion de las 
funciones incognitas, todo sistema puede reducirse a una forma cononica 
en la que las m ecuaciones 3z,/9an = -<J/» < tengan sus segundos miem¬ 
bros 'vj/’r, i funciones lineales de las derivadas que contengan solo deriva¬ 
cion respecto de x } con indice j > i, o bien derivacion respecto de x t 
para funciones z, con s > r. Entonces, las derivadas que figuran en los 
primeros miembros se llaman principales y las l'estantes parametricas. 
Una derivada segunda d^r/dxidx) se llama doblemente principal si 
dzr/dxt y dzrfbx) son ambas principales; cuando solo una de ellas es 
principal, aquella derivada segunda se llama simpleynente prmcipal ; se 
llama parametrica, si ambas derivadas primeras son parametricas. 

Por derivacion del sistema dado se ve que las derivadas segundas 
simplemente principales quedan univocamente determinadas mediante las 
parametricas, mientras que las derivadas segundas doblemente principa¬ 
les dan lugar a consecuencias diferenciales o relaciones entre derivadas 
parametricas que deben cumplirse identicamente. En este caso, el sistema 
de ecuaciones se llama completo. Si el numero de ecuaciones del reducido 
sistema canonico completo es el maximo posible m — k.n , entonces la so¬ 
lucion z i, Zi, ..., z k , queda univocamente determinada para valores ini¬ 
ciales dados z\ z\, ..., z\ en x\, x\ ..., y por tanto la integral 
general depende de k constantes arbitrarias, es decir, existen cc* solu¬ 
ciones. 

En cambio, si m < k ,n, consideremos funciones analiticas arbitra¬ 
rias <p r de todas las variables Xi para las que dz r /dx, son parametricas 
y que tomen valores z n r en el punto inicial x\ x\ ..., x°„’, entonces, 
existe una solucion analitica univocamente determinada Zj, zi, ..., z k tal 
que la funcion z r se conviei’te en la funcion cp r cuando en z r se atribu- 
yen a todas las variables principales Xj los valores iniciales x°j. 

En efecto, con las cp r quedan determinados los valores de todas las 
derivadas parametricas de cualquier orden de z r en el punto inicial 
a:“i, x\ ..., x a „. Mediante el sistema se obtienen las derivadas primeras 
principales. Las derivadas segundas principales dependen' solo de deri¬ 
vadas paramdtricas y son, por tanto, conocidas. Si todas las derivadas 
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de orden (q — 1) se han determinado mediante las derivadas parame- 
tricas hasta de orden (q — 1), por derivacion simple del segundo miem- 
bro resultan, junto con las derivadas de orden menor que q, derivadas 
de orden q, bien parametricas, bien simplemente principales. Basta pues, 
expresar las derivadas de orden q con una sola variable principal me¬ 
diante derivadas parametricas, lo que se logra inmediatamente en las 
simplemente principales obtenidas por derivacion de la ultima ecuacion 
del sistema canonico, sustitucion de ellas en la derivacion de la penulti- 
ma ecuacion, siguiendo asi de atras a adelante. En esta forma las deri¬ 
vadas de orden q quedan univocamente determinadas como funciones de 
las derivadas parametricas, y dadas estas, quedan formalmente determi- 
nados los desarrollos de Taylor de las funciones incognitas. 

Para la demostracion de su convergencia, justification rigurosa del 
metodo y detalles aclaratorios del mismo, pueden consultarse las obras 
incluidas en la bibliografia, en particular como clara y muy asequible, 
la de ecuaciones en derivadas parciales de Hoheisel (citada en nota 
XI-3 y Cap. XXVII, nota IV-2). 

IV. Funciones de Ferrers y armonicas esfericas de superficie. — El 
metodo de separation de variables expuesto en § 112-3, b para ecuacio¬ 
nes de segundo orden de cocficientes consiantes es tambien aplicable a 
ciertas ecuaciones de coeficientes variables. Consideremos, por ejemplo, 
la ecuacion diferencial [93-28] de la armonica esferica de superficie 
Y„(X, 6) (§ 93, ejercicio 20): 

d / 3Y„ \ 0 a Y» 

sen o ^ sen e —J -] -- 0? -— + n(n + l)seir 0 Y n = 0 , 

que con la variable independiente cos o — t, se escribe: 

[xxvm- 107 ] (i — *■) j-X + «(» + i)Y, j = o. 

En algunas anlicaciones interesan soluciones de [XXVIII-107] de la 
forma Y H = L(X).T(t) lo que conduce a igualar a una constante cada 
termino de [XXVIII-107]. Asi resulta L de la forma cos rl, 6 sen r/., 
6 e^X. Solo las dos primeras con r entero conducen a funciones Y„ uni¬ 
formes en la esfera: 

[XXVIII-108] Y„ = cos rl . T(t), 6 Y„ = senrX.T(t). 

Para T (t) resulta de [XXVIII-107] la ecuacion diferencial 

[XXVIII-109] Jj- (l-f) - d J- + [ n(n + 1) — — f- ] T = °- 

Derivando r veces la ecuacion diferencial [93-29] de los polinomios 
de Legendre escrita en la forma 

d 2 P„ dP, 

(1-**) - de ~ ~ 2t ~ dt ~ + n(n + l)P, = 0, 

y multiplicando luego por (1 — f-) 'V 2 , se llega a que la ecuacion 
[XXVIII-109] admite la solucion: 

[XXVIII-110] T = (1 — t~) r / 2 —P„ (t) = P/(f), 

no identicamente nula solo si r < n. El ultimo miembro de [XXVIII-110] 
indica la notation usual para esa solucion de [XXVIII-109], que se ex- 
presa como producto de sen’’ 0 por un polinomio de grado n — r en cos o. 
La funcion P/(t) se llama funcion de Ferrers de orden r, asociada a 
la funcion de Legendre de grado n. 
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De [XXVIII-108] y [XXVIII-110] resultan para r=0,l, ...,n, las 
'In -f 1 armonicas esfericas: 

P*(t), P^MOcos?., P„ 1 (t) sen X, ..., P„"(t)cos nX, P„’ l (t)sen nl. 

Se demuestra que cualquier otra armonica esferica de grado n se 
expresa como combinacion lineal de ellas. Integrando el producto de dos 
distintas respecto de X, de 0 a 2a, se ve que forman un sistema ortogonal 
sobre la esfera. Cada funcion P/(i)cosrX, 6 P/(t)senrX, (0<r<w), 
se anula en la esfera sobre una red ortogonal de meridianos equidistan- 
tes (correspondientes a cos rl = 0 6 sen rl = 0) y ciertos paraielos [co- 
rrespondientes a los ceros de P„ r (t)]. Esta red divide a la esfera en 
trozos rectangular es y las funciones, llamadas armonicas teseladas (in¬ 
gles: tesseral harmonics), resultan adecuadas para problemas en cone- 
xion con estos trozos rectangulares o con dominios espaciales que resul- 
tnn de proyectarlas desde el origen O, y limitar con esferas de centro O. 
Para r — n, P„"(t) se anula para t—± 1, 0 = ± n/2, la esfera queda 
dividida en sectores comprendidos entre meridianos equidistantes, y por 
eso P„"(f,)cos nl, P„"(t)sennl suelen llamarse armonicas sectoriales. Para 
r=0 se tienen zonas esfericas comprendidas entre los paraielos 0 — 0 , 
con P H (cos 0 ,) — 0, por esta razon los polinomios de Legendre P „(t) se 
Hainan tambien armonicas zonales. 

V. Vibraciones y equilibrio de hilos y varillas. — a) Cuerda vibrante 
no homogenea. — Fue este cl problema fisico estudiado por Sturm y 
Liouville, quienes abordaron en el por primera vez los problemas de 
contorno de las ecuaciones diferenciales ordinarias. Por eso lleva sus nom- 
bres la teoria desarrollada en Cap. XXVII, nota III, acerca de las ecua¬ 
ciones del tipo [XXVIII-56], que son una generalizacion no esencial de la 
ecuacion original de Sturm-Liouville [XXVIII-113] que vamos a es- 
tudiar. 

Si es y(x) la densidad de masa en el punto x (o masa unitaria, o 
derivada de la masa respecto de la longitud) y r(x) el producto del 
modulo de clasticidad por la seccion, la ecuacion de la cuerda u = u(x,t), 
por el mismo razonamiento usual para el caso de masa homogenea, debe 
natisfacer a la ecuacion 

[XXVIII-111] q(*)um (x, t) = [r(*)u»(:e, t)]„. 

Con el metodo usado en § 112-3, b, pongamos u = z(t)y(%) y la 
ecuacion obtenida: 

q(x)z" (t)y (x) = (ry’)'z(t) 

: <■ (lesdobla en dos ecuaciones, y para el caso de extremos fijos [XXVII-47] 
tendremos: 

I X XVIII-112] z "(t) = — lz (t), z(t) = acoskt + b sen kt, (k" = l ); 

| X X VIII-113] (ry')' = — Xo(®)y(a:), y(0) = 0, y(l) = 0, 

problema lineal de contorno de donde sacaremos los valores de l para 
poncrlos en [XXVIII-111]. 

Quo los autovalores l n sean todos positivos como resulta de Cap. 
X XVIII, nota III, teor. 5, por ser r(a;) > 0 tiene especial importancia en 
i<• como en todos los problemas vibratorios. Si fuesen negativos los va- 
suministrados por la ecuacion [XXVIII-113], al sustituirlos en la 
ccimcidn temporal z" = — lz resultaria z(f) no periodica, de tipo expo- 
'"'iiciiil inI'initamente creciente. Esto solo puede acontecer en otros pro- 
b lc hi a m I'isicos donde es q(x) > 0 en [XXVII-56] y aiin en ellos, solo un 
iilViiicro finito de veces. 

Finnlmonte, observemos que una vez nonnalizadas las soluciones 

II U'n He | XXVIII-113 |, con las soluciones z„(/)({>„(a;) de [XXVIII-111], 
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se pueden componer soluciones polinomicas de variables disoeiadas, y se¬ 
ries del tipo: 

[XXVIII-114] u (x,t)= X ( a « cos ^,4 + sen k„t) cp„ (x) , ( Jc n " = X n ) 

con las que se pueden satisfacer las condiciones iniciales u (x, 0) = f (a;), 
u, (a;, 0) = g(o;), siendo f(as) y g(*) funciones continuas que cumplen 
las condiciones f(0) = f(2) = 0, g(0) = g(Z) = 0; pues basta elegir los coe- 
ficicntes a„ y b„ tales que para t = 0 sea: 

[XXVIII-115] f(x) = lga„{p»(a;) , g(x) = ^a„/c„cp n (*). 

Si estas series convergen absoluta y uniformemente, tambien 
[XXVIII-115]; y por tanto es la solucion del problema. 

Analogamente se estudian las condiciones de contorno de tipos B y C 
de Cap. XXVII, nota III, Ci, que corresponden a extremos libres y a 
extremos ligados elasticamente. 

b) Vibration forzacla de una cuerda homogenea. — Si sobre la cuer- 
da vibrante actuan fuerzas exteriores h (x,t), la ecuacion del movimien- 
to es (cfr. § 112-6, a) : 


[XXVIII-116] u,i = c"u xx + h(x,t) , u(0, t) = u(jt ,t) = 0 

refiriendonos especialmente al caso de la cuerda tensa en [0, jt]. He aqui 
un problema no homogeneo (Cap. XXVII, nota III, a) en que la separa- 
cion de variables debe hacerse tambien en la h(», t). Sin presuponer 
que sea desarrollable en serie de Fourier, scan h„ sus c. F. y c„ los de 
u ( x , t ), es decir: 


[XXVIII-117] 


c At) 


= \ f u (*’ 

" Jo 


t) sen nx . dec 


h n (t) = - h (a;, t) sen nx . da: 

a 1 Jo 


para deducir los c„ de los h„ que son funciones conocidas, multipliquemos 
[XXVIII-116] por (2/jt)s en »* integrando despues en (0, jt) 


2 C w 2 c 2 r* 

- Un sen nx . d* = -- u xx sen nx . da: -f- 

n J o n J o 


+ 


h (x, t) sen nx . do; 


la primera y tercera se expresan mediante [XXVIII-117]; la segunda 
tambien, previa integracion por partes que la transforma en 


— w 2 J u sen nx . dx ; 

luego, la ecuacion en derivadas parciales se ha reducido a esta ordinaria: 
[XXVIII-118] c"„(<) = — n"tic„(t) + h „(<). 


Como la integral general de la ecuacion homogenea c"„ + n 2 c"c n = 0 
es: a„ cos net + b n sen net, basta sumarle una integral particular de la 
ecuacion completa (§ 107-3) para obtener la solucion general de 
[XXVIII-118] : 

[XXVIII-110] c „(t) = —f sen nc(t — s)h„ (s)ds -f 

nc Jo 

+ a n cos net b„ sen net. 


Para t = 0 es c„(0)=a„, c'„(0 ) — ncb„, numeros que segiin 
[XXVIII-115] son los c. F. de las funciones iniciales: f(;c) n (cc. 0), 
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g(x)= Ux(», 0) ; luego con la expresion [XXVIII-119] quedan univoca- 
mente determinados los c. F. de u(a;, t). 

Si converge uniformemente la serie ^c„ (t) sen ncx, esta funcion es 
la unica solucion del problema, y en caso eontrario la funcion u (x,t) 
queda determinada por convergencia cuadratica, que es segura por ser 
funcion continua, y ser completo el sistema ortogonal senna; en (0,n), 
(§ 97-6). 

El caso en que la fuerza h (cc, i) sea periodica en t y por tanto 
h n (t)= a cos cot + (1 sen cot tiene gran interes. Si es w=£nc, el c. F. ex- 
presado por [XXVIII-119] se compone de una parte periodica de fre- 
cuencia nc y otra de frecuencia o». En cambio, si para algun n es 
ci) = nc (caso de resonancia), c*(£) no esta acotado (§ 108-5, 6). 

c) V(trilla homogenea vibrante. — Como ejemplo de problema lineal 
homogeneo expresado por una ecuacion de orden superior a 2, estudiemos la 
del movimiento vibratorio de una varilla homogenea (cfr. § 113-5, d ): 

[XXVIII-120] m # * + u H = 0. 

Se hace la usual separacion de variables poniendo u = y (x) .z(t) 
y la ecuacion se desdobla en estas dos: 

[XXVIII-121] z" + Iz = 0, « = a cos 1c 2 t + b sen k% (k = k*) 
[XXVIII-122] y IV — ky = 0, cuatro condiciones de contorno, 

donde el parametro k esta determinado por las cuatro condiciones de 
contorno. Suponiendo elegida la unidad do longitud tal que la longitud 
de la varilla sea jt, la integral de la primera expresa el movimiento vi¬ 
bratorio de cada punto, y la integral general de la segunda, mediante su 
ecuacion caracteristica r* = k\ es: 

[XXVIII-123] y = acoskx + P sen kx + y ch lex + 8sh/ca;. 

Si las condiciones de contorno son 

[XXVIII-124] y (0) = y'(0) = 0, y (n) = y'(jt) = 0, 

(extremos empotrados ), 

las constantes se determinan asi: 

a + y = 0, a(cosA;jt — ch kn) + P(senA;jt—sh kn) — 0, 

3 4-8 = 0, —a(sen/cjt 4- sh kn) 4- P(cos/cjt — ch kn) = 0, 

y los autovalores k n (o bien kn) vienen definidos por la ecuacion, obte- 
nida anulando el determinante del sistema homogeneo en (a, 3) (§ 15-6, b) : 

| XXVIII-125] A = 2(1 — cos kn . ch kn) = 0 

es decir cos kn . ch kn = 1. 

La solucion k = 0, o sea k = 0, invalida la expresion [XXVIII-123], 
pues la ecuacion [XXVIII-122] es ahora y n = 0 y su integral: 

| X XVIII-126] y — a 4- pa; 4- yx~ -f 8a; 3 , 

nindiciones a = 3 = 0, y 4- 8n: = 0, 2y -f 38n: = 0 (incompatibles). 

Por tanto, el numero k = 0 no es autovalor. 

I .a sucesion de autovalores k« o bien k„ se obtiene graficamente 
1 1 11 -;. 389) y es con buena aproximacion k n ~ (n -f a)jt. 

Mi las condiciones de contorno son 
y"(0) y"'(0) = 0, y" (n) = y"’(n) = 0 ( extremos libres), 

ilrrlviulas segundas de [XXVIII-124], resulta la misma ecuacion 
| \ \ V111 125]; pero lc— 0 o sea k = 0 es autovalor, pues las condicio- 
Mi'n de contonio solo imponen y — 8 = 0, rcsultando las autofunciones 
it I, a x, y toda combinaci6n lineal u -|- fl*. Es decir: k = 0 es auto- 
valoi* (loblf. 
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y— COS x 

Fig. 389. 


Otras condiciones de contorno son, por ejemplo, estas: 

y(0) = y (0) — 0, y(n) = y"(;t) = 0 ( extremos fijos), 
y(°) = y"(0) = 0 , y (jt) = y'(n) = 0 
(extremos fijo y empotrado) 

En todo caso resultan cuatro ecuaciones lineales para u, ft, v, 6, e 
igualado a 0 el determinante, se obtiene la ecuaeion que determina los 
autovalores. 

Ejercicios: 1. Demostrar para cada par de autovalores l, n , h, v sus 
correspondientes autofunciones 

(h n — In) Jo y,nVn dx = | V „ V "' m — y M y"' n — y' n y " + y> m y" 

2. Deducir la ortogonalidad de y m e y„ en (0, a). 

d) Equilibria de vigcis y varillas. — Si una viga elastica cuyos ex- 
tiemos tienen abseisas x = a, x =/>, esta sometida a ciertas fuerzas 
(carga continua o bien cargas aisladas en ciertos puntos, reacciones de 
apoyos, etc.), la teoria elastica de Navier-Kirciiiioef admite que la fi- 
bra neutra de los baricentros de las secciones carece de tensiones y esa 
linea elastica tiene en cada punto x, curvatura proporcional al momento 
flector M (momento de las cargas y reacciones a uno u otro lado de a:), 
e inversamente proporcional al momento de inercia I de la seccion; y 
como para pequenas deformacioncs la curvatura es muy aproximadamente 
y", la ecuaeion de la linea elastica es (§ 106-2, b) : 

[XX\ III-127] y =z — kM (x) ; (/c = l/EI), E = modulo de elasticidad; 

(momento flector a la izquierda retrogrado positivo; y positivas hacia 
abajo). 

El caso mas sencillo es el 
de una carga aislada P en el 
punto I (fig. 390) ; suponiendo 
la viga apoyada en los extre¬ 
mos. es decir, condiciones de 
contorno de tipo A (Cap. 
XXVII, nota III, Ci), y(a) = 
= y(b)=0, las reacciones A, 
B de los extremos estan deter- 
minadas por la doble condicion 
(fuerza hacia abajo positiva) : 
Fig. 390. —A —B P 

b — I I — a b — a 

En (o,f): Mi(») = (x — a) .(—A); 

En (£,?>)= M.(*) = (b — x) . (— B). 
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Las integrales son del tipo: 

y = kA ( g- x* - y x" ) + c,x + c-i , 

y = k B ( ~y x- -cc" ) + c 3 x + c a , 

y las cuatro constantes se determinan por las condiciones de contorno, y 
la igualdad de valores y', y" en i, pues los de y" lo son por la propor- 
cionalidad arriba escrita. 

Si la carga es continua y es f(x) la carga unitaria, o sea, la deri- 
vada de la funcion de carga yi(a;) o esfuerzo de corte, se tiene esta 
escala de funciones: 

y = f(a’) funcion de cargas unitarias 

(continuas), 

i/j = ( f(x)dx funcion de esfuerzos cortantes, 

Jo 


y-i — ( f(£)(x — £)d£ = ( yi(ac)da? funcion de momentos flectores. 
Jo Jo 

La ecuaeion de la linea elastica es, por tanto, y" = — ky,(x) y sus 
primitivas sucesivas son: 


y.\ = y' = — lc y-i(x)dx 


funcion de pendiente, 


1/4 = 2/= y 3 (x)dx 


funcion de la linea elastica. 


Si se parte de la funcion f(x) de cargas, la ecuaeion sera 
[XXVIII-128] y lv = — kf(x) 

y el problema de equilibrio esta intimamente ligado con el de la vibra- 
cion tratado en c), presentandose en ambos estos tres casos importantes 
de problema de contorno, que generalizan los tipos A y B de Cap. XXVII, 
nota III, c x : 


Ecuaeion 

Equilibrio y lv = — Id (x) 
Vibraci&n yA = — y,t 


A 7 , + f y (0) = y (0 = o 

Apoyada en los extremos 

{ y (0) = y (l)=0 

Empotrada en los j y(0)=y(0=0 

extremos \ y'(0) = y'(/)= 0 

Jy"(0)=y"(0=0 
l y'"(0)= y'"(/)=0 


Extremos libres 


Kstas ultimas expresan que en los extremos es nulo el momento fleeter y 
rl esfuerzo cortante. 


c) Equilibrio de cuerdas. — Si en una cuerda tensa (tension r) actiian 


eu ii n punto de abscisa x una 
i mi',a <i, la condicion de equilibrio, 
quo resulta de considerar la com- 
lioiionte vertical de la tension en 
umbos trozos a partir de P (fig. 
Mill) es: 

r . |y'(x') — y'(* - )] = — (I- 

He uipii se deduce la ecuaeion 
d.|u ilihrio: 



Fig. 891. 
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Carga aislada en £: T[y'(£ + )— y'(£ )] = — q 

Cargo, continues q(a): ry"(x) = — q(x) 

Gonsideremos solamente el caso de carga aislada; si la linea elastica 
de equilibrio se compone de dos segmentos rectilineos: 

yi(x) — y(0 • » y»( g ) = y(*) >. 

de la condicion de equilibrio r[y' 2 (£)— y' x (£)] =— q se deduce y($) = 
= (q/rl)(b — *)(« — a). 

Para poner de manifiesto la dependencia del punto £ en que actua la 
carga, designaremos por V (x, £) la deformacion en el punto x debida a 
la carga 1 en el punto £. A uno y otro lado es: 


[XXVIII-129] 


V(»,«) = ~ (b-O(x-a) 
*>i, V(*,0 = —tt) 


V'({%€) — V'(€",*) = - 4“ > 


donde salta a la vista la simetria V (a, £) = V (£, x ); pues si x < £ es 
aplicable la primera en el primer miembro y la segunda en el segundo, 
y al reves si x > £. Este hecho notable, que se generaliza a casos mas 
complicados, se enuncia asi: la deformacion en un punto x producida por 
una carga en £ es igual a la deformacidn en £ por la misma carga en x. 

Si la cuerda soporta varias cargas aisladas qi, en it, por el principio de 
superposicion, viene expresada asi la deformacion: y(x) = (x, Zi)qt, 

y en el limite: 

1 b 


y(«) = J 

J a 


V(<M)q(Od« 


funcion que satisface a la ecuacion ry” — — q(*). En efecto, 
r x rb r x rb 

ry = + , y' = V'g -f Yq + terminos nulos, 

J a J x J a J x 

y" = V'(», x')q(x) — Y(x, x + )q(x), 


pues siendo V lineal, es V" = 0. Resulta, pues, y" = — q/r. 

De la ecuacion del equilibrio se pasa a la del movimiento por el me- 
todo de D’Alembert, poniendo en vez de q(£) la fuerza de inercia. S-i se 
pone y (x, t) = cp(x)cos let, la aceleracion es —Ar’cp(x)cos let, y llamando 
(i a la masa unitaria, la resistencia de inercia es IPpcp (ce) cos kt, luego 
la ecuacion homogenea que determina tp(*) en el caso de cuerda no ho- 
mogenea, es la ecuacion integral homogenea (Apendice II) : 

[XXVIII-130] cp(cc) = hr C V(x, €)l*(0<p(«)d€. 

J a 


VI. Problemas de Sturm-Liouville en varias variables. — a) Proble- 
mas lineales. — cti) Homogeneos. — Gran parte de la teoria expuesta en 
Cap. XXVII, nota III, se traslada paralelamente a las ecuaciones parcia- 
les con cualquier numero de variables, aunque estudiaremos especialmente 
el caso de dos: x, y, llamando D a su dominio de variabilidad y r a su 
contorno, que supondremos formado por una o varias curvas con tan- 
gentes en todos sus puntos, pero con leves cambios de palabras se ex- 
tiende la teoria a n variables. Un “problema lineal homogeneo” esta de- 
finido por una ecuacion lineal homogenea L[w] = 0 y una condicion li¬ 
neal homogenea de contorno: l(w, u n )=0, indicando con u„ la derivada 
segun la normal interior n. Estas condiciones de contorno se clasifican 
analogamente a las de una variable (Cap. XXVII, nota III, c.) aHi: 
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Problemas pur os de contorno: 

Tipo A. Ordenadas nulas: u = 0 en r> 

Tipo B. Pendientes nulas: u n — 0 en T- 

Problemas mixtos de contorno: 

Tipo C. au -f- ifUt„ = 0 siendo a y P funciones del punto en r; en 
particular, si cada una es nula en uno o varios arcos, que en conjunto 
forman T, se tiene: ti=0 en Ti y u n = 0 en el complemento Ta = 
— D — Pi • Algunos autores se refieren a este caso particular al hablar 
de condiciones mixtas. 

a u ) No homogeneos. — Se clasifican analogamente. Por ejemplo, 
igual que en el caso de una variable, llamaremos condicion de tipo C 
no homogenea a la que liga los valores de u y u n en cada punto de p 
por una relacion lineal au + = y, cuyos coeficientes a, P, y varian 

sobre p, siendo y# 0; en particular: u = y en uno o varios arcos y 
iu — 8 en el complemento en r. 

Oa) Relacidn entre problemas homogeneos y no homogeneos. — El 
estudio previo de los problemas homogeneos permitira pasar a los linea¬ 
les no homogeneos, siendo sorprendente la analogia con las relaciones ya 
conocidas del Algebra elemental (cfr. Cap. XXVII, nota III), explicable, 
sin embargo, por el transito a la ecuacion integral (Apendice II), que 
engloba en una sola expresion la ecuacion diferencial con la condicion de 
contorno, expresion unica que es caso limite de aquel sistema de ecuacio¬ 
nes algebraicas lineales. Tres distantes cuerpos de doctrina aparecen asi 
en intima relacion, reveladora de una identidad de esencia. 

a.n) El paso de un problema no homogeneo L[w] = g (funcion de 
las mismas variables que u), con condicion \{u, u„)—y, al correspondiente 
problema homogeneo L[m] = 0, 1 (zt, u n ) = 0, se efectua, como en Algebra, 
partiendo de una solucion particular u*, es decir, tal que L[?i*]=g, 
\(u*, u\)= y; adoptando como nueva funcion v — u — u *, la cual debe 
satisfacer a L[v]=0, l(r, v„) = 0, problema que ya es homogeneo (cfr. 
§§ 107-3, 112-2 y 5). 

a ;i D La no homogeneidad de la ecuacion o de la condicion de con¬ 
torno son equivalentes; refiriendonos al tipo A, he aqui dos problemas 
no homogeneos: 

19) L[m] = 0, u=z y; 2^) L[v] = g, v = 0 en r. 

Sea u una solucion del primero; suponiendo que y esta definida en 
l.xlo el dominio D, o es prolongable en el, y llamando L[y] = g, la fun- 
cidn v=y — u satisface al segundo. Reciprocamente, si v es solucion del 
segundo, la funcion u = y — v satisface al primero. 

En general, toda ecuacion homogenea, con condicion no homogenea 
d(> contorno, es equivalente a una ecuacion no homogenea con condicion 
homogenea de contorno. 

a ; ) La relacion alternativa entre un problema no homogeneo y el 
mi i • pondiente homogeneo se ve muy clara en el importante problema de 
Diriciii.et (o primer problema de contorno) de la teoria del potencial 
(Clip. XXIII, nota II, bo), donde A es el laplaciano: 

En el dominio D: Au(&, y)=0. 

En el contorno R: u (x,y)=y. 

El .. i ipondionte problema homogeneo ts este: 

En D: Au(as, 2/)=0. En R: u(x,2/)=0. 

Como por In propiodad extremal do las funciones arm6nicas (§ 114-3 
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y G; id. § 115-7, nota 2), el maximo y_el minimo de in lo alcanza en el con- 
torno, y en el es u= 0, resulta u(x, y)= 0 en D ; el problema homogeneo es, 
por tanto, imposible (es decir, solo admite solucion trivial), y entonces 
(Cap. XXVII, nota III, b ) debe poderse probar que es determinado el pro¬ 
blema no homogeneo. Una solucion u* de &u = 0 con la condicion u*(x,y) = 
— Y en r se construye por diversos metodos, y poniendo u = u* -f v debe ser 
A v = 0 en D, v = 0 en R, luego v = 0, lo que confirma que la solucion u es 
unica, si existe. Resulta asi una parte del teorema de la alternativa (Cap. 
XXVII, nota III, b). La existencia de solucion del problema no homoge¬ 
neo, y por ende la conclusion de que este es determinado, se lograra, en 
ciertos casos, mediante el transito a la ecuacion integral equivalcnte 
(Apendice II-2, b ). 

at) i No hay contradiction con el teorema de existencia de Cauchy, 
que exige dos condieiones iniciales sobre una curva, mientras aqui sola- 
mente damos una? En efecto, damos la condicion u — y sobre R, pero 
ademds imponemos la condicion de ser u regular en D, sin exception. 
Admitase un punto excepcional, uno solo, interior a D, y el problema de 
contorno es indeterminado, aun exigiendo otras condieiones complemen- 
tarias. 

. Ejemplo. En el circulo 0 < r = Vx* -f y' J < 1, sin el punto (0,0), 
satisface k . In r a la ecuacion de Laplace Au = 0, y en la cireunferencia 
es w = 0; hay, pues, infinitas superficies armonicas de revolution ade- 
mas del piano «= 0, unica solucion, segun a™, si se impone la regulari- 
dad. El problema de Cauchy es local, es decir, solo exige regularidad en 
un entorno de r, mientras que el de Sturm-Liouville es integral. 

Los problemas no homogeneos reapareceran en la nota IX sobre la 
funcion de Green ; en lo que sigue y en las notas VII y VIII nos limi- 
taremos al estudio de problemas homogeneos, muy especialmente al tipo 
A, u = 0 en R. 

b) Problemas de tipo STURM-LlOUVli le. Propiedades fundament ales. — 
Repasenios los resultados obtenidos en Cap. XXVII, nota III, d, para el 
caso de una sola variable, destacando analogias y diferencias. Aunque el 
tipo mas importante de operador diferencial de segundo orden es L[u] = 
= An, incluido cuando r es constante en los dos primeros terminos del 
tipo mas general, analogo al de Sturm-Liouville: 

[XXVI1I-131] L x [m] = ( ru x ) w -f (ru„) „ + [q(x,y) + Xq(x, y)]u = 0, 

como esta generalizacion no complica en nada el calculo, preferimos abor- 
dar esta teoria paralelamente a la desarrollada en Cap. XXVII, nota III, 
para una variable, incluyendo asi algunas otras aplicaciones fisicas, tales 
como la vibracion de membranas v placas no homogeneas (notas VII y 
VIII). A partir del teor. 2 de Cap. XXVII, nota III, podemos seguir 
mutatis mutandis el camino ya transitado. 

Sean u, v dos autofunciones correspondientes a los autovalores ?.i -=f= ).», 
es decir: 

[XXVIII-132] L Xt [u] = 0 , L x „[r] = 0 ; 

restando estas rdaciones despues de multiplicarlas por v y u respectiva- 
mente, se obtiene: 

[v (ru x ) m — 2 t(?-Vx) J -] -f \v(ru y )„ — u{rv„)y] = (h — h)guv. 

Integrando por partes en D (§ S8-6, nota 3) aparece otra integral 
doble, de integrando: 

[v x ru., : — u x rv x ~\ + [v$u K — u„rv v ] = 0 , 

luego solo queda la integral curvilinea sobre r, cuyo integrando: 

(vru, — urv x )dy — (vru v — urv v )dx 
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es nulo en R por ser alii u = v = 0 (tambien es facil probar que se anula 
con las condieiones generates de contorno de tipo C homogeneas), y re¬ 
sulta : 

[XXVIII-133] (X 2 — h) J* quv da: dy = 0 ; 

finalmente, como es nula la integral, es decir: Son ortogonales 

cacla dos autofunciones, respecto del nucleo q sobre el dominio D (teor. 2). 

Por el mismo razomiento resulta: Todos los autovalores y autofun¬ 
ciones son reales, en la hipotesis q > 0 (teor. 4). 

La normalizacion de cada autofuncion u se hace dividiendola por la 
raiz cuadrada de la norma 


I* J* oil 2 d* dy , 


y las autofunciones cp asi normalizadas, foi'man un sistema ortonormal. 

Con el mismo artificio de Cap. XXVII, nota III, teor. 5, se tiene, 
despejando ?.pcp de la ecuacion [XXVIII-131], suponiendo cj ■= 0: 


= 1 j ) nep" dx dy = — 


[(p(rip.)x 4- cp(rqp v ),]da! dy , 


e integrando por partes (§ 88-6, nota 3) : 


[XXVIII-134] a 



(pr ((px dy — cp„ dx) + 


| [^r((p/ 4 -<p/)dx dy. 


Pero siendo cp = 0 en R (tipo A), es nula la integral a lo largo de 
F, y lo mismo sucede en el tipo B, luego queda la segunda, de integrando 
pusitivo. El sumando q introduce una integral: 


Qcp 2 dx dy > 0 por ser q < 0 


luego, subsiste la conclusion 1 > 0. El primer integrando de [XXVIII-134] 
puede escribirse asi: —<p r cp„ ds, siendo s una abscisa curvilinea en [', 
luego, tambien es X > 0 si la condicion, de tipo C, es cp„ = —- cup (donde 
u 0). Problema importante en el que se presenta esta ultima condicion 
de contorno es el de la irradiacion del calor. 

Conclusion: Si r > 0, q < 0, el problema lineal homogeneo de tipos 
A 6 B, o tambien C con cp„ = — acp, (a > 0) en R, tiene sus autovalo- 
rca positivos (teor. 5). 

Notese la ausencia del teor. 3 de Cap. XXVII, nota III. Los autova- 
lovos en los problemas lineales bidimensionales pueden tener cualquier 
orden de multiplicidad, y en nota VII veremos problemas en que todos 
mom multiples. 


VII. Autofunciones y lineas nodales de membranas. — a) Problemas 
ile contorno para la membrana. — £Por que se concede tanta atencion a 
In ecuacidn del tipo de Sturm-Liouville (nota VI), (r^),4(n),)„4 
i (./ | )m)-u = 0, y muy especialmente, para r constante, a la Av+ 

| ic 0 ? 

I,a eontestacion esta dada por la frecuencia con que se encuentra, 
I in ri i < ■ 11 c lo de problemas tan distintos como los de vibraciones eldsticas, 
run <> in fuerzas exteriores, gobernados per la “ecuacion hiperbolica de 
In oiuln” (cfr. § 112-0, 6): u,, = A« [con un termino p(x,y, t) si hay 
111• i :i exteriores], y por otra parte los problemas de propagation del 
calor y do difusion, regidos por la ecuacion parabolica u, = A" (cfr. 
0 112-U. •')■ 
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La razon es obvia, pues al aplicar el metodo ideado por Bernoulli 
para el caso mas simple, consistente en buscar soluciones de variables se- 
paradas (cfr. § 112-3, b) : 

u(», ...,«) = v(», ...).w(i), 

el factor espacial v debe satisfacer a una ecuacion de este tipo Av + 
+ ^ = 0 (cfr. nota V, a), y la distribucion en el dominio D, sea de la 
elongacion, temperatura, u otra perturbacion en cada momento, solo de- 
pende de los autovalores y autofunciones, que estdn determinados por la 
forma y tamano de D. El factor temporal que expresa la variacion en 
el tiempo (periodica o exponencial amortiguada), es el que distingue unos 
de otros fenomenos fisicos. 

La determinacion de los autovalores X n de la ecuacion + fo) = 0 
para cada dominio es, por tanto, previa y esencial para la integracion de 
aquellas ecuaciones; y esos numeros X„, o bien VL., tienen importante 
significado fisico, distinto en cada problema, donde expresan magnitudes 
muy diversas (frecuencias de vibracion, coeficientes de enfriamiento, etc.). 

Tambien las curvas v(x,y) = 0 (en el caso de dos variables espa- 
ciales) tienen significacion diversa en cada problema; pues siendo en 
ellas u(x, y, t) = 0 para todo t, son curvas nodales, que permanecen in- 
moviles en la vibracion de la membrana o lamina, o isotermas en el pro¬ 
blema de la propagation del calor. 

La determinacidn de los autovalores y autofunciones, es decir, la re- 
solucion de la ecuacion con condicion de contorno y la consiguiente deter¬ 
minacion de las llneas nodales, solamente se ha logrado para pocos tipos 
de recinto, especialmente los rectangulares y circulares, que vamos a es- 
tudiar. 


b) Membrana rectangular homogenea. — b>) Si el dominio es 
0 < x < a, 0 < y < b, se obtienen infinitas soluciones de Av -f 'Xv = 0 del 
tipo v = sen ax . sen f \y, pues cada derivada segunda reproduce v salvo un 
factor —a 3 , —(3 s , luego a, (1 pueden ser numeros reales cualesquiera tales 
que a 3 -f |3 3 = X y (para el problema homogeneo de tipo A) queda satis- 
fecha la condicion v = 0 en los lados x — 0, y = 0 (por eso hemos elegido 
senos y no cosenos). Para satisfacerlas en los lados x = a, y = b, deben 
ser a y (3 del tipo mn/a, nn/b ( m, n enteros), luego, el problema solo 
es posible para estos autovalores y autofunciones: 


[XXVIII-135] 


nrn 70 % 

v m ,n = sen-a . sen y 

a b 


(m, n - 0,1, 2, ...). 


Con estas autofunciones, que forman sistema denso (§ 97-3), se 
construyen todas las demas como combinaciones lineales: 


[XXVIII-136] 



nm un 

sen- x . sen , — y. 

a b 


Si alb es racional, puede haber varios valores enteros m, n que 
produzcan el mismo X. Por ejemplo, para el cuadrado a = b = n son al 
menos dobles todos los autovalores no principals (m^n), pues para 
X m>n = A„, m coi'responden dos autofunciones v m , n = sen mx . sen ny, 
v n ,m = sen nx. sen my . Los autovalores son de orden superior si la suma 
m? + n 2 se puede formar de varies modos; por ejemplo, la triple descom- 
posicion del numero 60: l 3 + 7 3 = 5 3 + 5 3 = 7 3 + l 2 da un X triple: 
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Las curvas nodales de la vibracion definida por una solucion u del 
problema lineal, es decir, las curvas v(x,y) = 0, salvo en el caso v n , n = 0 
en que estan formadas por rectas paralelas a los ejes (fig. 392),^adop- 
tan formas variadisimas. Algunas curvas del tipo v m ,„ -f h. v„, m — 0 se 
representan en la figura 393. 






Fig. 393. 


bA Credmiento asintotico de los autovalores. — En virtud de 
| XXVIII-135] el numero de autovalores < X m ,« es igual al numero de 
pantos de coordenadas ente- 


i ii n contenidos en el cuadran- 
te do clipse: 


a 1 


y 2 m a n~ 

b" ~ a 2 b" 


lr. 


Para los valores k = 1/2, 
i, 3/2, elegidos en la figura 
39-1, esos numeros son 3, 8, 
III, ro.spectivamente, y cada 
iiiio llova su numero de orden. 

El valor que corresponde 
n cndn punto, es el mismo 
<l(- orden de la elipse en que 
o In nil.undo, y multiplicando 



Fig. 394. 


k' por rt a resulta el autovalor 
/ Ndle.se emin lentamente crecen, y obsei’vese este hecho importante: 
In Molueidn que en [XXVIII-136] hemos expresado por una serie doble, 
puede dnrue como aerie simple si los autovalores se ordenan en sucesion 
erecienle, cimio en la figura 394. 
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Asintoticamente, el numero de autovalores < X = rcfa es el area del 
cuadrante de elipse, o sea: n = nabkr /4 = lab /(4jt). Esto se puede ex- 
presar de otro modo: X n /n—> 4jt/ (ab). 

Resulta asi este hecho singular: el crecimiento asintotico de los au¬ 
tovalores de la lamina rectangular, no depende de su forma (es decir 
de la razon a/b), sino de su area a.b, y es inversamente proporcional 
a ella. Esta propiedad se puede generalizar a toda forma de recinto: el 
crecimiento de X„, o la expresion asintotica de X n depende del area y no 
de la forma. En general, si es A el area se verifica: X„/n—> An/ A. 

El significado matematico del mayor o menor crecimiento de los au¬ 
tovalores es el mismo en los problemas de vibraciones y de propagacion 
del calor, que se traduce en el crecimiento rapido o lento de las series; 
en cada problema fisico tiene importancia distinta. Asi, en la membrana 
vibrante, la anulacion de armonicos graves (frecuencias pequenas) sera 
tanto mayor cuanto mas extensa, y una membrana pequena produce so- 
nidos agudos. 

c) Membrana y lamina circular. — Pasando a coordenadas polares 
(r, (p), la ecuacion cartesiana Xv = 0 se transforma por f 92-33] 

en esta: 

r d-v 1 ] >v _i _1 _ _ 9 !^_ . . _ „ 

[XXVIII-137] - 0r* + ' r V + r r 9cp 2 + kV “ ’ 
l v (r, cp -f 2jt) = v(r, cp), 

expresando esta periodicidad que v es funcion uniforme del punto. Hay 
dos casos que conducen a formulas muy distintas: 

c .) Problema circular. — Llamamos asi al problema en que v no de¬ 
pende de tp; tal sucede cuando el recinto es circular, y no solo la condi¬ 
tion de contorno (que supondremos de tipo A), sino tambien las con- 
diciones iniciales, son independientes del argumento cp; y tambien lo es, 
por tanto, v. Reducido asi el problema a una sola variable r, la funcion 
v(r) esta determinada por estas condiciones: 

[XXVIII-138] v„ + --Vr + IfV = 0, v(l) = 0. 
r 

Dividiendo por If y poniendo lc.r—x, se obtiene la ecuacion de 
Bessel (Cap. XXVII, nota I): 

[XXVIII-139] J„"(x) + 1 J/(x) + J 0 (x) = 0, Ja(k) = 0, 

x 

cuyas soluciones J,,(x) = J„(/v)-) vienen dadas por la funcion de Bessel 
de primera especie de orden 0. 

La condicion de contorno v(1) = Jo(/e) = 0 indica que los autovalores 
del problema [XXVIII-138] son los ccros de J„: 

fa = 2,40; fa = 5,52; fa = 8,65; fa = 11,79; 
y las correspondientes autofunciones son J 0 (k„r). 

Como consecuencia de lo que hemos de ver en nota IX, g, existen 
infinitos ceros, que por Cap. XXVII, nota III, d, son positivos y cada 
par de autofunciones son ortogonales en [0, 1] respecto del nucleo r, es 
decir: 

[XXVIII-140] fV. J«(fc,r)J„(fc,r)dr = 0, 

Jo 

en efecto, el termino q de [XXVII-56] es aqui la variable r, como se ve 
escribiendo [XXVITI-138] asi: (rv, ) r -|- Irv = 0. 



c.j) Problema general sobre recinto circular. — Si la condicion de 
contorno en [XXVIII-137] no es circular, sino del tipo C general: 

| XXVIII-141] Ml,cp) -f a(tp)u(l,<p) = 0, 

c\ problema es muy dificil; la teoria se limita al tipo A: u (1, cp) = 0, 
o al tipo B: Vr(l, cp)=0, que trataremos sucesivamente. 

Cm) Tipo A. — Ecuacion y condicion de uniformidad [XXVIII-137], 
y condicion A de contorno: 

[XXVIII-142] v(l,q>)=0. 

Ensayemos la separacion de variables v (r, cp) = y (r) . w(cp), que 
conduce, en efecto, a una solucion con dos factores de distinta variable, 
debiendo ser, por tanto: 

tKMtrV (±+.WWi; = _ Jflfl = constant*. 
y(r) w(<p) 

Como v es funcion uniforme del punto (condicion [XXVIII-137]), 
tambien debe serlo w, por tanto: 

[XXVIII-143] w(cp + 2 nit) = w(cp), 

luego esa constante debe ser positiva (§ 108-1), y llamandola if, resulta 
la ecuacion: 

w"(cp) -f w 2 w (cp) = 0, de donde w = acosncp 4- b sen nep, 

y para que haya periodo 2jt, debe ser n entero. 

La ecuacion que determina la funcion y en [0,1] para el valor fijo 
n, con su condicion de contorno, es: 

[ XXVIII-144] y" + - 1 - v’ -f ( X -) V = 0; 

y continua en r— 0, y(l)=0. 

He aqui un nuevo tipo de condicion mixta de contorno: la continui- 
ilad en un extremo del intervalo, punto singular de la ecuacion, y el 
rulor en el otro extremo. 

Esta ecuacion [XXVIII-144] seria la de Bessel (Cap. XXVII, no- 
la I) si en vez de X figurase 1, y esto se consigue si X = k~ > 0, adop- 
lainlo la nueva variable q = kr, pues en los dos primeros terminos apa- 
.. el factor If = X, y dividiendo por el, la ecuacion respecto de la va¬ 
riable pi es: 

| X X VIII-145] y" + - 1 - y' -f ( 1 — ) V = 0; 

y continua en q = 0, y(k)= 0 . 

I a solucion regular en 0 es la funcion de Bessel de orden n, J„(e). 

I>’>•: I iluyendo la variable r resulta J„(7cr) como autofuncion, si cumple 
la condicion de contorno J„(fc)=0 (la otra la cumple, pues es continua 
in cl punto r = 0). 

Los cuadrados de los infinitos ceros Ic n de las infinitas funciones 
.1 on, pues, los autovalores simples (puesto que cada uno corresponde a 
imu sola funcion) y la autofuncion que define k n , es 

J.(Oi) = J>**)• 

i: 'as propiedades resultan de la teoria general desarrollada en Cap. 
\\VII. nola III. d; y en particular, teor. 2, resulta la ortogonalidad que 
..picndc a la [XXVIII-140] : 

| X Will 146] ( r.J„(A:„ r)J H (fc„ r)dr = 0, 

Jo * ' 


i ~f~ j, 
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y vale tambien en el caso general de condicion de contorno tipo C, o sea, 
cuando k n , son las raices de la ecuacion: aJ« + J'n = 0. 

Como las autofunciones v„(r,cp) del problema para la condicion de 
contorno [XXVIII-142], que corresponden al autovalor lc n . son: 

[XXVIII-147] J» (fc Wi r) cos rap, r) sen rap, 

y toda combinacion lineal de ellas, resulta: todos los autovalores son, por 
lo menos, dobles. 

Las lineas nodales para estas funciones [XXVIII-147] forman un haz 
de rectas por el origen, y argumentos: 

(p = jc In, 2 k In, 3 k In, ..., (n — l)rc In, 

o bien: 

(p = jt/(2ra), 3jt/(2n), 5:t/(2w), ..., (2 n — l)jt/(2w), 

en que se anula el segundo factor; y el haz de circunferencias concen- 
tricas en que se anula el primero: 

r = h A) /k n( , ( n,i fijos, j = 1, 2, 3, .. 

Para las funciones compuestas de dos o mas [XXVIII-147] : 
[XXVIII-148] v (r, cp) = r). (a„ cos ncp + 6. sen rap), 

ya en el caso de dos sumandos se presentan curvas nodales muy compli- 
cadas al crecer n, y para mas sumandos no parece que hayan sido calcu- 
ladas. 

Cm) Tipo B. — Ecuacion y condicion de uniformidad [XXVIII-137], 
y condicion de contorno: 

v r (l,cp) =0, o sea: y'(l) = 0. 

Este caso se presenta en la propagacion del calor cuando el disco 
esta aislado, y en el problema de la vibracion de lamina empoti-ada. 

La unica modificacion que debe hacerse en lo expuesto para el tipo 
A, es que la condicion y'(l)=0, o sea, 

J„'(fc) = 0, 

determina otros ceros lc,, es decir, distintos autovalores, pero la solucion 
del problema tiene la misma forma [XXVIII-148]. 

Cm) Tipo C. — Ecuacion y condicion de uniformidad [XXVIII-137], 
y condicion de contorno: 

Vr(l,tp) + av(1, (p) = 0, (a constants). 

La ecuacion que determina los autovalores X Mj =/’ ?! . a es: 
kJ’»(k) + cxJ„(7c) = 0, 

pero subsiste la forma [XXVIII-148] de la solucion. 

VIII. Equilibrio y vibraciones de membranas y placas. — a) Ecua- 
ciones de equilibrio y movimiento de la membrana. — Si se imagina un 
pequeno corte ideal en la membrana tensa, seria preciso introducir unu 
fuerza entre los dos bordes del mismo para conservar el equilibrio; esa 
fuerza por unidad de longitud es funcion del punto y se llama tension 
r (x,y). 

Si ademas de esa fuerza elastica actua sob re la membrana una carga 
p (x,y) kg/cm a (por ejemplo, el propio peso), la ecuacion de equilibrio 
(cfr. c y nota V) es: 
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| X X V11I-149] (ru x ) x + ( ru y ) v + p (x,y) = 0, 

siendo u = u(x, y) la ecuacion de la superficie de equilibrio. 

La ecuacion del movimiento a que debe satisfacer u (x,y,t), se de¬ 
duct- por el metodo de D’Alembert, sumando a la carga (que puede va- 
riur con t) la resistencia de inercia — q(x, y)utt, siendo q la densidad 
superficial; resulta asi: 


[XXVIII-150] Q(x,y)u lt = ( ru s ). -f ( ru v ) v + p (x,y,t). 

Las vibraciones libres son los movimientos producidos por la simple 
alteration del equilibrio, sin ulterior introduction de fuerzas exteriores 
(/> = 0), por la sola accion de la fuerza elastica; estan, pues, determi- 
nudas por la funcion inicial u (x, y, 0) = f {x, y) y la velocidad inicial 
in (x,y, 0)= g (x,y). 

Si el propio peso de la membrana produce deformacion sensible, basta 
ciilcularla segun [XXVIII-150] (o = masa unitaria) y sumarla a la so- 
lucidn u (x,y,t) de la ecuacion de las vibraciones libres. Es el metodo 
muial para resolver problemas no homogeneos. 

Vamos a estudiar sucesivamente estos casos importantes: 

.. ‘ i;i_ ____l, onnotnntoo ■ u — (Vl : 


| XXVIII-151] Un = a 2 (u t , + u yv ), a 3 = r/Q. 

Vibracion libre de membrana no homogenea con resistencia elastica q : 

| XXVIII-152] qu u = {ru a ) x + (ru v ) v + qu. 

Vibracion forzada de membrana homogenea: 

| X XVIII-153] u t t = « ! (m» + %) + P (x,y,t), a 2 = r/ Q . 

b) Vibraciones libres de membranas hoinogeneas. — Ya hemos visto 
quo la funcion u (x,y,t) debe satisfacer en el recinto a la ecuacion 
u,, fl'Aw; y en el contorno, a la u = 0. 

Kijados x, y, representa u como funcion de t el movimiento vibra- 
lin io de ese punto (x,y). El problema es, como ahora veremos, de con- 
hn-no de tipo C respecto de las variables x, y, y es de tipo Cauchy, o 
non, con dos condiciones iniciales para la variable t, que son: u(», y, 0) — 
I (o'. V) , ui (x, y, 0)= g(x, y ). 

Niguiendo la pauta que dio Bernoulli para la cuerda vibrante, que 
lc mu', seguido en nota V, buscaremos soluciones de variables separadas 
ui i, n, /)' :z (t)v(x,y ); y como al derivar respecto de las variables espa- 
. ml. I, CH constante el segundo factor temporal y viceversa, la ecuacion 
| \ Will 151] se transforma en z,,v = a 3 z&v, de donde: 


| \ XVIII 164] = const. 

Llumando —1 a esta constante, la ecuacion [XXVIII-149] se ha des- 
iI.iMm.Io on ostas dos: 

| \ X \ III IBB] z„ + \a 2 z = 0, Av + \v = 0; (mas condicion C). 

1 it primer a es la ya conocida del movimiento armonico, cuya solu- 
. i.ni |> ■-net-ill, con dos coeficientes arbitrarios, es: 

| X Will 1561 z(<) + OoCOs kat + b 0 sen kat, poniendo X = k 2 ; 

i' ii.I., l.ip itinm esta hipotesis l > 0, pues solamente podemos dar a X los 
mI. n i'ii quo bagan posible la segunda ecuacion, conjuntamente con la con- 

... do contorno, os decir, los autovalores h, de ese problema lineal, los 

.. cviHl.cn, como so ha visto, y son positivos (nota VI, 6), estando 

. 11 , .1.. noiiordo con ol Hignificado fisico de pequena deformacion, mien- 
11 mu 1111 o pni n ) 0 rosulturia z con tdrmino exponencial infinitamente 

cio. Ionic ({} HIM I). 
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Las frecuencias de los respectivos movimientos vibratorios, unicos 
posibles, son proporcionales a k„. Tal condicion de contorno C puede ser 
de diversos tipos: el mas importante es el de la membrana tensa de con¬ 
torno r en el piano x, y, es decir, u(P)=0 sobre todo punto P de T 
(tipo A) ; de otros tipos hablaremos despues. 

Puesto que para cada X„ tenemos infinitas soluciones del tipo 
[XXVIII-158] con dos coeficientes arbitrarios, siguiendo la pauta usual 
formaremos una serie 

[XXVIII-157] u ( x , y,t) = 2 («.. cos k„at + b„ sen k„at). v„ ( x, y ), 

que sera derivable termino a termino dos veces si se eligen los coeficien¬ 
tes ci„ b,„ de modo que se satisfagan las condiciones iniciales: 

u(x,y,0) =f (x,y), u t (x,y,0) =g (x,y), 

si f y g son desarrollables en series de autofunciones v„ (nota VI, b; 
§ 97; cfr. Ap. II-4) : 

[XXVIII-158] f(x.,y) = g(», y) = '2k n buV»(x, y) 

y las series derivadas primeras y segundas de estas dos son uniforme- 
mente convergentes ; pues entonces, siendo legitima la derivacion termino 
a termino, y satisfaciendo cada termino a la ecuacion [XXVIII-151], 
otro tanto ocurrira con la suma, y esta funcion cumple las condiciones 
iniciales [XXVIII-158]. 

En el caso mas importante de la membrana tensa de contorno V 
situado en el piano = las funciones f y g, que definen la elonga¬ 
tion initial y velocidad initial, deben cumplir las condiciones evidentes 
f(P)=0, g(P)=0 sobre P; y lo misrno dicen los desarr olios 
[XXVIII-158], pues v„(P)=0, por ser soluciones del problema lineal. 

Caso menos importante es el de ligadura cldstica del contorno, ex- 
presada por una condicion u„ = a(P)w sobre p, pero esta tiene excep- 
cional importancia en la propagacion del calor. 

c) Sobre el caso de contorno alabeado. — El lector notara la omi- 
sion del caso del contorno alabeado, definido por una funcion u(P) sobre 
los puntos P del circuito piano; pero tal condicion no es homogenea y 
ademas el problema no encuadra en las ecuaciones [XXVIII-149] 6 
[XXVIII-150], solo validas para pendientes muy pequenas, pues en la 
deduccion solo se consideran terminos de primer grado en u r , u„. El 
caso de contorno alabeado conduce a la ecuacion, mds complicada, de las 
superficies de area minima (§ 113-5, d). 

El calculo de los autovalores X a y autofunciones v„ ha sido efectuado 
en nota VII para los casos importantes de membrana rectangular y cir¬ 
cular. Para la membrana eliptica se puede aplicar el metodo variacional 
(ver nota X, 3, d). 

d) Equilibria y vibration de membranas rectangulares. — El estudio 
hecho en nota VII de la ecuacion Av + Xv — 0 es aplicable tanto al pro¬ 
blema de la propagacion del calor como al de la vibracion, el cual esta 
definido por la ecuacion [XXVIII-151] en el caso mas sencillo, o bien: 

f Uu — a" (u m + u vy ) + qu 

[XXVIII-159] < Contorno: Condiciones iniciales : 

l « = 0 en r u(a;, y, 0)=f, u, (x, y, 0) = g 

si hay resistencia elastica proporcional a la deformacion u, con coefi- 
ciente q (x,y). Separando variables: 

u = v(x, y)r(t) resulta: vt” = (a 4 Av + qv)r(t) 

de donde: 
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a-Av + W _ _Z”_ _ _ } 

V T 

y la ecuacion [XXVIII-159] se desdobla en: 

r" -f- Xr = 0, de donde r — a* cos kt + b„ sen kt, 

a- av + qv -f- Xv = 0, con v = 0 en p. 

El metodo de las soluciones particulares, productos de senos, solo 
vale si q = 0; y para este caso, llamando a, [5 a los lados del rectangulo, 
se tiene la solucion (que tambien puede escribirse como serie simple) : 


[XXVIII-160] 

, .. nm nn . , , . , , .> 

u (x, y, t) = 22 sen- x . sen —„ y (a mn cos k mn t -f sen k mn t) 

a a a p 

con coeficientes determinados por los desarrollos: 


f (x, y) = 22“»n. sen — 1 — x . sen — - y, 
aa ap 

. . , nm nn 

g{x, y) = 22 bmJcmn sen- x . sen - - y. 

a a ap 

El problema del equilibrio se reduce a integral- la ecuacion: 

[XXVIII-161] a a (w M + w^) + p(a? ,y) = 0, 

de tipo Poisson; esto se logra (nota IX), mediante la funcion de Green. 

e) Equilibrio y vibraciones de membranas circulares. — Tanto la vi- 
bracidn de la membrana circular, como la propagacion del calor en disco 
circular, conducen al mismo problema de contorno resuelto en nota VII, c; 
ahora estudiaremos la vibracion, empleando como entonces coordenadas 
polares y la expresion [92-33] para Au (independiente de z). 

Caso general: u (r, cp, t). Ecuacion del movimiento vibratorio: 
[XXVIII-162] U, t = O s ( Urr + ^ Ur + ' « f? ) 


Condiciones iniciales: De contorno: 

u(r,<p,0)= f(r,cp), u,(r,q),0)= g(r,<p). u(l,cp)=0. 

Solucion: 

[XXVIII-163] u (r, cp, t) = 

= 22J u(lc n r) (a„ cos ncp + b„ sen wcp) (a w . cosA-^,. t -f b„ . sen k n . t), 
donde los coeficientes se calcularan mediante las condiciones iniciales: 
f(r, cp) = 22« n J«(A W r) (a„ cos ncp + b n sei\ncp), 
g(r, cp) = 2 Jn (J n . r) (a„ cos wcp -(- 6„sen?icp). 


Caso especial de problema circular. — Funciones iniciales: f(r), 

tt(r) : 

Funcion: Ecuacion: 

u(r, t) Un = a"^u rr -b Ur j 


Condiciones iniciales: De contorno: 

ti ( r, 0 ) f (/•), ui(r,0)=g(r) u(l,O=0, u (0, t) = const. 
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Poniendo 

u = v(r)J(t), de donde v£” = a" ^ v" + —— v' j £ 

la ecuacion se desdobla en: 

l" 4- Aa. 2 ? =0, Z = a„ cos lc n at -f sen k n at, 

v" -f — v' -f \v — 0, v n = J o(k n r), Jo(fc„) = 0. 

r 


La solucion es: 

[XXVIII-164] u = 2Jo (k n r) (a n cos k„at, 4- &„ sen/c„af), 
estando los coeficientes determinados por los desari'ollos: 

f (r) = '2aJo(k„r), g(r) = a2,b n k„ J„' (k„r), 

que dan: 


[XXVIII-165] 


= T?(kTjo Ur)Mk - r)ir 

b - = 


Equilibria de la membrana circular. — La integration de la ecua¬ 
cion de Poisson 

<x 2 am + p (sc, y) = u 

se hace mediante la funcion de Green, que es conocida para el circulo 
(nota IX, hi). 

En el caso especial en que u no deprnda de cp, es decir, sea u(r), 
y la funcion de carga sea p (?), la ecuacion 

u" + u' + p (r) = 0 

se integra, como veremos, por la formula [XXVIII-174], mediante la fun¬ 
cion de Green (nota IX) correspondiente al intervalo (0,1). 

/) Vibraciones libres de membranas no homogeneas. — La ecuacion 
de la vibration de la membrana no homogenea es: 

[XXVIII-166] QUu =■ (ru x ) x + (nt„)„ -f qu 

[ o(x,y ) densidad superficial de masa en cada punto; r (x,y) producto 
del modulo de elasticidad por el espesor; q (x,y) resistencia elastica]. 
Con el metodo disociativo ponemos u = v(x, i/)w(f), y la ecuacion se 
desdobla en dos: 

w"(/.) 4- Aw (t) = 0, de donde 
[XXVIII-167] w (t) = On cos kt + b 0 senkt, (k? = A), 

y 

[XXVIII-168] (rv x ) x -f- (rv„) v + [q(x,?/)4- Aq(*,i/)] = 0, 
con v(P) =0 en p. 

Los valores k n que deben ponerse en [XXVIII-167] son las raices cua- 
dradas de los autovalores A„ de [XXVIII-168]; su existencia ha sido de- 
mostrada para ciertos recintos en nota VII. 

Si son v„(x,y) las correspondientes autofunciones, la solucion 
de [XXVIII-166] es, por tanto: 

[XXVIII-169] u (x, y, t) = v (a, cos k„t + b n sen kj) . v„ (x, y) , 
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v 'I r (.>•,//), g(x, y) representan la elongation inicial y velocidad inicial, 
I" i • n< i icicntes estan determinados por los desarrollos: 

| H X VIII -170] f (x,y) = , g(x,y) = ^b n k n v n (x, y) , 

i itlnilnndose los coeficientes por las formulas: 

| X XVII1-171] a„ = j' j Qfv„ dx d y, b n = J" JQgv n dx d y . 

i/) Vibraciones de placas. — Por razonamientos analogos a los de 
■•Iiom problemas, o bien por metodo variacional, se llega a la ecuacion: 

« a -|- 2w»v -f- u y * = 0, o sea: u xt 4- AA u = '0, 

v Moparando variables: 

u = v(x,y)z(t) 

i •milta: 

vz" -}- zaav = 0, de donde: — — = — = A = k 2 , 

z v 

y la ecuacion se desdobla en estas dos: 

z” 4- Az = 0, AAv — Xv = 0. 


La primera da el factor periodico z = Oo cos kt 4- bo sen kt, donde k 
esta sujeta a las condiciones de contorno de la segunda. Si Ai y A 2 son 
autovalores, Vi, v 3 las correspondientes autofunciones, se demuestra la or- 
logonalidad de estas suponiendo estas dos condiciones de contorno: i> = 0 , 
‘ i’/dn= 0. Esta novedad aparecio ya en la linea elastica para la ecuacion 
de cuarto orden (nota V). 


Placa circular. — En coordenadas polares el laplaciano se puede es- 
cribir asi: 

A = D" + i-D' ; 

la ecuacion AA v — Xv = 0 adopta esta forma simbolica: 

( D " + -i-D' - fc)(D" + A-D' + k)v = 0, \ = Jf, 

y ademas de las soluciones J 0 (kr) aparecen J 0 (ikr). El estudio, que des- 
borda nuestro cuadro, puede verse en COURAnt-Hilbert (cit. en Cap. 
XVI, nota IV, 4), vol. I, Cap. V, § 6 . 


IX. Funcion de Green de un, problema de Sturm-Liouville. — a) De- 
finicidn y existencia. — Hemos visto (Cap. XXVII, nota III, ci) que el 
problema diferencial homogeneo dado por la ecuacion 

| \ XVIII-172] L[y] = [r(*).!/']' + q (x).y = 0, 
con las condiciones C de contorno: 

| XXVIII-178] ay (a) 4 - py'(a) = 0 , yy(b) 4 - 8 /( 6 ) = 0, 

■ ■I 1 <•(•<• do solucion si es Af=0, siendo A el determinante dado por 
I \ X V 11 52]. Pei o esta imposibilidad se vence con el auxilio de adecua- 
"lolucioiies fundamentales (§ 107-4, b) obtenidas para cada 
"■ buscando sendas soluciones de la ecuacion L[y] = 0 partiendo 

do don IadeperidioMtes //,, y» asi: 

en (a, £) : l?i(») = 4 - d,y a , 

en U,b): g«(x) = c-Mi 4 - d/y* , 

do modo quo gi(.r) cunipla la primera condiciun [XXVIII-178] en a. 
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prescindiendo del extremo £, y g=(a;) solo la segunda en el extreme b. 
Los dos problemas que conducen a gi y g 2 son determinados (salvo fac¬ 
tor arbitrario), pues en cada uno el sistema [XXVII-51] se reduce a una 
sola ecuacion que determina la razon de las dos constantes. 

Si formamos ahora en (a,b) la funcion g(x) con las gi(a:) y gs(x) 
definidas en sus respectivos intervalos, (salvo los dos factores arbitra- 
rios), logramos la continuidad imponiendo en el punto £ de soldadura la 
condicion g t (£) = g 2 (£) que se logra multiplicando una de ellas por un 
numero. Lograda la continuidad de g(x ) el punto £ es anguloso, pues si 
en el fuese g/(£)= g/(£) la funcion g(x) satisfaria, incluso en £, a la 
ecuacion L[?y] = 0 y a las condiciones [XXVIII-173] en a y b % luego 
seria A = 0 contra lo supuesto. Hay, pues, en £, un salto g/(S + ) — 
— g x '(|-)^: 0; y corao todavia podemos multiplicar por un coeficiente nu- 
merico cualquiera, se puede disponer de el de modo que el salto^ de la 
derivada en £, tenga precisamente el valor l/r(£). La funcion asi cons- 
truida G(a:) depende del parametro £; y si lo hacemos variar en (a,b) 
resulta determinada la funcion de Green del problema de contorno, cuya 
utilidad vamos a probar en los parrafos siguientes. 

Explicada la genesis de la funcion y demostrada su existencia defi- 
namosla con toda precision: 

Funcion de Green G(», £) del operador diferencial L[u] con condi¬ 
ciones homogeneas de contorno [XXVIII-173] en el intervalo (a, b) es 
una funcion G(x, £) de cada par de puntos (x, £) del intervalo, que cum- 
ple estas condiciones: 

ia) para cada £ es G(x, £) funcion continua de x en (a.,b) y sa- 
tisface a las condiciones de contorno [XXVIII-173] en los extremos a, b; 

2^) Las derivadas G', G" respccto de x son continuas cn todo punto 
x=£Z; en el punto £ hace G' un salto, que es precisamente l/r(£); 

3*) Para todo x ■=£ £, satisface G a la ecuacion homogenea L[C] = 0 
respecto de la variable x. 

b) Cdlculo de las constantes. — Como complement de la demostra- 
cion anterior, es util ejercicio el calculo efectivo de ci, di, c : , d<. Basta 
escribir la matrix del sistema originado asi: 

Condiciones Ecuaciones respectivas 

g,(i) = g*(£) -> c,y,(£)+ Ay.(£) — <?#,(£)— ^y=(£) = °> 

agi(a) + Pgj*(a)= 0 —> Ci[ayi(«) + py/(a)] -+-cZi[ctya(ct) 4- Py- («)] = 0, 

7 g 5 (&) + 5g s '(&)=0 — c 2 [yyi(b)+ 8y»'(&)] —d,[vy*(M+ 8y«'(6)] = 0 , 

dando: 

yi(£) y,(0 y«(0 y*(0 

ayi(a)+Pyi'(a) ay 2 (a) + Py 2 ' (a) 0 0 

0 0 yy,(b) + Syi (b) yy = (b) + 8y 2 '(b) 

Los valores buscados son, pues, proporcionales a los cuatro determi- 
nantes de tercer orden de esta matriz de cuatro columnas encabezadas 
por y,(£), y 2 (£), y,(£), y s (£), con signos adecuados (§ 15-6, d) ; y la 
razon de proporcionalidad queda determinada por la nueva condicion 

c 2 y/(£) + de y 2 '(£) — ay/(£) — d,y a '(£) = —^ . 

El lector podra ejercitarse en este sencillo calculo, hasla llegar a la 
expresion de las cuatro constantes, que no necesitamos para nuestro pro¬ 
blema. 
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• I Solucion de L [y] =h(a?) por emanantes de la funcion de Green. — 
: i In fuiM-ion y (x) es emanante (al. Quellenmdssig dargestellte Funk- 
dr G, es decir, transformada de una funcion continua h(a>) por el 
<• l•< i m« lm (1 (j - , £) en la forma: 

C b 

| \ \ V 111 >174] y(x) = G (x, £). h(£)d£, h(£) continua en ( a,b ), 

./ a 

'Iiiiom (8 107-4, b, teor.) que y(x) es una solucion de la ecuacion no 
In' 11 merlira L[ 2 /] = h (*). Mas precisamente tenemos: 

I i:on. 1. La funcion emanante de G dada por [XXVIII-174], satis- 
l"> ] c a In, ecuacidn L[?/] = h(a’) y a las condiciones de contorno 

I \ XV HI-173]. 

Hasla observar que en a y en b se anula y 6 y' por anularse G 6 G'; 
\ i'll general cumple y la misma condicion de contorno [XXVIII-173] 
quo G. 

Tkor. 2. Reciprocamente, la unica funcion que satisface a la ecua- 
•'"in. no homogenea L[y]=h(a;) y a las condiciones homogeneas de con- 
torno [XXVIII-173], es precisamente [XXVIII-174], 

La demostracion se basa en la formula de Green: 

| XXVIII-175] | \vL[ti] — uL[v])d{c = | r(vu' — uv’) ] ’ , 

idontidad evidente si L[w] = (?’«')', pues el binomio integrando es la de¬ 
rivada de v(ru') — u(rv'), y valida tambien si L[n] = (?•«')' + qu, pues 
este nuevo termino se elimina al restar. 

Si y(x) es solucion de L[yy] = h(a;) y cumple las condiciones de con¬ 
torno [XXVIII-173], basta aplicar la formula de Green [XXVIII-175] 
on los intervalos («,£), (£,&), poniendo u = y(x), L[rt] = h (g), y para 
L fijo v = G(*,£): 

r{y’ch — ygi) 

= r(£) [y'(0gi(€,0-y(S)g/(^0] , 

^ g*(*,$)h(as)da! = [ r(y'ga — ygf) 

= — r({) [y'(£)g.(£, £)—y(t)gV(£,£)] , 

plies on a, es nulo el primer parentesis por cumplir g, e y la condicion 
«‘y(«)+ Py'(fl)= 0; y analogamente sc anula en b el segundo parente- 
; is. Sumando y teniendo en cuenta que 

g,(£,£) = g a (£,£), g a '(£,£) — gi' (£, £) = -~y- 

i(*Multa: 

I \ XVIII-1711] ( G(*,£)h(*)d* = y(£). 

J a 

I'd ii'Hultado dado por el teorema 1 y su reciproco 2, es uno de los 
man I'emmlos y elegantes de toda esta rama del Analisis. En primer lu- 
r. 'I non da la siguiente solucion del problema lineal no homogeneo: 

Problema lineal: Solucion: 




( g-, («, £)h(*)da; = 
J a 


I | il I li (.'•) ; 1/ condicion (1; 


.v(.r) 


[ G(*,«)h(£)d€ 
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en el caso en que L[ 2 /] = 0 no la tiene, es decir, resulta el problema co- 

m 1+ al d % la T / S \ d t Cramer - Pero ademas demuestra la equiva- 
leneia entre estos dos hechos: ser y(») emanante de G y ser solution 
del problema lineal. Dos capitulos que parecian independientes quedan 
asi fundidos en uno so o. Esta Have nos da ahora el acceso a una copiosa 
cosecha de resultados importantes. copiosa 

rXXVITI GREEN - ~ Se observa q ue formulas 

comnvariniy Y [XXV III-l76] n ° son . identicas, pues en una actua x 

J «S b l ' y f n 0t T a ^ es . ta dls P aridad desaparece apenas demostre- 
mos la simetria de ambas variables. 

Sean Si < & dos puntos interferes de (a, b) y definamos las fun- 

ciones 



Gi = G (*,&), 

G» = G ( X , S:) . 

Aplicada la formula 
[XXVIII-175] de Green, se 
anula el primer miembro, 
por ser L[Gi] =0, L[G 2 ] e= 
= 0 en todo punto x distin- 
to de £,, G; luego en los tres 
intervals (a,SO, (£,, £2), 
(Sa b) es (fig. 395) : 


r (a) [G (a, &) G' (a, Si) — G (a, &) G' (a, &) ] = 

= r <&) [G (&, &) CT (Sr, Si)— G (Si, Si) & (Si, £=) ] 
r (S0 [Gdi, SQCT (SO, S.) — G(Si, G)G'(Si, £,)] =’ ‘ ‘— 

= r (S=) [G (&, S*)jr<S,,£,)— G (Se, Si)G'(Sr, SO J 
r ( Se) [G (Si, SO G' (f s , fc) — G (&, SO G'(fc*, Se) J = . 

=‘i-(6)'E‘G(5,SOG'(&,SO—G(6, SOG'(6, SO] 


. Sumando y agrupando terminos subrayados de igual modo, y pres- 
cindiendo de los bmomios inicial y final en a y b, que son nulos, queda 

r(Si)G(Si,Se) [G'(SO,SO—G'(Sr,SO] = 

= r (Se) G (S., Si) [G'(Se + ,Se)— G'(Se-,Se)J 

pero teniendo cn cuenta que estos parentesis, o sea, los saltos, valen 
l/r(Si), l/r(S0, resulta G(Si, S0= G(£„ SO- 

Teor. 3. La funcion de Green del problema L[u] con condition C 
es simetnca respecto de x, S, es decir, G(®, £) = G(S, *). 

La superficie que la representa sobre el cuadrado a < x < b, 
a ^ ^ 0 , es, por tanto, simetrica respecto de la diagonal x = S. 

e) Reduction de los problemas de Sturm-Liouville a ecuaciones in¬ 
tegrates. — Veamos ahora que todo problema lineal de tipo Sturm- 
LIOUVILLE defimdo por una ecuacion diferencial (homogenea o no) de 
segundo orden con parametro y condicion homogenea de contorno: 
[XXVIII-177] L [y] + Xgy — k(x), 

con la condicion de contorno [XXVIII-173], se puede reducir a una ecua¬ 
cion integral (Apend. II), suponiendo conocida la funcion de Green de- 
nnida por el operador L[w] y las condiciones de contorno, es decir, la 
que ademas de cumplir estas y la L[G] = 0 tenga en el punto S 
el salto l/r (£) en su derivada. 

Kemos visto en a) que tal funcion G existe cuando el problema ho- 
mogeneo carece de solution, es decir, cuando X no es autovalor. Dentro 
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.r.'-iitM. P ?nT[XXVnSl77] vfene^ex^sada as!? 1 ™ 611 del problema 

I X XVI" I7K] y(a) = J^G(a;,£)h(£)d£, h (x) = k(a) — Xgy (*), 
•i"" !ninliidii se puede escribir: 

I "viimh] yW+ra(,f) f (!„ (i )d! = gW , 

•/ <1 

Mimido 

ixxvm-tteo] g («)= j^‘ G(B>{)k({)d£ . 

n^loo G respecto de - W/se ca rxxvnTfeoi 11 C ‘° n eman ? nte ^1 
contorno. ’ vcnllca LXXVIII-177] con su condicion de 

Kn Particular > son equivalentes el problema homogeneo : 

[XXVIII-181] L[y] + X Q y = o, 

Y condicion de contorno [XXVIII-173], y la ecuacidn integral homogenea: 
[XXVIII-182] y(x) + X £ 6 G(z,S)o(S)y(S)dS = 0. 


vibratorios, etc P > y o mismo acontece en los movimientos 

ESSW. 


[XXVIII-184] v(«) + \£ k(*,J)T({)d£ = g(»).VJ(5) 

m 'S&T C ° n SUS c ? 1Tes - 

,/. dividiendo por VS(S). S corres P»" di ™‘^ 


G,udL r aTS a eqlS|Efct er !fS- 108 1 diferenciales. _ 

dos por ecuaciones diferencial es -i ft ^ & t° S problemas lineales defini- 

imite propiedadls / COI,didoMS C de con- 

(Ap6nd. II). validas paia las ecuaciones integrales 


es in'iZS pa,a u“ e ™“o7“l Te.® dlcfr” m"" 1 !? om ! g4neo [XXVIII-181] 
homogdneo es determinado. ' ’ autovalor) el problema no 
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a: el nroblema homogeneo [XXVIII-181] tiene solution u< para 
l (autovalor), condicion necesaria y suficiente para 9 ^ so- 

hifino rXXVIII-177] es la ortogonalidad de g, dada poi [XXVIII 1 J, 
iTtodas las autofunciones^i correspondientea al autovalor h, es decor 

C b 

Qgcp i da: = 0 . 

J a 

rtF-vr <Vi rXXVIII-181] es imposible, tambien lo es la ecuacion 
[XXVin-182], pero entonees [XXVIII-179] tiene una sola solucron que 

tambien lo es de [XXVni-177r >. = X , tambita [XXVIII-182], 

y la S co?dW 6 n para Jue [XXVIII-177] 6 [XXVIII-179] tenga solue.on 
es la obtenida en Apend. II-2, 6 fl . 

g) Existencia y propiedades de autovalores y 

Apend II-3, f, se demuestra la existencia de una su <t es1 ™-XVIII 1771 
wn=. 7 } de rXXVIH-184], que tambien lo son de [XX v lil-1 ' 

sis correspondientes autof unciones r„ •••, ortogonales entre si, 
es decir: ^ 

[XXVIII-185] \ b ViV,dx = 0, o sea j^Q >y.V)dx = 0, (t / i)- 

Aplicando Apend. II-4, teor. 5, llegamos a este resultado capital: 

Tfor 4 (Desarrollo en serie de autofunciones). — # Toda, funcion 
con derivada primera continue y segunda continuao 
cumpla la condicion C de contorno, es desa, rollabUr?n r XXVIII 1811 6 
mente converger,te de autofunciones del problema [XXV11I-181J 

[XX piIs’ 1 sf Iplicamos el operador L a esa funcion y, formamos otra fun- 
cion lS] = h(i)! y si G<*,0 es la funcion de Green correspondent 
al problema (L, C), es segun Teor. 1: 

y(x) — | G (a:, £)h (£) d£. 

T neo'o Vo~(x)v(x) es emanante de k(», 0 = G (x, Z) • Y(? (*) • V / 'y(t) 

S! del nucleo k, que son las mismas y n del problema [XXVIII-181] poi 
el factor Vy(cc). 

Por tanto _ , , . 

y (x) V i> Or) = 2c„ V Q (»)y» (*> 5 y “ " c " y "’ 

cuyos coeficientes son c„ = J* VQlf" d®. 

Tfor 5 Las autofunciones del problema [XXVIII-181]-- 
_ [XXVIII-182] /orman un sistema ortogonal respecto de q, <iu e es ce ~ 

t (.) se puede aproximar cuadraticamente 

“ as s-MSs 

prvor <" e por un polinomio cm, (a) + . .. + c„u„[^) ei cuai 
tamblfe a f(J) con error <4e; luego el sistema ortogonal u.M es 

cerrado. . , , , . 

hi Funcion de Green en dos variables. — h>) Propiedad fundamen¬ 
tal La teor a de la funcion de Green que en los apartados antenores 
nos conduio a importantes resultados, se amplfa pa“ 
considerando el operador L x [w] dado por [XXVIII-131], en el cas ma 
importante de primer coeficiente constante, o sea la ecuacion de D Ai.em- 
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BERT (§ 91-6, d) Au = 0, con condiciones de contorno 
de tipo A, B, o mas general C (Cap. XXVIII, nota 
VI, a-i) en un dominio simplemente conexo D, con un 
solo punto singular Q(£, p). La novedad impuesta por 
la ulterior aplicacion, es que G no sera finita con pun¬ 
to anguloso corao en el caso de una variable, sino infi- 
nita, con infinitud logarltmica. Asi, pues, damos esta 
definition, paralela a la vista en a) para una variable: 

Funcion de Green G(a;, y, Z, p) del operador dife- 
rencial An, con condicion de contorno C en el dominio 
D, es una funcion de cada par de puntos P (x,y), Q(£, p) Fig. 39G. 
de D (fig. 396), que cumple estas condiciones: 

1^) Para cada (£, p) es funcion continua de (x,y) en D excepto en 
Q(£, p), y satisface a la condicion C en el contorno p. 

2^) G y sus derivadas primera y segunda son continuas en D [ex¬ 
cepto en el punto (I,p)], en cuyo contorno es*: 

[XXVIII-186] G (x, y, Z, p) = ■ In r + y (x, y, Z, p), 

con r distancia entre los puntos P y Q; es decir: restando ese termino 

lnr desaparece la singularidad y resulta una funcion y, con deri- 
Zjc 

vadas continuas en todo punto de D, incluso Q. 

3^) En todo punto P^Q satisface a la ecuacion AG = 0. 

El punto Q(s,p) donde hay una singularidad con infinitud logarit- 
mica, se llama polo de la funcion de Green G (x, y, !,p). 

La demostracion de la simetria 

[XXVIII-187] G (x, y, Z, p) = G (Z, p, *, y) 

es analoga a la dada en d) , y el lector puede hacer el calculo. Tambien es 
analoga a la demostracion del teorema paralelo a los teoremas 1 y 2: 

Teor. 6 *. La funcion emanante de G: 

[XXVIII-188] u(x,y) = J G (*, y, Z, p) h($, p)d£. dp , 

(h con derivadas continuas en D), satisface a la ecuacion de Poisson 
Am = h (a;, y) y a la condicion de contorno C. 

Reciprocamente, la unica funcion que satisface a las condiciones 
Au = h(x,y) y C, es precisamente [XXVIII-188]. 

Omitimos el calculo, que puede verse en Courant-Hilbert (citado 
en Cap. XVI, nota IV, 4), vol. I, pags. 316-7; pero subrayemos la equi¬ 
valence entre la expresion [XXVIII-188] y la ecuacion de Poisson 
Am = h (x, y) con la condicion C, problema que queda resuelto univoca- 
mente por la formula [XXVIII-188]. 



* Lo analogo al salto de G a , (x, £) en x = o sea. 

lim[G,(£ + 6,0 — G,(Z — 5,0] = l/r(€), 


cs aqui la integral de G n , que debe ser en un entorno circular de Q de radio q —> 0: 


lim | Gn ds = 1/r (£, p) 

I’nia In r cs 



liii'gn i In ili'flnleldn «•«>!ill-ill. run In ilmlii iirrilm, jmen el sulto 


(en nuestro caso 1). 


integral vale I. 
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h „) Funcion de Green para el circulo. — La dificultad se presenta 
al plantear el problema de existencia de la funcion de Green, que en el 
caso de una variable era sencilllsima cuando se conocia la integral gene¬ 
ral, y ahora presenta un aspecto diverso para cada forma de recinto *. 

’ Para el circulo, si Q' es el simetrico de Q (es decir, inverso, fig. 397) 
y son r, r' las distancias a ellos desde P (x,y), la funcion de Green es: 

[XXVIII-189] G(a?, j/, €, n) = ~~~ In -jr — In V¥+tf. 


En efecto, si P esta en la circunferencia, es rfr’ constante; y 11a- 

mando d — OQ, esa constante, pa¬ 
ra todo punto de la circunferencia, 
_ vale: 



Fig. 397. 


-,--- - - V •» T ll , 

r i - 1 

luego en la circunferencia es 
G = 0. Por otra parte, la f uncion 
de x, y: I n r = In V \x— £) a + 
+ (y — p)“, satisface a Aw = 0, 
asi como tambien, In r' en todo 
punto P t 6 Q; luego es, AG = 0 
en todo el piano, excepto en el 
punto Q. 


Finalmente, el termino singular In r es el impuesto en la de- 

finieion; luego [XXVIII-189], es la funcion de Green para el circulo, 
con valor nulo en la circunferencia. 

h a ) Reduccion a ecuacion integral del problema de Sturm-Liouvillb 
y desarrollos en sene. — El mismo calculo hecho en e) , transforma el 
problema lineal homogeneo: 

[XXVIII-190] Av + Xq(x,v)v = 0, (v = 0 en r) 
en la equivalente ecuacion integral homogenea: 

[XXVIII-191] v(«, y) + X I* |* D G(®,y,i, , n)o(€fii)v(€ l ‘n)d{.dti = 0, 

cuyo nucleo se hace simetrico multiplicando por V q(x, y) '> Y aplicando 
el metodo de las eeuaciones integrales (Apend. 11-4) , resulta la existencia 
de autovalores X„ y autofunciones de [XXVIII-191], que tambien lo son 

de [XXVIII-190]. , , . ,, ^ 

El mismo metodo esbozado en g, para el caso de una vanable, con¬ 
duce a este importante teorema: 

TEOR. 7. Toda solucion u (x,y) de [XXVIII-190], con denvadas pri- 
meras y segundas, que cumple la condition C de contorno, es desarrolla- 
ble en serie uniformemente convergence de autofunciones: 

[XXVIII-192] 2c„u„ {x, y) donde c n = |* J* Q (x, y) w(a, y) v n (x, y) dx . dy. 

Corolario. Las autofunciones Vqv„ forman un sistema ortogonal 
denso (§ 97-3) y, por tanto, completo (§ 97-7). 

* En Cap. XXIX, nota VI, ci, puede verse que el problema de la determlnaeldn <1» 
la funel6n do GiUBBH [XXVIII-186] de Am para un recinto slmplemento ooiwxo, con valor 
nulo en el contorno. cb equivalente al de In represantacidn conformo do recinto an 
un circulo. 
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hf) Solucion del problema no homogeneo para el circulo. 

Tipo I. — La solucion dada por Poisson a la ecuacion de D’Alem¬ 
bert para el circulo, puede expresarse por serie o integral, en la forma 
siguiente: dados los valores de contorno sobre la circunferencia de radio 
1 , mediante una funcion g( 0 ) de cuadrado integrable, que sea desarro- 
llable en serie convergente de Fourier: 

[XXVIII-193] g(«) = -f- + cos no + b n sen nO 

(por tanto, a n —> 0 , b n — > 0 ) la solucion de Aw = 0, con los valores de 
contorno g(0), viene expresada asi: 

[XXVIII-194] u(r,fl) = 4 - 2(«n cosnO -f b n sen n0)r n . 

En efecto, para r = 1, resulta u(l, 0 ) = g(6) ; y para r < 1 la serie es 
absoluta y uniformemente convergente, asi como todas sus series derivadas 
en r y 6, por tener como mayorante la serie geometrica 2 r n o sus deri¬ 
vadas. Por tanto, es legitima la derivacion termino a termino (§ 85-2). 
Ahora bien, cada termino es armonico, como componente de una potencia 
compleja z", luego tambien u„ es armonica. De otro modo: se comprueba 
que cada termino u n satisface a la ecuacion: 

[XXVIII-195] Aw = rhirr + ru r + u J0 = 0, 

pues al derivar, multiplicar y sumar, queda u n multiplicado por 
w(w — 1 )+ w — n 2 — 0 ; y como es le¬ 
gitima la derivacion termino a ter¬ 
mino respecto de r y de e, resulta 
Aw = 0. En virtud del teorema de 
unicidad ya demostrado en nota VI, 

«*!, la solucion asi construida es la 
unica posible. 

Esta solucion se puede expresar 
tambien (fig. 398), por la integral de 
Poisson (Cap. XXIX, nota VI, c a ) : 
u (r,o) = 

2ir (1 —r 2 ) 

, 1 — 2 r cos(co — 0) + r sg( “ )d(0, 

Tipo II. — Si se da sobre el con¬ 
torno la derivada normal expresada 
por la serie convergente [XXVIII- 
193], basta formar la serie: 

u (r, e ) = + 2 *“■" (a n cos nO -)- b n sen nO) r n , 

y por el mismo razonamiento anterior, esta es la solucion unica del pro- 
blcma: 

Aw = 0, u,(l,0) = g( 0 ). 

Notese la intima relacion entre el problema de tipo I y la integral 
llamada de Dirichlet: 




D (w) = J* I* (w„ a + u/) dx . dy 


i'll la quo ItiKMANN base la integracion de la ecuacion Aw = 0: 19) Toda 
Inn cion it que haga minima D(w) cs armonica, es decir, satisface a 
Aw ** (8 N 8 - 6 , d) ; 2 V) Hay funciones armonicas que hacen D(w): oo. 
EJemplo: i]( C0M „! o)v r . 
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h-,) Reduction del problema de Dirichlet a ecuacion integral. — 
Ki) Una funcion armonica bien definida en todo punto interior (x, y), 
es el argumento del radio vector que lo une con el punto a del contorno, 
es decir (fig. 399) : 

[XXVIII-196] e - arc tg = arctg y — J- . 

* — X X — 5 



Fig. 399. 


Esta funcion de (x,y) contiene 
el parametro o, y puede escribirse 
0 (x, y, a). Su derivada Q a — k (x, y, a) 

tambien es armonica para cada valor 
de a, y asimismo lo es toda combi¬ 
nacion lineal de tales funciones para 
diversos valores de a; y tambien, por 
tantc, toda combinacion lineal conti - 
nua de coeficiente continuo >'(a), es 
decir: 

[XXVIII-197] u (x,y) = 


v (o)k(x, y, a) do = r(o)d0. 


Veamos ahora como debe elegirse ese coeficiente i’(o) para que esta 
funcion armonica en el interior de p tienda hacia los valoi'es prefijados 
U(o) sobre el contorno, al tender el punto P (x,y) hacia el punto de 
abscisa s en p. 

Ante todo, observemos que la funcion: 

t \ de 1 

do Vr a -f r a 

si es r= r(0) la ecuacion polar de cen- 
tro P, esta definida aunque P este en 
p, con la sola condicion o^-s; y abre- 
viaremos la notacion escribiendo K(s, o) ; 
pero seria grave error creer que se puede 
pasar al limite en [XXVIII-197], sin 
mas que sustituir K(s, o) en vez de 
k(x,y,a). 

En efecto, trazando por P (fig. 400), 
la paralela a la tangente en el punto s, 
el contorno queda dividido por la euerda 
AB en dos arcos; en el (s — 6', s + &) 
varia o de jt a 2n (si se adopta PA co¬ 
mo origen) y en el otro varia de 0 a 
rt, pero conviene conservar la variable o, 
quedando la integral descompuesta asi: 

r B r 2tt 

u (x, y) = J A "(o)k(x, y, o) do + J r(o)d*. 

Por la continuidad de y(o), sus valores en el arco BA difieren arbi- 
trariamente poco del valor *'(s), es decir: 



luego: 


v{o) = r(s) -f 6(cr), | 5(o) | < e, 

X 2ir p2ir 

r(o)dd = jtj'(s) + j 8 (ct) d«9 7tv(s). 


La integral entre s + & y s —- 6' de k(x, y, o) tiende hacia la inte¬ 
gral en r de K(s, o), luego la condicion de contorno queda expresada 
nor esta ecuacion integral de segunda especie: 


(’. XXVIII-IX 
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| XXVIII-198] n V{s) +■ I K(s, o) r(o) do =r U(s). 

Jt 

Observese la ventaja de este metodo: el calculo de la funcion poten¬ 
tial u (x,y) se reduce al de la funcion r(o) de una sola variable. Ade- 
mas, sorprende la unificacion lograda al reducir a un mismo tipo de 
ecuacion problemas tan diversos. 

/i.vj) Interpretation grdfica. — Es interesante el significado geome- 
trico del nucleo: 


k(x, y, o) 


d* 

do 


_1 

Vr" + r'- 


siendo r = r(6) la ecuacion polar de la curva. 

Si es r el angulo de la tangente en Q (fig. 401) con el radio vector 
PQ, es (§ 34-7): ctg r = r'/r, luego 


k (x,y, a) 


sen r 
r 


1 

QN 


siendo N la interseccion con la normal QN de la recta PN i. PQ. 



Fig. 401. Fig. 402. 


Esta expresion vale, aunque P este en la curva c (abscisa s), para 
todo o t^ s. 

Si Q —> P se conserva la continuidad; y adoptando P como origen, 
y su tangente como eje x, se tiene: 

, , y . sen u „ 

sen r ~ tg r ~ y ~ - , r ~ x . . -- ~ y\ 

x r 

Suponiendo, pues, la curvatura finita c(s) en todo punto s, es: 

lim K(s, a) = c(s). 
a —> s 

/<.;.) Problema tridimensional de Dirichlet. — El metodo para redu¬ 
cir a ecuacion integral el problema tridimensional de Dirichlet es ana- 
logo al explicado en h s Partiendo de la funcion armonica: 

J. = [(*-— £)“ + (.V — n) 2 4- (* — £)*]“* 

su derivada en direccion normal es tambien armonica; y tambien, por 
I auto, toda combinacion lineal continua: 

u(P) u(.r,//,g)= ( c(P) ^ ( J | del. 
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iComo elegir coeficiente p(P) de modo que u satisfaga a las condi- 
ciones de contorno? Razonamiento analogo al desarrollado, conduce a es- 
tas ecuaciones integrales: 

2xv ± J "(P)-- 0 ^ - d S = ± U(P) 

que resuelven estos cuatro problemas: 

+ — Problema interno de DiRlCHLET, 

— 4- „ externo de Dirichlet, 

+ + „ externo de Neumann, 

-„ interno de Neumann. 

X. Metodos variacionales directos. — 3. Metodos directos e indirec- 
tos. ■— a) Planteamicnto funcional. — Los problemas variacionales cons- 
tituyen un capitulo muy especial del Analisis funcional. Una integral 
simple o multiple, cuyo integrando es funcion de la funcion y, o de las 
funciones y t de una o varias variables x t y de sus derivadas, es un nu- 
mero real que depende de los entes y t y se llama funcional: f[y ]. El campo 
de variabilidad Y es el espacio formado por las funciones consideradas, 
y estas son sus puntos o elementos. 

Ejempeos: 1. En el problema clasico de la superficie de revolution 
minima (§ 113-4, ejemplo 2), el espacio Y esta formado por todas las 

funciones y = y(x) que cum- 
plen estas condiciones (fig. 
403): y(x) uniforme y conti- 
nua en (a, 6); y' (x) continua, 
salvo, quiza, en nurnero finito 
de puntos; y(a) = a, y(6) = (3. 

2. En el problema de las 
superficies minimas de contor¬ 
no C definido por una funcion 
g(P) sobre el circuito piano 
c (§ 113-5, d), el espacio Y esta 
formado por las funciones de- 
rivables definidas en el dominio 
de contorno c, tales que y(P) = 
= g(P) para todo punto P 
de c. 

Las propiedades del espa¬ 
cio funcional Y, que previamen- 
te debe ser estudiado, son decisivas para la resolucion de los problemas 
variacionales que generalizan los problemas extremales del Analisis ele¬ 
mental, en la forma siguiente: determinar en el espacio Y los puntos y 
(es decir, las funciones) en que alcanza valor maximo o minimo relativo 
la funcional f[y]. 

Las palabras puntos y espacio estan justificadas, porque cabe definir 
la proximidad de puntos, la acumulacion y los entornos, mediante la dis- 
tancia entre cada dos puntos, es decir, entre cada dos funciones. Una vez 
organizada la teoria de tales espacios funcionales (caso muy especial de 
los espacios abstractos mas generales, llamados topologicos), el Calculo 
de variaciones se desarrolla paralelamente al capitulo del Analisis elemen¬ 
tal que trata de los extremos (maximo y minimo absolutos) de una fun¬ 
cion; y de los maximos y minimos relativos, distincion esenciul (§ 70-1) 
que en el Analisis funcional es mas delicada y dificil. 

Antes de decir algo sobre esta moderna organizncidn del Cdlculo de 
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variaciones como capitulo del Analisis general, urge subrayar esta distin¬ 
cion previa: los modernos metodos, tanto existenciales como constructivos, 
se Hainan directos, porque no se apoyan en las ecuaciones diferenciales 
de Euler, completadas con las condiciones de Legendre, Jacobi, Weiers- 
TRASS, etc. (§ 113), tal como quedo organizado el viejo calculo de Ber- 
noulli-Euler a mediados del siglo XIX y ha sido expuesto en los ela- 
sicos tratados de Bolza y Kneser y en los mas modernos de Caratheo- 
dory, Bliss, etc. (ver nota XI, 9). 

b) Sucesiones extremales y principio de Dirichlet. — Mientras el 
metodo indirecto euleriano comprende los dos problemas que podemos 11 a- 
mar estacionario (maximos y minimos relativos) y extremal (maximos y 
minimos absolutos, o sea, extremos de la funcional), los metodos directos 
se concx-etan a atacar este ultimo. Veamos como. 

Supongamos, para fijar las ideas, que la integral es f[a] > 0 para 
cierta familia U de funciones, como acontece en los casos mas importan¬ 
ces; el conjunto de numeros reales f[u] tiene, por tanto, un extremo in¬ 
terior l = inf f [u-j y hay, por tanto, una sucesion extremal de tales va- 
lores, convergente hacia l; es decir, una sucesion de funciones u„ tales 
que f[?<„] l. Si ese extremo l es accesible, es decir, si existe una fun¬ 
cion ?(., de la familia U, tal que f[«u] = l, esa funcion minima,l debe 
satisfacer a la ecuacion de Euler; la existencia de minimo de una inte¬ 
gral implica, pues, la existencia de solucion de una ecuacion diferencial 
con las misrnas condiciones de contorno. Tal fue el metodo de Riemann 
en un problema especialmente importante. 

En efecto, la relation notable existente entre la integral llamada de 
Dirichlet y la ecuacion llamada de Laplace * : 

[XXVIII-199] D[?t] = J J (m / 1 4 - u„-)dx dy; A u = u xr 4 u ull = 0 , 

es la originada por aparecer esta como ecuacion de Euler (§ 113-5, d) 
del problema D[w] = minima absoluto; es decir: si entre todas las fun¬ 
ciones u = u(x,y) que toman valores prefijados en el contorno c de un 
dominio y dan valor finito a la integral D[«], hay una que la hace mi¬ 
nima, esa funcion satisface a Aw = 0 . 

Riemann admitio que el extremo inferior l de los valores D[zx] > 0 
producidos por todas las funciones que hacen D[?i] < co con valores g 
en c es accesible; y esa funcion tal que D[w] = l es, por tanto, solucion 
de A^ = 0 , con los prefijados valores de contorno. 

Esa falta de rigor (suponer accesible el exti-emo) fue denunciada por 
Weierstrass; y tal hipotesis, que l’ecibio el impropio nornbre de “prin¬ 
cipio de Dirichlet”, fue desechada desde entonces y no sin razon (veanse 
ejemplos 3 a 5 en que falla la hipotesis), ideandose diversos metodos ri- 
gurosos, pero complicados, para la construccion de esa solucion al pro¬ 
blema de contorno; solucion que es unica, como ya se vio en nota IX. El 
metodo alternado de Schwarz, el de Neumann, que le condujo a las 
ecuaciones integrales, el de barrido (balayage) de Poincare, permitieron 
demostrar la existencia de solucion para tipos de recintos cada vez mas 
complicados; y otros metodos constructivos lograron resolver por aproxi- 
maciones sucesivas el problema que es capital en la Fisica clasica. Por 
i-l ra parte, su resolucion, sea teorica 0 practica, lleva consigo la existen¬ 
cia y construccion de la funcion de Green para cada l-ecinto, que permite 
•'■Ai roprcsentacion conforme sobre el circulo; es asi como Riemann de- 

+ l)« In iiiloirrnl que llevu su nombre no up ocupo DnuCHUBT. La ecuacion llamada 

<l» I,An .acm i'n In .iitudiudn untoM por D*Almmiikrt; lo quo hlzo Laplacr fu6 goneralizarla 
piira tri'» vimuiilni, 
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mostraba sobre insegura base su teorema fundamental de las funciones 
analiticas. 

En 1900 rehabilita Hilbert el abandonado “principio de Dirichlet”, 
convirtiendole en teorema para algunos casos especiales e iniciando asi 
los metodos directos, que abrieron una nueva era en el Calculo de varia- 
ciones. Los trabajos de Ritz (1909), Lebesgue (1910), Courant (desde 
1912), Friedrich (1927), Rellich (1930), etc., han elaborado todo un 
cuerpo de doctrina que desborda el plan de este libro. En resumen, se 
Hainan metodos directos del Calculo de variaciones a todos los que de- 
muestran la existencia de la funcion que hace minima una integral (y a 
veces la construyen) sin apoyarse en la ecuacion diferencial de Euler 
que por si sola no garantiza el paso reciproco, ni en los viejos criterios 
complementarios de Legendre, Jacobi, Weierstrass, etc., que dieron con- 
diciones excesivas, pero suficientes. 

c) Problemas en que no hay solucion. — Ejemplos: 3. Si se propone 
encontrar el mas corto entre todos los arcos de extremos (0;0), (1; 0), 
con derivada infinita en ambos, salta a la vista (fig. 404) que las longi¬ 
tudes son forzosamente mayores que 1, y tienen el extremo inferior 1, 
que es inaccesible, pues el segmento [0; 1] no pertenece al espacio prefi- 
jado Y, por no cumplir la condicion impuesta en los extremos. El pro- 
blema carece, pues, de solucion. 




4. Si se pide la superficie de area minima entre todas las superficies 
uniformes de contorno dado c (por ejemplo una circunferencia de radio 1) 


y que pasan por un pun to exterior P 
es obvio que se obtienen superficies 


u=0 



[en la figura 405 el punto (0; 0; 1)] 
con area que supera a la encerrada 
por c tan poco como se quiera; pe¬ 
ro esa area (que en la figura 405 
vale k) es inaccesible. 

5. Superficies uniformes 
u(cc, y) de contorno formado por 
las circunferencias: u = 0 (radio 
1), u = 1 (radio 5) que forman con 
el anillo circular (fig. 406) y su¬ 
perficie cillndrica x" + if — 1/4 un 
cuerpo anular de volumen minimo. 
Evidentemente no hay solucion. El 
extremo inferior inaccesible de los 
volumenes es 0. 

Estos ejemplos y muchos mas 
a los que conceden excesiva impor 
tancia Ins tratadistas modernoq no 
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eon nada sorprendentes, ni ensenan nada nuevo sobre el sencillisimo pro- 
blema de la caja de area dada S y volumen minimo x.y.z\ pues el vo¬ 
lumen 0 es inaccesible, ya que las soluciones xy = S/2, z = 0; xz=S/ 2, 
y = 0 no responden al problema, porque esas figuras no son cajas. 

Los tres ejemplos 3, 4 y 5 son paralelos a este problema de una va¬ 
riable: u — x{ 1 — a;) en (0; 1), que no tiene minimo, pues el extremo 0 
es inaccesible. 


d) Problemas en que hay solucion, pero algunas sucesiones extrema- 
les no convergen. — Ejemplo 6. Funcion con derivadas primeras conti- 
nuas en un circulo, nula en la circunferencia y que hace minima a la 
integral de Diriciilet: 

[XXVIII-200] D[it] = ( ( (uf + uf)dxdy = 


(uf + —jf u 6 2 ) r dr d<9 


cuyo extremo inferior es 0. 


Construyamos esta sucesion de funciones 
(fig. 407) : 


u = 0 

1 r 

u = - In¬ 
in a a 


para 

para 


u = -In a = 1 para 

In a 


v > a; 
r < a < 1; 

r < a"; 


D[k] 


2 k f a rd* 

(In a) 9 Ja* ’’ 2 


2k 
In a 


-» 0 . 


He aqui, pues, una sucesion extremal u, 
que para a —> 0 tiene como limite la funcion 
discontinua u (x, y) = 0, u (0, 0)= 1, mientras 
la solucion es la funcion continua u(«, y) = 0 
en todo el circulo. 

Notese que este ejemplo responde a la 
misma idea que la funcion u = x(l — x) en 
(0; 1), pues siendo el minimo u = 0 accesible 
x —> 1, a pesar de ser minimal esta sucesion. 



Fig. 407. 

para a: = 0, no lo es para 


2. Principio de Dirichlet y problemas de contorno. — a) Relacion 
entre la integral de Dirichlet y la ecuacion de Laplace. — En nota 
IX, hi, hemos construido, segun Poisson, la funcion u = u(r,o) que sa- 
tisface a la ecuacion &u = 0 en el interior de un circulo y toma en el 
contorno valores prefijados por una funcion g = g(d) de cuadrado inte- 
grable, con la sola condicion de ser desarrollable en serie de Fourier: 
[XXVIII-201] g(o) = iff<, + 2 (a* cos no -f b„ sen no) . 

Cabe, pues, que tenga discontinuidades de primera especie; pero ni 
la restriccion de admitir solo esta clase de discontinuidades, ni la mas 
fuerte do la continuidad, bastan para que g(8) admita tal desarrollo 
(8 98-3). Sin embargo, mediante la moderna sumacion de series diver- 
gentes (Cap. V, nota I), es claro que no hace falta la convergencia ordi- 
nnritt; basta la de Cksaro (§ 98*5) y, por tanto, entran todas las funcio¬ 
nes con linn an ile contorno y aiin hasla In sumacion mas amplia de Abel, 
«lon<l«* no e prccisa la igualdad [XXVIII 201 | (obtenida de la ndacidn 
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de mas abajo [XXVIII-202] para r — 1), sino solamente limu(r, 0) = 
= S( 6 ) para r —> 1. 

Admitida la convergencia de [XXVIII-201], como «„ -»0, b„ -* 0, 
converge absoluta y uniformemente en todo circulo de radio r < 1 la se- 
rie potencial: 

[XXVIII-202] u(r, 0 ) = -f- 2 ( a » cos n 0 -f- b n sen nO) r", 

que es funcion armonica para todo r < 1, por serlo todos sus terminos, 
coincide con g{9) para r = 1 y es, por tanto, la solucion buscada. 

Volviendo al punto de vista de Riemann encontramos que esta solu¬ 
cion de nada nos sirve para el problema de minimo de T)[u], porque cabe 
que todos las funciones u(r, 0) con los mismos valores de contorno g(9), 
hagan divergente la integral y entonces carece de sentido cl problema ex¬ 
tremal. 

Supongamos, por ejemplo, que estos valores vengan dados asi: 

[XXVIII-203] g(0) = cos(l!*) + — 3 4g - !g) - + + ••• 

serie, absoluta y uniformemente convergente, que define una funcion con- 
tinua pero no derivable [pues es la parte real (cfr. § 114-3) de la serie 
z -f- ( 2 2! / 2 2 )-f (z 3 !/ 32 )_|_...!/ w 2 )_[_.. >f q Ue tiene la circunferencia 
unidad como frontera natural, cfr. § 115-12]. La correspondiente serie de 
potencias de r define una funcion continua u(r, 0), que es armonica en 
el interior y coincide con g{6) para r= 1, pero D[«] es infinita y el 
problema de minimo carece de sentido. 

Cambiemos, pues, de planteamiento, de uno u otro de estos modos: 

A) Imponiendo a g(0) condiciones mas restrictivas (dcrivadas con- 
tinuas primeras y segundas). 0 mejor: 

B) Considerando solamente la familia de funciones g(r, 0) dcfinidas 
en todo el circulo, que hacen finita DM; y adoptando exclusivamente los 
▼alores de contorno g(l, 9) para la ecuacion /\u — 0. 

De ambos modos queda excluida la funcion [XXVIII-203] y sus ana- 
logas. 

Antes de estudiar ambos tipos de restricciones, calculemos D[w] cuan- 
do u es armonica, resultando una expresion notable por su sencillez. 

Por la uniformidad de la convergencia absoluta de la serie 
[XXVIII-202] en cada circulo de radio r < 1, y la de sus series deriva- 
das, son legitimas las operaciones siguientes: 

u r = 2^ {a n cos no -\- b n sen i?. 0 ) r n_1 
Uff = "2n (— a n sen no + b n cos no ) r" 

u^ = ^7i 2 (a, 2 cos 2 ti 9b, 2 sen' 2 7i9)r 2 "- 2 + ... , 

u e 2 = %n{a n 2 sen-n0 -|- 6„ 2 cos 2 n9) i r m + ... , 

significando los puntos suspensivos que siguen terminos productos de se- 
nos y cosenos distintos, llamados a desaparecer al integral- en (0, 2.-r) res- 
pecto de 0. Para r < 1 estas series convergen absoluta y uniformemente 
y es legitima la integracion siguiente en DM, dada por [XXVIII-200] 
en coordenadas polares 

[XXVIII-204] |ii r 2 + -L Uo 2 jd0 = 2nZn s (a, 2 + b,r)r" 2 , 

(»=1,2, ...). 

Notese que no es legitime hacer r = 1, pues sin nueva restriccidn a 
g(0) puede resultar serie divergente. Por esta misma causa, al calendar 
D[?i], multiplicando por rdr, e integramlo on (0; I), la cxpreHifm: 
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DM = Jt2»(a„ 2 + b 2 )^ 


= si^7i{a, 2 + b,r) 
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puede ser infinita. Tal sucede en el ejemplo [XXVIII-203] antes citado, 
cuyos coeficientes son: a, = 1/m 2 para n=m\; a„ = 0 para w=£m!; 
b n = 0 para todo ti; dando DM =k 2(md/m 4 ) = co. 

b) Demostracion del principio de Diriciilet para el circulo. _ &,) 

Restriccion de tipo A. — Entre todas las funciones que toman en la cir¬ 
cunferencia valores prefijados u(l, 0 ) = g( 0 ) y hacen DM < co, ^hay 
alguna que haga minima esta integral? 

Podemos contestar afirmativamente y construir la solucion si impo- 
nemos a g(0) estas condiciones: 

a) Es desarrollable en serie de Fourier [XXVIII-201]: 

fi) Tiene derivadas continuas g'(0), g"(0). 

Estas condiciones implican (§ 98-1) la acotacion de las sucesiones 
n 2 On, 7i 2 b n . Consideremos la familia de todas las funciones definidas en 
el circulo por series: 


[XXVIII-206] u(r,<9) = iao(r) + 2 (a n (r) cos nO + |3„ (r) sen nO ), 
con coeficientes funciones de r tales que a„(l)=a„, (3 n (l)=6„. Es: 
u r = %a 0 ' -f- 2 (a,/ cos n9 -f (3,/ sen n9) ; 
u 9 = 2« (—a„ sen nO + (3„ cos nO) ; 

Ur 2 = W + 2(a,.' 2 cos 2 ?i« + P„' 2 sen 2 w<?) -f- ...; 
u 2 = 2« 2 (a,, 2 sen 2 nO -|- |3„ 2 cos 2 710) + ...; 

donde los puntos suspensivos indican los terminos que desapareceran al 
mtegrar [XXVIII-200] entre 0 y 2 jt, por ser productos de senos y cosenos 
de multiplos de 0, resultando: 

[XXVIII-207] (ur 2 + -V u o’ J ) M = W + *t2(ou' 2 + (3/ 2 ) + 


+ -5-S^ 2 (a„ 2 + p tt *). 

Necesario y suficiente para que sea minima la integral de esta suma 
es que sean minimas, para cada n = 1, 2, 3, ... las integrates: 

[XXVIII-208] J^o'Vdr , £ | a/ 2 + ^-«„ 2 j rdr , 

pues si para un n se lograra otra a„ 6 [3„ con integral menor, resultaria 
mcnor la integral D de la funcion asi modificada. 

La primera exige que sea a 0 ' = 0, por consiguiente a 0 = constante; 
la segunda (y analogamente la tercera) se puede escribir asi: 

[XXVIII-209] £ | a/-a„ Jr dr + 2 nj Q a„a„' dr , 

donde esta segunda integral vale wa„ 2 (l) — wa,r(0) = na„ 2 ; pues por la 
condicion de contorno es a„(l)=a„, y debe ser «„(0)=0, pues de lo 
contrario seria divergente la integral a causa del denominador r. 

En definitiva, la doble condicion D M = minimo, u (1, 9) =z g ( 0 ) , se 
traduce en estas: «„'= (w/r)de donde In cu = In r" + In c, a„ = cr n , y 
como debe ser a„(l)=a„, resulta: 

a»(r) =z a„r H y anfilogamento |L (r) = b n r n , 
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y el minimo de D[i<] que es n^Xa,, 2 + b,r ), lo da la serie de Poisson 
[XXVIII-202]. Como la condicion de Euler para el minimo de D[«] es 
Au = 0 , y ahora resulta el reciproco, queda demostrada la equivalence 
entre los dos problemas: 

Minimo de D[?t] con la condicion de contorno u (1, 0) = g(0) ; 

Ecuacion au=0 con la condicion de contorno u (1, 0) = g (0). 

bf) Restriction de tipo B. — Que la solucion de ecuacion de Laplace 
entre las funciones que cumplen este tipo de restriccion hace minima la 
integral de Dirichlet, queda demostrado con este sencillo teorema: 


TEOR. 1. Si g (r, o) estd definida en el circulo r < 1, siendo D[g] < 
< co, y es u (r, 0 ) la solution de A ?( = 0 que tom,a en c. los valores 
g(l,0), se verified: D[w] < D[g]. Si es g^u, es D[g] >D[u], 

Para evitar dificultades en el maneio de las series, consideremos en 
[XXVIII-202] las suinas finitas u y (r, 0) de v sumandos y llamemos: 

v ( , (r, o) = g( r , o) — u„ ( r , e ) ; 

para r = 1 los »' primeros c. F. de g(l, 0) son los mismos de u„ (1,0), 
luego son nulos los de v ; , (1,0), es decir, esta funcion es ortogonal a 
estas 2»'-f 1 funciones: 

[XXVIII-210] 1, cos 0, sen 0, ..., cos vO, sen/'0. 

Llamando 

D (u ( , , v„) = j J [ (u J( ) r (v j,) r 4- (u j,) v (Vj,) i/3 dec <iy , 

como u ( , es regular en todo el piano, es legitima la integracion por par¬ 
tes sobre el circulo de dicha integral (§ 88-6, nota 3) : 


D(u, , v„)= ( (u„),v„d y — [ (u„ )„v„ da- — 

— f j (u„)„v F -f(u„ )„/v„ J dxdy. 

Pero esta integral doble es nula, por ser Au /( =0; y la simple es 


J v " an = 0 ’ 

pues la derivada normal, o sea (u ; , ),• para r=l, es combinacion lineal 
de las funciones [XXVIII-210] y, por tanto, ortogonal a v r En defini- 
tiva: D(u„, v„) = 0 y, por tanto D[g] =D[u„ + vJ =D[u„] + D[v,,]. 

De aqui resulta: D[u„ ] = jr^n(a„ 2 + b,r) < D[g], (n = 1, 2 .»'). 

Para v -> co se obtiene D[zt] = jt2w(a„ s + &,,*)< D[g], (n = 1, 2 , . . . ). 

Si tambien fuese solucion minimal g = u -f v, al ser el valor de la 
integral de Dirichlet para u -j- tv ( t numero real): 

D[?t + te] =: D[i«] + 2tD(u,v) -f- P'D[v], 

este habria de ser minimo para f = 0 y para t = 1 simultaneamente, de 
donde debe ser D(n,n)=0 y D[x>] =0, deduciendose de la lillima igual 
dad v = 0. 


La funcion armonica u hace, por tanto, la integral <le Dirichlet 
menor que cualquier otra funcion con los mismos valores de eoutonw :d 
estos cumplen la restriccion B. 
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c) Correlation entre problemas variacionales y de contorno. — La 
relacion estudiada entre la ecuacion de Laplace y la integral D[w] es 
un caso muy particular de otra relacion general entre to da ecuacion elip- 
tica y una integral doble de la que aquella es la ecuacion de Euler 
(§ 113-5, d). 

Consideremos en lugar de la D[n] esta integral muy general: 
[XXVIII-211] E[tt] J [r(u/ + u„-) + 2 auu x -j- 2 bmi„ + qu"]dx dy ; 

(r >0, q > 0 ) 

de coeficientes a, b, q derivables dos veces y r tres veces. 

T,a ecuacion de Eulicr correspondiente (§ 113-5, d) es L[»] = 0, 
donde 

[XXVIII-212] L[»] = (no). r + (ru y ) „ — (q* = q — a x — b,,), 

es del tipo Sturm-Liouville ya estudiado en nota VI. 

El doble problema resuelto para el caso r = 1, a=b = q — 0, sobre 
el circulo, queda asi generalizado al ampliar la familia de integrales y 
ecuaciones; pero la nueva dificultad no reside ahi, sino en la forma ge¬ 
neral del dominio D, cuyo contorno 
puede ser muy complicado. Aunque 
figuras como la adjunta (fig. 408) no 
se presentan en la Fisica, son fre- 
cuentes los recintos multiplemente co- 
nexos con puntos o lineas singulares 
y conviene abordar el tipo general 
de dominio acotaclo con la sola res¬ 
triccion siguiente: sobre cada recta 
de un cierto haz paralelo interseca un 
numero finito de segmentos. Supri- 
mase en la figura 408 el punto espiri- 
f'orme, o supongase finito el numero 
de sus espiras, y el bizarro dominio 
triplemente conexo con infinitos ta- 
jos y sin tangentes determinadas, en- 
tra bajo el alcance de nuestro metodo. 

Problema variational: Entre to- 
das las funciones que hacen D[?t] < 

< oo en el dominio D, encontrar una 
que coincida en c con g(.x, y) y haga F >s. 40S. 

minima la integral E[n]. 

Problema de contorno: Encontrar u que satisfaga a la ecuacion 
L[it] = / dentro de D, y en el contorno c coincida con g(x,y). 

Para abordarlos necesitamos manejar estas integrales sobre D: 



D (u,v) = j J r(u x v x -j- u„v v )dxdy 
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neral de la metrics cuadrdtica en el espacio de Hilbert puede estudiarse 
en la obra de Stone citada en el capitulo XXV, nota IV-8). 

Como la familia de funciones consideradas esta definida por la fini- 
tud D[a] < co, y el problema de minimo se refiere a E[w], conviene 
estudiar el termino en que difieren ambas integrales, o sea: 

[XXVIII-213] J J" [a (u -)« + 6 (u") v + qir~\ dec d y — 

— I* J' (Q — a* — by) u- da dy = J J* q*u 2 da d y , 

como resulta integrando por partes (§ 88-6, nota 3), pues au a + bu s = 0 
en c, si suponemos it = 0 en el contorno. Este integrando es positivo si 
imponemos la condicion a x < 0, b„ < 0, la cual se verifica, desde luego, 
si ci y b son constantes, y aim en el caso interesante a (y), b(a). Por 
tanto: 

Ci) Si en D se conserva a x < 0, b u < 0 y en c es u=0, entonces es: 
[XXVIII-214] E [m] = D[w] + (q*,u B ) > D [u] , 

y el signo = se presenta solamente si a x = b u = q = 0 en D, o bien 
si es u = 0 en D. En [XXVIII-214] se representa por (q*,u 2 ) el ultimo 
miembro de [XXVIII-213] (cfr. § 96-3). 

Ct) Resulta, ademas, para toda u que haga D [zi] < co; 

[XXVIII-215] E[m] > 0 (solamente signo = si u = 0 en D). 

c 3 ) Como corolario resulta la unicidad del problema de contorno, es 
decir: Si L[tti]=/, L [w 2 ]=/ dentro de D, Ui = u 2 = 0 en c, entonces 
se verified en D: Ui = Ua. 

En Jh) hemos apoyado esta unicidad en una propiedad especial de 
las funciones armonicas y ahora resultara como caso particular, puesto 
que L[w] = 0, u = 0 en c, implica u = 0 en D. 

d) F6rmulct generalizada de Green. — Para eludir el inconveniente 
de la complejidad del contorno que puede no ser rectificable, y ni siquiera 
curva de Jordan, conviene deducir una formula que presta servicios and- 
logos a las de Green, pero sin integral curvilinea. 

Si es v = 0 en c, se verifica: 

[XXVIII-216] J* j^riAMdady = — J j (u x v x + u v v y ) da dy. 

Mas general, siendo v = 0 en c: 

[XXVIII-217] J J' v[(ru x ) x + (ruy) v + (a x -j- by — q)u]dx dy = 

x + UyVy) da d y — J J [a (uv) x + b (uv ) „ + quv ] da d y. 


Demostracion : Pasando todos los terminos al primer miembro, apa- 
rece el integrando (vru x ) x + (vru v ) v + (auv) x + (buv) y , pero al efectuar 
la integracion en a resulta vru x , que es nulo en ambos extremos; y ana- 
logamente sucede en los otros, luego la integral doble es nula. 

Cuando se desarrolla la teoria completa es util abreviar la escritura, 
escribiendo simbolicamente la formula [XXVIII-217] asi: 

[XXVIII-217'] (L[«],v) = — E (u,v) si es v = 0 en c, 

y en particular, para r= 1, a = b = q = 0 : 

[XXVIII-216'] (Am, v) = — D (m, v) si es v = 0 on c. 
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e) Generalizaci&n del principio de Dirichlet. — Que toda funcion u 
extremal de la integral E[w] satisface a la ecuacion L[k] = 0, ya ha 
sido visto, por ser esta la ecuacion de Euler (§ 113-5, d)\ Ahora vere- 
mos el reciproco, generalizando el teorema 1 de Hilbert, y abordaremos 
el caso mas general de ecuacion L[w] =f con su correspondiente inte¬ 
gral que comprende a la E cuando sea f = 0. 

Si u es una solucion del problema de contorno L[w] = f, u = 0 en 
c y u -\- v otra solucion cualquiera, con la misma condicion de contorno, 
es decir, v = 0, L[o>] =0, la formula [XXVIII-217'] expresa: 

(/, v) — — E (u, v), (u = v = 0 en c). 

Para comparar los valores que ambas funciones dan a la integral 
E[it] desarrollaremos: 

[XXVIII-218] E[m + i;] = E[m] + E[r] + 

+ 2 J' jj [r(u x v w + u v v v )-\- a(uv) x + b(uv) v + gMi;]da dy , 

integrando por partes la ultima integral (§ 88-6, nota 3) se anulan en 
los extremos los terminos que contienen el factor u o bien v y queda este 
integrando: 

— 2[(ru x ) x +(ruy)y + a x u + b v u — qu]v = — 2L[u}v = — 2 fv , 
luego recordando [XXVIII-215], resulta: 

E^-h-y] = E[m] + E[t] — 2 (f,v) > E[m] — 2 (f,v), 

0 sea 

E[m -)- v] + 2{f,u + v) > E[m] + 2(/,ii). 

Resulta asi este teorema que generaliza amplisimamente el teorema 1, 
por la naturaleza del recinto y la forma general de la ecuacion y de la 
integral: 

Teor. 2. Si se conserva a x < 0, b v < 0 en D y si g{x,y) esta de- 

finido en D, siendo D[g] < co, y es u = u(a, y) la solucion de L[w] =/ 

que toma en c los mismos valores que g, entonces es E[ui\ -|- 2 (f,u) < 
<E[g]+2(/,g). 

En particular, para / = 0 en D: 

Corolario. Si L[zt] = Q y es u = g en c, se verifica E [u] < E[g]. 

En el caso Am = 0 resulta el teorema 1 para todo recinto D, es decir, 
queda generalizado el principio de Dirichlet, convertido en teorema. 

3. Metodo variacional directo y autoproblemas. — a) Ecuacion va¬ 
riational de Euler para funciones ligadas. — Refiriendonos a dos varia¬ 
bles, pero con validez para mas, deduzcamos la ecuacion a que debe sa- 
tisfacer ii = u(a, y) para hacer minima: 


[XXVIII-219] 


r i[«] 

| j [«] 



a, y, u, p, q) da dy, con ligadura 



a, y, u,p,q ) da dy 


= const., 


donde p = u x , q — u v . 

Elegidas v = v(x,y), w = w(a,y) nulas en c, hagamos variar u 
poniendo u -|- rv -(- tw (r, t numeros reales) y para que sea minima 
I(r, t) con ligadura J (r, t)= const, para r = t = 0, es necesaria, segun 
cl mdtodo do LAGRANGE (§ 70-8), la anulacion de la diferencial I — kJ, 
os decir, do las dcrivadas parciales I r — XJ P = 0, Ii — XJr = 0, para 
r l 0 (cmplcnndo cl par&metro —). en lugar do | X, por conveniencia 
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posterior). Desarrollada esta, pues el caleulo es el mismo para las otras, 
tenemos: 

[XXVIII-220] J | [(f u — Xcp u )w+(fj, — tap P )w.»--t (f,— X<p, ; ) Wv]<l# dy = 0. 

Integrando por partes (§ 88-6, nota 3) los terminos en w x , w u , se 
tiene 

| (f p — Xq> p )wdy — | (f, — Xq> q )wdx — j f wD*(f P — Xip,,)dxdy — 

— | | wD„(f g — Xcp,,)dxdy , 

J JD 

pero las integrates curvilineas son nulas, por anularse w en c, y la ecua¬ 
cion [XXVIII-220] se reduce a esta: 


w[(f u — ?.fpu) — Dx(f P —<?vfpp)—D„(f,— Xtp,)]da; dy = 0 


que debe verificarse en todo dominio parcial en D, debiendo ser, por tanto, 
nulo su integrando; es decir, puesto que w no es identicamente nula: 

[XXVIII-221] (fu — Dxf„ — Dpf„) — X(cp u — Dx(p„ — D„(p,) = 0. 

El caleulo analogo para la v daria el mismo resultado. He aqui una 
novedad notable, pues por resultar dos ecuaciones equivalentes, no queda 
determinado pero tampoco puede ser arbitrario, pues u esta sujeta 
ademas a la condicion de contorno u = 0 en c; hay solamente ciertos 
autovalores X„ compatibles con esa condicion, como ahora veremos en el 
caso mas importante. 

b) Integral de Dirichlet con ligadura y autoproblema correlativo. — 
Para la integral de Dirichlet: 

[XXVIII-222] D[«] = ( ( (uS + uftdx&y 


con ligadura 



la ecuacion de Euler [XXVIII-221] necesana, aunque no suficiente, en 
este caso sencillo se reduce a esta: 


[XXVIII-223] u xx + u vv + Xu - 0. 


Ya hemos dicho que el parametro X solo puede tomar ciertos autova¬ 
lores X n , pero ahora surge su significado variacional, pues el valor de la 
integral, transformada por partes (§ 88-6, nota 3) y teniendo en cuenta 
la condicion de contorno u = 0 en c, es: 


D[?<] = j" [ (u x 2 + u y ~) dx dy = J* J* u x u x dx dy + J j u y u y dx dy = 


= — u(u xx + Up^dxdy = X u" dx dy — X 


que demuestra: los autovalores X„ son los valores extremales de la inte¬ 
gral D[u]; todos son positivos y el primero Xt es el minima absolute. 

Asi vislumbramos el amplio campo de concxiones existente entre los 
autoproblemas y el metodo variacional. 

c) Metodo dirccto de RlTZ. Para satisfucer la triple condicidn: 
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D[«] = (tix" + ?</)dx dy minima, 


J[r<] = u 2 dx dy = 1, 


[XXVIII-224] 


L condicion de contorno: u= 0 en c, 

Ritz parte de una sucesion fundamental de funciones p n = p„ (x, y) nulas 
en c y tales que toda funcion continua y difereneiable u — u(x,y), sea 
aproximable indefin\damente por combinaciones lineales V/c„p„ (x,y). 

Si tratamos de satisfacer la triple condicion [XXVIII-224] con com¬ 
binaciones lineales de este tipo, por ejemplo, ki]p(x,y) + k. 2 -p~(x, y)+ 
+ k»p 3 (x,y) los coeficientes deben cumplir estas dos condiciones: 

j j [ (k,p, x + kspix +k.,paa) 2 -j- (kiPm -f- kap-ip -f- ksP»i/) 3 ]dx dy minima, 

| J (kiPi + hrp-i + k-.)p 3 ) 9 dx dy = 1. 

He aqui dos formas cuadraticas de coeficientes conocidos: 
F(k„ki,ka) que debe hacerse minima para valores ligados por otra for¬ 
ma <f> (fei, ki, k 3 ) — 1. 

Este problema de algebra se resuelve por el metodo de Lagrange 
(§ 70-8), igualando a cero las tres derivadas de F — X<p que son lineales, 
y estas tres ecuaciones lineales, conjuntamente con la q> = 1 determinan 
ki, k 2 , k 3 y X. 

La funcion asi obtenida cumple las tres condiciones [XXVIII-224]; 
pero el valor que da a D[i(] es minimo respecto de los que dan esa inte¬ 
gral las funciones de la misma familia, lo que no excluye que otras fun- 
eiones u hagan a esta integral menor que ese minimo. 

Ilagamos aplicacion del metodo al importante problema del recinto 
eliptico, para los autovalores de 
la ecuacion &u -f- Xu = 0, cuya im- , 

portancia en la teoria de los mo- [ ___—- — 

vimientos vibratorios pudo apre- 

ciarse cumplidamente (nota VIII). / n. 

d) A utovalores de la ecuacion f D \ 

A n + 7-u = 0 para el recinto clip- f \ 

tico. — La funcion mas sencilla r 7^ TJ" 

que se anula en la elipse c (fig. \ ^ / 

409) : \ / 

X* L_ li' — 1 


u i = k (a-y- -|- b 2 x" — «"6"), 

y la segunda condicion [XXVIII-224], abreviando la notacion de las in- 
tegrales dobles sobre el recinto eliptico, expresa: 

« 4 J V * + 2a s b 2 j x~y" + b 4 J x 4 — 2 a'b 2 j y~ — 2 b 4 a" f x 3 + 

+ a 4 b 4 nab = 1/k" 

y culculadas estas integrales (§ 82-4; § 51-4, c; [53-10]): 


j V* = y “V’x ; I* x-y- = a*Vn ; | 

J \ ab s n ; (x 3 = J a* 

result a k' 3/ (na D 6°). 


x' 1 = - - a a bix ; 

O 
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El valor que esta funcion ih = u t (x,y) da a la integral es: 
[XXVIII-225] D[« a ] = 47c 2 j' b 4 x 3 + a 4 y 2 = jt&W(a s + b 2 ) = 

= 3(a s + b 2 ) / (arb 2 ), 

que es una primera aproximacion h por exceso, al autovalor X. 

Para mejorarla, adoptemos este polinomio con tres coeficientes ki, k a , 
k 3 indeterminados, nulo en c: 

u. — ( ary 2 -f- b 2 x 2 — a 2 b 2 ) (ha 2 y 2 + ktb 2 x 2 — k a arb 2 ), 

y la integral D[w : .] es una forma cuadratica en k>, la, k 3 variables liga- 
das por otra ecuacion cuadratica, que estan determinadas por un sistema 
lineal, obteniendose asi una mayor aproximacion X a respecto de Xi. 

Ejemplo 7. Efectuando el calculo para el caso a = 2, 6 = 1, y ob- 
tenidas las integrates 


1 = 2k 
x 1 = 4jt 


$* = 


x 2 = 2n 

* fi = 

1 

: 2" K 

y 

x'-y 2 = 

1 ( 

• 

l 

3 “ ' J 

y* = 

4 ' 

II 

1 

T 71 ; . 

<sg“ 

li 

] 

: i 

; f* = 

: 28jt ; j 

n x'y- = 

jt 


XV 3 ' 2 <f 31 


XV = T0 - 


V = -84“ “ 


resulta que se ha de hacer minima la forma cuadrdtica 

D[« a ] = jt (-g- kr + hr + 640 hr + -^g- fcifc — 


con la condicion 

J[m : ] — ji 


64° . 

— • tCifCn 

o 


82. k . , 32 512 

5 kl + " 5 U + 8 * + 

— 2 ifak 3 — g Jcski J — 1. 


kiks — 


El metodo de Lagrange (§ 70-8) da las condiciones: 

(250,66 — 12,8 X)ki + (26,66 — 4,27 X) la + 

+ (—213,33 + 42,66 X)k a = 0, 

rVYVTTT 99G1 (26,66 — 4,27 X) A'i -f- (122,66 — 12.8X)A: 2 -j- 

|AAVlil-<Z2bJ / + (—213,33 + 42,66 X)k a = 0, 

(—213,33 + 42,66 X)k x + (—213,33 + 42,66 X) k a + 
l + (1280 — 341,32 X)k 3 = 0, 

compatibles, con solution no nula, si X verifica la ecuacion: 

0,019 X 3 — 0,848 X 2 -f 9,464 X — 23,811 = 0, 

cuya raiz minima es Xa < 3,57, mientras que la anterior aproximacion 
era 7i a =3,75, obtenida haciendo a = 2, 6 I on [XXVI11-225]. TKi:m"/, 
ha demostrado en Mathematische Anna lev (1933), quo X mu pom n 3,49, 
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luego ya tenemos dos cifras exactas 3; 5. La funcion u, correspondiente 
a D[m 2 ]=1 2 se obtiene para fe = 0,01005, fe= 0,02963, k 3 = 0,03925, so¬ 
lucion del sistema lineal homogeneo [XXVIII-226] con la condicion 
J[r 2 ] = 1. 

4 . Metodo variacional constructive) de Hilbert. — a) Compacidad 
y continuidad inferior. — Para captar la idea esencial del metodo cons¬ 
tructive, fijemonos, por ejemplo, en el clasico problema de las geodesicas 
de nna superficie S. Dados en ella dos puntos A, B, consideremos el con- 
junto de todos los arcos rectificables sobre S de extremos A, B. Puesto 
que su longitud l r tiene como cota inferior la distancia AB, existe un 
numero £ = inf l r , y por tanto, una sucesion parcial convergente 
sean y n los correspondientes arcos de extremos A, B que tienen las lon¬ 
gitudes l n . 

iComo determinar un arco y cuya longitud sea precisamente 11 Se 
trata, en suma, de probar que en el espacio de los arcos rectificables 
sobre S, el extremo inferior l es uccesible. Bien sabemos que tal sucede 
para las funciones de variable real (Cap. XV, nota II), cuando se cum- 
plen dos condiciones: l? 1 ) El espacio o campo de variabilidad es compacto, 
es deeir, se verifica el teorema de Bolzano sobre la existencia de puntos 
de acumulacion (Cap. XVIII, nota II, 6); y ese punto de acumulacion 
pertenece al campo, lo que se expresa diciendo que este es compacto en si *. 
**). La funcion f[y] es continua inferiormente (Cap. VI. nota V), es 
deeir, para cada e hay un entorno de y 0 tal que en el es f[y] > f[ ?/n ] _l e . 

_ Para evitar el postulado de libre election (§ 94-7), es preferible de- 
imir la compacidad de Y asi: en toda sucesion de Y hay una sucesion 
pnrmal convergente ; cuando el limite pertenece a Y este espacio se dice 
compacto en si. Si los “puntos” o elementos de Y son funciones y la con- 
yorgencia anterior de sus sucesiones es la uniforme (§ 43-3, § 65-2), la 
farm ha Y se llama uniformemente compacta. 

l-a_ compacidad del espacio de los arcos de longitud acotada superior 
o lnfonormente, resultara como corolario de un teorema muy general que 
despues demostraremos (ver e, 3), y bueno es observar que, sin esa res- 
tnccion de la^ acotacion superior e inferior, pueden no existir elementos 
de acumulacion. Asi, por ejemplo, no hay curva de acumulacion de la 
sucesion de circunferencias conccntricas de radios 1 , 1/2, 1/3, ..., y 
tampoco la hay para la sucesion de curvas y = sen nx en (0,jt).’Las fa- 
in i lias comp acta s de funciones suelen llamarse tambien normales segun 
Montel, y bien se comprende su importancia, pues para ellas valen los 
teoremas fundamentals de las funciones de E„. 

En cuanto a la continuidad inferior, no constituye una caprichosa 
generalizacion de la continuidad, sino una necesidad, pues precisamente 
la longitud /[?/] de las curvas rectificables nos ofrece un ejemplo notable 
de funcion continua inf eriormente, pero no superiormente (Cap. XV, no¬ 
ta II). En efecto, refiriendonos, para abreviar, a curvas planas, sea’ AB 
un arco rectificable definido en (0; 1) por una funcion y = y(x); nada 
mas facil que construir arcos tan proximos a el como se quiera, con longi- 
tud arbitrariamente grande. En efecto, la funcion y (») + (l/n)cos(n 2 jrx') 
dmta ( uniformemente”, § 96, ejercicio 5) de la y(x) exactamente 1 In, 
pues la diferencia es (l/n) cos (n 2 nx) , que oscila entre — 1/n, +l/n. 

a Como esos extremos los alcanza para x = 0, 1/n 2 , 2/n =, ..., 
' n 1)/n~, 1, la longitud de la cuerda ondulada puede ser arbitraria¬ 
mente grande, pues desde un n en adelante supera a (2/n ). n 2 = 2n. 

No se verifica, por tanto, la acotacion /[y] <[ /[y 0 ] + £, por muy 

* * ,n r,!C I n lo infinite) en p 1 espacio E„ no es compacto por haber sucesiones sin 

punto do iicumulacI6n. Los recintos acotados son compacto* \ si so aKietru el contorno 
hoii com pur ton on * t. 
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proximo que se elija y a y«. En cambio, es Z[y] > Z[y<.]—£> segun se 
demostro en Cap. XV, nota II, es decir: la longitud es una funcional del 
arco, inferiormente continua. 

Asimismo se demuestra: el area S[y] es una funcional de la super- 
ficie, inferiormente continua. El clasico ejemplo de Schwarz (Cap. XXI, 
nota I) pone en claro la existencia de superficies infinitamente proximas 
a la superficie cilindrica, con area finita o arbitrariamente grande, pero 
no inferior a S—e (Cap. XXIV, nota III). 

La moderna elaboration del calculo de variaciones, especialmente por 
obra de Tonelli, consiste en obtener criterios de continuidad inferior 
para muchos tipos de integrales, a fin de poder aplicar el teorema de 
existencia del minima. La teoria de los espacios abstractos ha aclarado 
dichas investigaciones y ha senalado que es esencial precisar el concepto de 
"proximidad” entre los pares de funciones o “puntos” del espacio Y con- 
siderado; segun sea la “proximidad” convenida, tendremos una u otra 
topologia con unas u otras propiedades. 

b) Sucesiones extremales y teorema extremal. — Las condiciones en 
cme se apoya la teoria elemental de maximos y minimos (§ 70), nos dan 
la pauta para elaborar el calculo abstracto de variaciones sobre dos teo- 
remas basicos, el de compacidad (que generalize el de Bolzano) y el 
extremal (que generaliza el de Bolzano-Weierstrass) : 

Teorema extremal. — Si f [y] cs una funcional continua inferior¬ 
mente en un cspacio Y, compacto en si, entonces esta, acotada inferiormen¬ 
te y toma un valor minimo finito. Es decir, existe al menos una funcion 
?/ 0 tal que, para toda otra funcion y, es f [y] > f [Vo] ■ 

Llamemos X = inf. l'[y] al extremo inferior (finito o bicn = —cc) de 
los valores reales finitos do f[y] definida en el espacio Y. Por defini¬ 
tion de extremo (§ 23-14) ese numero X es limite de una sucesion de 
valores de f[y] que tienden a X, es decir, limf[ 3 /..]== X. 

Esta sucesion de funciones \y»\ se llama sucesion extremal y por la 
supuesta compacidad en si de Y, existe una sucesion parcial y n , que con¬ 
verge hacia una funcion y» de Y. Prescindiendo de las restantcs y„, po- 
demos adoptar para esta sucesion parcial la nueva numeration: y. -» y», 
siendo ademas f[y ( ] ->X. 

Puesto cue y 0 pertenece a la familia Y, le corresponde un valor fi¬ 
nito f[y„] = X n > X. Supongamos que sea X n >X ; elegido un numero in- 
termedio X' tal que Xo > X' > X, se verificara: 

por la convergencia f [y,] —> X, desde un i es f [y,] < X', 

por la continuidad inferior de la funcional f[y] es f[yi] > 
tal contradiction impone que sea f[y 0 ] = X. 

Nada hay de nuevo, como se ve (Cap. VI, nota V), en esta demos- 
tracion, que vale indistintamente para funciones y funcionales. 

Las dificultades que deben vencerse para tener demostrada la accesi- 
bilidad del extremo inferior de una funcional f[y] son dos: demostrar la 
compacidad en si de la familia de funciones que forman los “puntos” del 
espacio Y, y la continuidad inferior de f [y]; para ello es esencial la 
topologia que se considere en Y. 

c) Familias compactas de funciones. — Ya conocido el concepto de 
equicontinuidad (§ 86-1, def. 2; § 65-2, nota 2) diremos, en general, que 
una familia Y de funciones \y = y(x) }• es equicontinua en un conjunto X, 
cuando para cada e > 0, hay un 8 > 0 que depende de e pero no de la 
funcion y — y(x), tal que | y(x')—y(x")|<e para todo par x, x" de 
X tal que | x '— x" | < 5. 

El teorema de Arzela sobre las funciones reales equicontinuas, el 
de Hilrert sobre los arcos rectificables acotados, el de Montkl sobre la:, 
funciones holomorfas acotadas, y muchos otros an&logos (que integnm la 
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teoria do las familias llamadas normales por Montel), quedan incluidos 
en el teorema general siguiente: 

Teorema de compacidad. — Toda familia equicontinua Y de funcio¬ 
nes y(.r) definidas en un conjunto compacto en si X, real 0 complejo, y 
cuyoH valores y — y{x) son numeros reales 0 complejos de un conjunto 
compacto C, es uniformemente compacto, *. 


DEM. 19 Sea Xi, x 2 , ..., la sucesion de puntos racionales de X tal 
quo l.odo punto x de este es limite de una sucesion parcial x n —>x (§ 2-7, 
ejemplo 4; § 20-6, b) . Puesto que por la compacidad de C los valores 
ll y(*i) que toman en el punto Xi todas las funciones de la familia Y, 
1 ion on algun punto de acumulacion y x (teorema de Bolzano), hay una 
sucesion de valores y,,(a;i) convergente hacia y lf es decir: la sucesion de 
funciones: 


[XXVIII-227] y, («), y a (a), y.(«), ..., y P (*). 

converge en x, hacia y t . 

Es claro que esa sucesion de funciones no tiene por que converger en 
el punto x«, pero por la supuesta compacidad del conjunto C, hay en la 
sucesion de puntos y,(a^), y 2 (x,), una sucesion parcial convergente 

hacia un cierto punto y : ; por tanto, si esos indices son i 1} L.la co- 

rrespondiente sucesion de funciones: 


[XXVIII-228] y,- (*), y £j (*), y i; (*), ... 


converge en an ha¬ 
cia y,, 

converge en x 3 ha¬ 
cia y 2 . 


[XXVIII-229] y, (x), y,(x), 


y* (x), 


De esta sucesion se puede seleccionar, por igual metodo, una sucesion 
parcial: 

converge en an ha¬ 
cia y 1 , 

converge en an ha¬ 
cia y-, 

converge en on ha¬ 
cia y a . 

La sucesion diagonal del cuadro [XXVIII-227], [XXVIII-228], 
[XXVIII-229], ..., es parcial de todas (desde el termino principal en 
adelante), luego esa sucesion de funciones yi(x), y t - (x), y^(x), 

quo una vez suprimidas todas las demas de la familia, podemos designar 
simplemente: 

converge en xi, x 2 , ..., 
x„, ... 

I hacia y h y«, ..., . . 

29 La sucesion diagonal asi formada converge unif ormemente en 
lodo punto x de X. Puesto que x es limite de una sucesion de puntos 
x„-*x, elijamos n > v tal que |x — x„ | < 8 , siendo 8 suficientemente 
pcqueho para que se verifique, por la supuesta equicontinuidad: 

[ XXVIII-231] | y(x)—y(x„)| < e 

para toda funcion y(x) de la familia. 


[XXVIII-230] y,(x), y 2 (x), 


yp(*)» 


Rri'ordemoH de nuevo que en el enmpo real o en el complejo a que nos atenemos 
«ii 1 -tin cnumTnilo, (' compacto equlvale a acotado y ccrrado (completo), pues asi vale el 
11111111111 ill' lloutANO. I'll i'U»o mas simple es el intervalo finito o dominio finito (inelusi* 
• I niniiumi). |u*m piieiln entar fiii niudo por varies dominion, arcos .v ptinlus nlslados. 
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Como esta ha quedado reducida a la sucesion diagonal [XXVIII-230], 
para demostrar su eonvergencia en el punto x acotemos la diferencia de 
Cauchy (§ 20-6, a): 

[XXVIII-232] y P (x) — y,(as) = [yp(a?)— yp(*»)3 + 

+ [y P (*»)—y,(a;»)] + [y«(«.)—y«(*)]. 

Por la equicontinuidad [XXYIII-231], son <e los sumandos 19 y 3” 
para toclos los indices p, q y para n > v; fijado n, como la sucesion 
[XXVIII-230] converge en el punto x„, el 29 sumando es < e para p y q 
superiores a cierto p.; luego, en definitiva: 

I y P (x) — y,(*)| < Be para p, q > p , 
y por el teorema de Cauci-iy (§ 20-6, a) existe: 

[XXVIII-233] lim y„(x) = f(x) para todo x de X. 

39 La funcion limite f(x) es continua en todo punto xo de X. Basta 
descomponer asi el incremento: 

[XXViii-234] f(x) — f(xo) — [f(x)—y P (x)] + [y P (*)—y P (0] + 

•+ [yp(*«)— f (*<>)] • 

Por la equicontinuidad, el segundo sumando es < e, si se elige un 
entorno \x — x 0 1 <8 de x 0 ; como esto vale para todo p, elijamos p su- 
fieientemente grande para que el primer y tercer sumandos sean < e, 
gracias a la demostrada eonvergencia [XXVITT-233] en x y en Xo. Bn el 
entorno |x — x 0 | < 8 es, por tanto, |f(x)—f(x 0 )|<3e. 

49 La eonvergencia y v {x)— >f(x) es uniforme en X. Descomponga- 
mos analogamente el error de la eonvergencia en el entorno de cada pun¬ 
to x 0 : 

[XXVIII-235] f(x)— y P (x) = [f(x) — f (*<>)] + [f (x„) —y P (xo)] + 

+ [yp(*o)—yp(a)]. 

Es el l er - sumando < s en un entorno U de x 0 por la continuidad 
demostrada; es el 29 sumando <e para p > \k por la eonvergencia 
[XXVIII-233] ; es el 3 er. sumando < e en un entorno V de x 0 para todo 
p por la equicontinuidad. Luego, en un entorno W de x„ contenido en 
U y V es | f (x) — y„(x) | < 3 e para p > |x. Siendo compacto en si el 
con junto X, hay un numero finito de entornos W que lo cubren (Cap. 
XVIII, nota II) y para el mayor de los indices p que llamaremos p* es 
| f (x) — y„(x) | < 3e si p>p «(e), independiente de x cualquiera en X, 
luego la eonvergencia es uniforme en X. 

Observaci 6 n: La familia Y puede no ser compacta en si. Por ejem- 
plo, la familia equicontinua de funciones y,Ax)— 1/p, (p — 1 , 2 ,...) 
converge uniformemente hacia la funcion f(x) = 0 que no pertenece a la 
familia, y por tanto, esta aun siendo compacta, no es compacta en si. 

d) Generalizacion del teorema de compacidad. — Aunque el teorema 
fundamental ha sido enunciado para variables y funciones reales o com- 
plejas, especialmente para el caso importante en que X e Y son dominios 
acotados, la demostracion ha sido expuesta de modo tal, que su alcanee 
es mucho mas amplio. Repasandola, observamos: 

19 Lo esencial es que haya en X un conjunto denso numerable -jx ;i [, 
es decir, tal que cada'x de X sea limite de^ alguna sucesion parcial 
x* —» x. Tales espacios se Hainan separables (cfr. § 94-2, nota 1). 

29 La equicontinuidad no exige que X sea metrico; basta que sea 
topologdco (Cap. XVIII, nota I) y en este la equicontinuidad signifies 
que para cada e y cada x 0 hay un entorno U tal que | f (x)—f (x 0 ) | < e 
para todo x de U y toda funcion de la familia. 
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Wno J 0n esta ampliation de las hipotesis queda demostrada con leves cam- 
bios de palabras el siguiente teorema mucho mas general- 

Zi&rei c *«»w sirt 

e) Tipos notables de familias compactas. — Para fijar las ideas ha- 
gamos aplicaciones concretas, deduciendo, como sencillas consecuencias 
importantes teoremas del Analisis matemdtico. consecuencias, 

,!>, Si y(*> son funciones reales uniformes equiacotadas (es decir, 

mnliL h 1 v •i m ? e ?A lld,en ! e de y ^’ la equicontinuidad de la familia 
mplica la compacidad (Ascoli). En efecto, como es I y(x)| < k con un 

, d , e famdia - de , [XXVIlV-^5] resulta 
I 'I ^ I ') I Be, luego | f(x)| < 7c, es decir, la familia es comvacta 
(aunque pueda no ser compacta en si; cfr. observacion anterior). P 

< v( V, J 5 ’ y( - x ). es un punto del piano, funcion continua de x v es 

tificables o fa ™ ll,a Y , de c ? 7 * s eontinuas equiacotadas (rec- 

i ,cables o no) , la equicontinuidad: y (x')~ y (x") I e nara 

L,foi imPhCa entonc ® 8 que l a familia Y es compacta (ArzelA) 
(aunque pueda no ser compacta en si; cfr. observacion anterior). 

B.iti^ 3 ) «r,Uo t0daS las ^ curvas transformadas del intervalo [ 0 ; 1 ] tienen lon- 
y aC0tada ’ es decir ’ inferior a un mismo numero fijo l, es 

segmento TO- U " a corres P° nd encia equicontinua con el 

, t0 L°> 1 J» sin mas que tomar como punto homologo de x < 1 el 

s P es t0 h Winner l CUya dlStancia f n arco al origen y(0) *s xs. donde 

rj£ V i < •FZfsrZT'i L< ^ 

<h; l s. 

X ( , *<«) y sumando, resulta para p bastante avanzado: 

S | f (x,)— f (x i +,) | < 2 | y,.(x,)— y p (x,«) | + 2 e , 

con^ufdal?? riT br v’ Perin Z et ? d 5 . la P° lig °nal inscrita en la curva 
cu?vas d P y ’ por f tanto ’ < l ‘> ue ^°- familia de todas las 

uivas de longitud < l construidas en un domimo es compacta en si. 

on el de ] t ® or , en ? a de compacidad y de sus corolarios radica 

i r ?fer\ormeX Asi? , Ia ^ngitud de un arco es funcion continua 

nue en tnrlnl f T°’ Y a al P ° der a P llcar el teorema extremal, resulta 
las . fanulias de curvas que acabamos de considerar hay una 
e ongitafl minima. He aqui una aplicacion importante: Sea C una su- 
ScabW r ta ? y co ^ pl l ta (° cerra da) tal que en ella haya aroos recti- 

de arcos d AR Xt pn e ^°'l S ^ S la longitud de uno de ellos, la familia 

de arcos AB cuya longitud es <s es compacta en si. Luego, resulta la 

extremos & A,°lb" ai ' C ° ^ lor ' 8 '' tud minima ’ es decir - d e una geodesica de 

riaeim?p S rTr+ 1 p * ras ®® n . denc j a de est os teoremas para el Calculo de va- 
1 L t , na cla , sic 1 a de Euler, Weierstrass, etc., deiaba sin de¬ 
mostrar la ex is ten ci a de la funcion que hace minima la integral mien- 

tencia qU sino n mfp u b d<> dla?ronal ™ solamente hemos demostrado su exis- 
tencia, sino que la hemos construido. 

nloc interesan para nuestro programa, incluimos otros ejem- 

plos de familias compactas en la siguiente tabla, para mostrar el alcanee 
del teorema general de compacidad. aicance 

puede d cm°strarse inmediatamente el teorema de Montel (4) 
iri 1 maS escribl . r las funciones como integral de Cauchy (5 115-7).’ 

Li caso (o) es corolano inmediato mediante una inversion. 
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Conjunto X j 

Conjunto C 

Funciones de Y 

Signos 

geometricos 

1) Intervalo finito 

a < x < b. 

Numeros 

reales. 

Funciones reales y(x) 
equicontinuas y equi- 
acotadas. 

Curvas unifor¬ 
mes acotadas. 
(Ascoli) 

2) Intervalo finito 
a < t < b. 

Puntos de E s . 

Pares de funciones 
re ales x(t), y(t), 
equicontinuas y equi- 
acotadas. 

Curvas 

acotadas. 

(ArzelA) 

3) Intervalo real 
ft < t < b. 

Puntos de Es. 

Pares de funciones de 
variacion acotada y 
equiacotadas. 

Curvas de lon- 
gitud acotada. 
(Hilbert). 

4) Dominio com- 
plejo Z. 

Numeros 

complejcs. 

Funciones holomorfas 
en Z uniformemente 
acotadas. 

(Montel). 

5) Dominio com- 
plejo Z. 

Numeros 

complejos. 

Funciones holomorfas 
en Z que excluyen un 
circulo. 


6) Plano complejo. 

Numeros 

complejos. 

Funciones holomorfas 
en un recinto simple- 
mente conexo, que ex¬ 
cluyen dos valores. 

(Picard). 


XI Bibliograffa. — 1. Tratan sobre ecuaciones diferenciales en den- 
vadas parciales muchos de los cursos y tratados generates de An ah sis, en 
esnecial los de GOURSAT y Valiron (citados en Cap. VI, nota VI, o). 

P De entre los libros citados en Cap. XXVII, nota III, 2, tratan sobre 
ecuaciones en derivadas parciales los de Hoheisel V * gORN de eae tatalo, 
asi como los de Bieberbach, Kamke, Forsyth, MarIn Toyos, Blanc, 

PUIG 2 A Un ldcido y preciso tratamiento de la teoria general de ecu a clo¬ 
nes en derivadas parciales, donde cada capitulo (salvo el pnmeio) tei- 
Saconun breve esquema informative sobre los resultados modernos, 

da la ^etrowski : ^ Lectures on partial differential equations (inter- 

science Publ., Nueva York-Londres, 19 . 54 ) ; V or testing cn uber par n 

Differentialgleichungen (Teubner, Leipzig, 1955). nrohlemas 

Excelente exposicion de la teoria, con valiosa seleccon de 
en cada capitulo, es la obra litografiada, con material clasico y modernos 

metodos^numericos. SM ^ e equazioni a derivate parziali (Gherom, 

T ° ri Un Sr'rollo elemental, con enfasis en la interpretation B-e^trica, 
numerosos ejemplos, aplicaciones y ejercicios con 

F. H. Miller: Partial differential equations (Wiley, Nueva yoik, 

1941 3 Sobre ecuaciones diferenciales parciales de primer orden tratan 
VA.T^F POUSSIN (citado en Cap. VI, nota VI, 4) y el volumen II de 
Kamke (citadn^ enCap! XXVII, nota III, 4) dividido en dos partes de 
tes’cuales la primera es una concisa exposicion de los conceptos y^o- 
( i 0 o p-enerales a usar en el estudio de ecuaciones de ese tipo, y la segun 
es una tabla de soluciones de alrededor de 300 ecuaciones particulaies 
Tambien trata casi exclusivamente sobre ecuaciones y sistemas de pume 
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orden la obra de Hoheisel: Partielle Differentialgleichungen (citada en 
Cap. XXVII, nota III, 2). 

Una exposicion sucinta de orientacion moderna sobre el estado del 
problema de la integration de este tipo de ecuaciones en la fecha de su 
publicacidn, es: 

M. Saltykow: Methodes modernes d’integration des equations aux 
ilerivers partielles du premier ordre d une fonction inconnue (Mem. Sc. 
Math., LXX; Gauthier-Villars, Paris, 1935). 

Son clasicas y extensas las ya antiguas pero importantes obras 

E. Goursat: Leqons sur l’integration des equations aux derivees par- 
Iidles du premier ordre (2^ ed., Hermann, Paris, 1921); 

E. Goursat: Leqons sur Vintegration des equations aux derivees par¬ 
tielles du second ordre (Vol. I, 1896; Vol. II, 1898; Hermann, Paris); 

V. VOLTERRA: Leqons sur l’integration des equations differentielles 
aux derivees partielles (Upsala, 1906). 

La obra de B. Levi (citada en Cap. XXVII, nota III, 2) esta diri- 
gida principalmente a tratar con rigor plenamente logrado los sistemas 
de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales para funciones anali- 
ticas. En ella se incluyen fundamentales lemas algebraicos de importan- 
cia tanto teorica como practica para la posterior construccion efectiva 
de la solucion formal en series apioximantes. Dicha obra se avalora con 
adecuados ejemplos aclaratorios, interesantes en si por sus aplicaciones a 
la Elasticidad, Fisica o Geometria. Esta importante obra es la continua- 
cion mas significativa de la clasica 

Ch. Riquier: Lcs sysfemes d’equations aux derivees partielles (Gau¬ 
thier-Villars, Paris, 1910), 

tema tambien tratado en las obras antes citadas de Goursat y en 

M. Janet: Leqons sur les systemes d’equations aux derivees partie¬ 
lles (Gauthier-Villars, Paris, 1930). 

4. Exposiciones adecuadas para estudiantes de ingenieria traen 
Horn : Partielle Differentialgleichungen y Blanc (citados en Cap. 
XXVII, nota III, 2) y la obra traducida del ruso: 

W. I. Lewin y J. I. Grosberg: Differentialgleichungen der mathe- 
matischen Physik (Verlag Technilc, Berlin, 1952). 

Un tratamiento apropiado para problemas de ingenieria, con resul¬ 
tados en ocasiones sin demostracion estricta, es la obra orientada hacia 
la resolucion de problemas de contorno por el metodo de separacion de 
variables y desarrollo de funciones en terminos de funciones caracteris- 
ticas: 

K. S. Miller: Partial differential equations in engineering problems 
(Prentice-Hall, Nueva York, 1953). 

Una obra que, suponiendo en el lector solo un nivel moderado de ca- 
pacitacion matematica, lo lleva habilmente y con rapidez hacia los ins- 
trumentos matematicos mas avanzados de aplicacion, con abundantes 
ejemplos y referencias, es: 

F. SCHWANK: Randivertprobleme und andere Anwendungsgebiete der 
hoheren Analysis fur Physiker, Mathematiker und Ingenieure (Teubner, 
Leipzig, 1951). 

5. Tratan con extension la teoria de ecuaciones diferenciales en de¬ 
rivadas parciales los libros sobre metodos de la Fisica matematica, en 
especial el volumen II de Courant-Hilbert (citado en Cap. XVI, nota 
IV, 4), Morse y Feshbach (citado en Cap. XXIII, nota V, 3) y H. y 
B. S. Jeffreys (citado en Cap. XXVII, nota IV, 7). 

En conexion con las ecuaciones integrates y el metodo variacional, 
se ocupa de problemas de contorno de las ecuaciones diferenciales en de- 
rivndas parciales el libro de Rey Pastor sobre “Los problemas lineales 
dr la Fisica” (citado en Cap. XXV, nota IV, 1). 

Junto u olios deben citarse los libros dedicados enteramente al estu- 
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dio de las ecuaciones diferenciales de la Fisica matematica, como Som- 
MERFELD (citado en Cap. XXVII, nota III, 7), y los siguientes: 

De caracter enciclopedico, con ejercicios y abundantes referencias, es: 

H. Bateman : Partial differential equations of mathematical physics 
(1^ ed., Cambridge Univ. Press, 1932; reeditado por Dover, N. York, 1944). 

En los palses de habla inglesa la obra preferida para este objeto es: 

A. G. Webster: Partial differential equations of mathematical phy¬ 
sics (Stechert, Nueva York; 2^ ed., 1933; reimpr., Dover, Nueva York, 
1955); 

muy mejorada en su version alemana por G. Szego, dando mayor preci¬ 
sion y rigor al tratamiento de sus temas: 

A. G. Webster y G. Szego: Partielle Differentialgleicliungen der ma- 
thematischen Physik (Teubner, Berlin, 1930). 

En Alemania se ha reeditado varias veces la clasica obra de: 

G. F. B. Riemann y H. Weber: Die partiellen Differ entialgreichun- 
gen der mathematisclien Physik (7^ ed., Vol. I, 1925; Vol. II, 1927), 
reestructurada finalmente por Ph. Frank y R. von Mises en la valiosa 
obra en dos nutridos volumenes: 

Ph. Frank y R. von Mises: Die Differential- und Integralgleichiin¬ 
gen der Mechanilc und Physik (2^ ed., Vol. I, Mathematischer Teil, 1930; 
Vol. II, Physikalischer Teil, 1935; Vieweg, Braunschweig). 

Breve introduction al estudio de las ecuaciones diferenciales de la 
Fisica, con la parte matematica limitada a procedimientos formales, ejem- 
plos a veces solo esbozados para ilustrar metodos y sin ejercicios es: 

L. Hopf: Einfiihrung in die Differentialgleicliungen der Physik (W. 
de Gruyter, Berlin, 1933) ; traduction inglesa de W. Nef: Introduction 
to the differential equations of physics (Dover, Nueva York, 1948). 

6. Sobre el problema de Cauchy se centra el libro preparado bajo 
contrato con el Office of Naval Research con el proposito de reunir teo- 
remas de existencia constructivos, traducibles en un esquema para calculo 
numerico, en forma de utilizarlos para la presentacion de problemas de 
manera adecuada para su resolucion con maquinas calculadoras automa- 
ticas (Cap. VII, nota II, b) : 

D. L. Bernstein : Existence theorems in partial differential equa¬ 
tions (Princeton Univ. Press, 1950). 

Una notable contribution al estudio del problema de Cauchy, tanto 
por la originalidad de la exposition como por el valor de los resultados 
nuevos que contiene, es la obra mimeografiada: 

J. Leray: Hyperbolic differential equations (Institute for Advanced 
Study, Princeton, 1953; reimpr. 1955). 

Clasico en este tema es: 

J. Hadamard: Lectures on Cauchy’s problem in linear partial diffe¬ 
rential equations (Yale Univ. Press, 1923; reproduction fotografica: 
Dover, Nueva York, 1953) ; 

con version francesa modernizada y aumentada: 

J. Hadamard: Le probleme de Cauchy et les equations aux derivees 
partielles lineaires hyperboliques (Hermann, Paris, 1932). 

Obra de investigation original con presentacion didactica y unificada 
de las integrales planas y esfericas con aplicaciones, entre otras, a la re¬ 
solucion del problema de Cauchy, es: 

F. John : Plane waves and spherical means applied to partial equa¬ 
tions (Intersc. Publ., Nueva York y Londres, 1955). 

7. Los metodos numericos de resolucion de ecuaciones diferenciales 
en derivadas parciales se estudian en las obras (citadas en Cap. XXVII, 
nota IV, 5) de Milne y sobre todo de Collatz, y para problemas de con- 
torno y valores propios en el libro de Collatz citado en Cap. XVII, nota 
V, 6. 

Destaca los metodos numericos e ilustra la teoria con numerosos 
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ejemplns tornados prmcipalmente de la Dinamica de los gases y tambien 
la Geometria diferencial y la Elasticidad, el libro excelente para in- 
r.rmrms y fisicos, cuya mayor parte se dedica a las ecuaciones de tipo 
hipcrbolico: * 

It. Sauer: Anfangswertprobleme bei partiellen Differentialgleichun- 
gon (Springer, Berlin, 1952). 

Los metodos variacionales y de diferencias finitas estan estudiados 
en: 

. N- Kryloff: Les methodes de solution approchee des problemes de 
la Physique mathematique (Mem. Sc. Math., XLIX; Gauthier-Villars, Pa¬ 
ris, 1931). 

Formulario traducido del ruso para la resolucion numerica de ecua¬ 
ciones en derivadas parciales, por el calculo de diferencias, es: 

77 hl-L’ PANOW: Formensammlung zur numerischen Behandlung partie- 
ller Differentmlgleichungen nach dem Differenzenverfahren (Akademie 
Verlag, Berlin, 1955). 


vaxjao cuesuones aemimente conectadas entre si, algunas 
tivacion en problemas de la Fisica, estan reunidas en: 

, E. Picard: Legons sur quelques types simples d’equations aux deri¬ 
vees partielles avec des applications a la Physique mathematique (Ca- 
hiers Scient., I; Gauthier-Villars, Paris, 1927, reimpr. 1950). 

Diversas contribuciones originales a la teoria de ecuaciones en deri¬ 
vadas parciales estan reunidas en el volumen de varios autores: 

. Contributions to the theory of partial differential equations (Annals 
of Math. St. n9 33; Princeton Univ. Press, 1954). 

Cuestiones de la teoria superior de ecuaciones en derivadas parciales 
i ^ e . 1 P t ! C0 se P re sentan en estilo fluido, con amplias referencias, en 
ia obra siguiente, que contiene en gran parte el fruto de investigaciones 
de los autores en los ultimos anos: 

S. Bergman y M. Schiffer: Kernel functions and elliptic differen¬ 
tial equations in mathematical physics (Academic Press, N. York, 1953). 
Hace uso sistematico de la tecnica de la funcion de Green en ecuacio- 
diferenciales de la Fisica, la obra de Morse y Feshbach (cit. en Cap. 
XAlll, nota V, 3). Despues de dos capitulos sobre espacios lineales y 
teona cspectral de operadores, trata principalmente sobre funciones de 
Green de operadores diferenciales ordinarios y en derivadas parciales, en 
forma a veces heuristica: 

B. Friedman : Principles and techniques of applied Mathematics (Wi¬ 
ley, Nueva York, 195G). v 

9. La teoria de Euler y Legendre del Calculo de variaciones, per- 
feccionada^ por Jacobi y despues por Weierstrass, esta expuesta en los 
libros clasicos: 

iono?' BoLZA: Vorlesungen iiber Variationsrechnung (Teubner, Leipzig, 

Il/Uy / y 

A. Kneser: Lehrbuch der Variationsrechnung (Vieweg, Braunsch¬ 
weig; 2^ ed., 1925). 

Primero en adoptar metodos funcionales es: 

Hadamard: Le Qons sur le calcul de variations (Hermann, Paris, 

1910), 

y persiste en ellos: 

l • Toi ? ELI 'i: Fondamenti di calcolo delle variazioni (Zanichelli, Bo- 
Ionia j £ vols., 1921, 1923), 

pero todavia no existe la obra que desarrolle esta disciplina dentro de la 
lopologia. 

Sigue la huella de Euler y Weierstrass, orientada hacia la Fisica 
la rigurosa y completa obra de: 

G. Caratheodory: Variationsrechnung und partielle Differential- 
glcichungen erster Ordnung (Teubner. Leipzig, 1935); 


vvit mv- 
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y por otra parte perfecciona la clasica variacion unilateral de la funcion, 
tomando la variacion libre o total, gracias al calculo absoluto, la obra: 

Th. de Donder: Theorie invariantive du calcul de variations (Gau- 
thier-Villars, Paris, 1935). 

La influencia de Bolza como profesor en Chicago desperto la afi- 
cion por el Calculo de variaciones en Estados Unidos, fructificando en 
las obras: 

G. A. Bliss: Calculus of variations (Univ. of Chicago Press, 1924); 
la excelente de orientacion moderna, dividida en dos partes: seis capitu- 
los sobre problemas mas simples que preceden a tres .sobre el llamado 
“problema de Bolza” del que se da el primer tratamiento completo: 

G. A. Bliss: Lectures on the calculus of variations (Univ. of Chicago 
Press, 1946) ; 

y la publication colectiva en cuatro volumenes que incluyen contribucio- 
nes originales realizadas en el periodo 1930-1941: 

Contributions to the calculus of variations (Univ. of Chicago Press). 

Para un primer estudio contienen adecuados capitulos sobre Calculo 
de variaciones los tratados franceses de ValliSe Poussin, Valiron y 
Goursat (citados en Capitulo VI, nota VI). En particular, es muy reco- 
mendable la exposition de Goursat. 

Da una adecuada introduction escrita en nivel elemental pero con 
precision el libro de orientacion moderna que contiene algunos ejemplos 
ilustrativos y no trae ejercicios: 

G. GRtiss: Variationsrechnung (Quelle y Meyer; 2^ edic., preparada 
por W. Meyer-Konig, Heidelberg, 1955). 

Un estudio limitado a la primera variacion y por tanto muy insufi- 
ciente desde el punto de vista matematico, da el libro con numerosos 
ejercicios y lleno de ejemplos de la Fisica, que en gran medida sirven de 
motivation al texto y lo hacen util para dar un panorama de las aplica- 
ciones: 

R. Weinstock: Calculus of variations, with applications to physics 
and engineering (McGraw-Hill, Nueva York, 1952). 

Prineipalmente dedicado al Calculo de variaciones, con enfoque muy 
general y orientacion moderna esta el libro reciente, sin fecha de edition: 

M. Picone: Lezioni di analisi funzionale (Tumminelli, Roma). 

Agrupa diversos resultados en gran parte de los autores, retomando 
para perfeccionar y desarrollar, cuestiones sobre extremos geometric os a 
veces antiguas, y problemas fisicos: 

G. Polya y G. Szego: Isoperimetric inequalities in mathematical 
physics (Princeton Univ. Press, 1951). 

Tratan tambien problemas extremales: 

T. Rado: On the problem of Plateau (Springer, Berlin, 1933; repr. 
fotografica, Chelsea, Nueva York, 1951), 

y el libro de orientacion moderna, escrito en el estilo agil y sugestivo 
del autor: , . . 

R. Courant: Dirichlet’s principle, conformal mapping and minima 1 
surfaces (Interscience Publ., Nueva York, 1950). 

Sobre cuestiones variacionales en la Mecanica trata: 

C. Lanczos: The variational principles of mechanics (Univ. of To¬ 
ronto Press, 1949). 

La escuela de Calculo de variaciones “en grande” tiene su biblia en: 

M. Morse: The calculus of variations in the large (Amer. Math. 
Soc., Nueva York, 1934; reimpr. 1948), 
y esta teoria esta ademas magistralmente expuesta en: 

H. Seifert y W. Threlfall: Variationschnung in Grossen (Teub- 
ner, Leipzig, 1938; reimpreso por Chelsea, Nueva York, 1948).^ 

Resumen de los estudios topologicos que llevaron a esta teoria, es: 

L. Lusternik y L. Schnirelmann : Methodes topologiques dans les 
problemes variationnels (Act. Sci. et Ind. nb 188, Hermann, Paris, 1934). 


Capitulo XXIX 

FUNCIONES ANAIJTICAS 


§ 114. CONCEPTOS FUNDAMENTALES 

1. Concepto tie funcion analitica. — a) El algoritmo de las 
series de potencias (§ 43) nos ha conducido de un modo no 
solo natural, sino obligado, a la ampliation del campo de va- 
riabilidad al piano complejo, mediante el desarrollo indefinido 
de Mac-Laurin o de Taylor ($ 44-1), pues siendo este con- 
vergente en un circulo o en todo el piano, define en el una fun¬ 
cion compleja de variable compleja, quedando asi prolongadas 
(§ 45) las funciones e x , sen z, cosz, ln(l-|-z), arctgz, las 
tres primeras para todo valor complejo de 2 y las dos ultimas 
en el circulo | z | < 1. Quedan asi generalizadas las funciones 
elementales por combinaciones aritmeticas de estas, pero al 
mismo tiempo se obtiene una familia amplisima de funciones 
definidas por series de coeficientes complejos a n cualesquiera, 
con la sola restriction a n . I < K, siendo K una cota positiva 
(§ 43-1, b,). 

Def. Las funciones f ( z ) expresables en todo un circulo de 
radio positivo finito o infinito ,por una serie entera — a) n 
se llaman analtticas .—& cu - p ,<,ct • 

Es, pues, analitica In z, aunque no es desarrollable en se¬ 
rie de potencias de 2 , pero es en cambio In z = ln[l —(1 — z)] 
desarrollable en la serie —2(1 — z) n /n, que converge en el 
circulo j 1 — z | < 1. Es claro que el punto 2 = 0 no puede 
pertenecer al circulo de convergencia, pues entonces tendria el 
logaritmo un valor finito. 

El concepto de funcion analitica es mucho mas amplio que 
cl de funcion elemental (§§ 23 y 45), por ejemplo son funcio- 
i ics analiticas las definidas en Capitulo XXVII, nota I. 

I>) Prolongacioyi analitica. — La definicion anterior hace 
depender el concepto de funcion analitica del punto a elegido; 
venmos que no es asi demostrando el teorema fundamental: 

Si f (z) es analitica, en un punto, lo es en todo punto inte¬ 
rior a su circulo de convergencia. 
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Adoptando el primero como origen, sea: 

[114-1] f (z) = ct 0 + (h z -f a 2 z 2 + ... + a n z n + ... ; 

si a es un punto interior al circulo de convergencia, es decir, 

| a | < R, y elegimos h tal que sea | a | + | h \ < R, hemos vis- 
to en § 43-5, b, la convergencia absoluta de la serie: 

f (a -j- h) = a-o + ct\ (a. + h) -f- (X 2 (& + 2 + • • • = 

= a 0 + did + a 2 a 2 + a 3 a 3 -j-... + h [cti + 2a 2 a + 3a 3 a 2 +...] + 

h 2 

+ fe 2 (a 2 + 3a3a==f(a)+fc.f'(a) + -2y + 

donde el reagrupamiento de terminos en el segundo miembro 

se justifica por el teorema fundamen- 

0 tal de las series dobles absolutamente 

convergentes (§ 81-4). 

Sea z un punto interior al circulo de 
centro a contenido en el circulo de cen- 
tro 0 y radio R, es decir, \z — a | < 
< R — | a | y llamando h = z — a (fig. 
410), como 

|a-|-ft|<|a| + |z — a-1 < R > 

Fig 410 es aplicable la conclusion anterior que 

da el desarrollo tayloriano 

[114-2] f (z) = i(a) + —(z — a) + 

+ — 2 ( -^-(z-a) a + ... 

valido al menos en todo circulo de centro a, |z — a\ < R — |«|, 
contenido en el circulo de convergencia de [114-1]. 


[114-2] 


Ejemplo. Si partiendo del desarrollo 
[114-3] (1 —z )- 1 = 1 + 2 + + ..., (|*| <1) 

se calculan las derivadas de ( 1 — z)~ x (o bien derivando la serie), resulta 
fO»)(z) = n! (1 — z)-"- 1 , 

luego para todo a inferior a 1 en modulo es: 


1 1 2 — a , (z — a) 2 

[114-4] — = + JjZZay + ■■■• 


resultado evidente (por la regia de sumacion de la sei'ie geometrica, 
§ 22 - 1 , 6 ) que nos muestra, sin embargo, un hecho importante, que es 
la ampliacion del campo de validez del desarrollo [114-3] ; en efecto, el 
campo de [114-4] es el circulo | 2 — a | < | 1 — a J interior al primero si 
a es real positivo; pero si a es negativo o imaginario, este circulo tiene 
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|iii i't(' exterior al primero. Asi en la 
figiira 411, elegido a negativo (a — 

:!) queda ampliado el campo y per- 
niile calcular los valores en los puntos 
<l« la lunula rayada, donde [114-3] 
diverge; hagase, por ejemplo, z — — 2. 

La extension del campo de va- 
riabilidad de una funcion definida 
por un desarrollo en serie de po- 
toncias por cambio de origen ele¬ 
gido dentro de aquel, se llama pro- 
longacidn analitica, y en § 115-12 
se independizara su concepto del 
metodo de los series de potencias 
al relacionarlo con el de analiti- 
cidad. 

La serie aparece asi como elemento generador de la funcidn, 
la cual puede ser multiforme, dependiendo su valor en cada 
punto del camino seguido para la prolongacion. Asi, por ejem¬ 
plo, la funcion In z esta definida (§ 45-4, a) por la serie lo- 
garitmica S(—1) 71-1 (2 — 1 ) n /n en el circulo de centro 1 y de 
radio 1, serie que da la determinacion principal Ln z (§ 45-3, 
c) ; pero mediante todas las prolongaciones posibles se obtiene 
la funcion multiforme en toda su extension (cfr. § 116-1). 

Nota. Hay series no prolongables fuera de su circulo de convergen¬ 
cia, cuya circunferencia de contorno se llama entonces frontera natural 
(§ 115-12). Tales son, por ejemplo, las que, escritas sin sus terminos nu- 
los, tienen como exponente n-simo un infinito de orden superior a n (cfr. 
§ 115-12). 

Ejemplos. (Ver § 118, ejercicio 4): 

1 +*+** + *•+ ••• z ,lS + • • • J 2 + 2= + z 4 + ... + 22” 4. ... 

(KRONECKER) (WEIERSTRASS) 

c) Metodos de Weierstrass y de Cauchy. — Esta defini- 
cion de funcion analitica, como con junto de valores obtenidos 
mediante todas las prolongaciones de una serie entera, fue la 
mlnptada por Weierstrass para edificar aritmeticamente la 

• '•"ida que Cauchy habia elaborado con metodo geometrico, 
In cual vamos a exponer sucintamente en este capitulo, no sin 
nr.regar alguna nocion sobre la idea del piano multiple de Rie- 
mann, que permite uniformar las funciones multiformes 
l I H»), viendo finalmente la equivalencia entre el metodo arit- 
m. liro de Weierstrass y el geometrico de Cauchy-Riemann. 

I'nul.o Cauchy como Riemann parten de la expresion ge- 
1 h' t• 11 1 w u (x,y)-{-iv(x,y) de una variable compleja w, fun- 

.I" otra z = x-\-iy en el sentido amplisimo de Dirichlet 

l 23 f»), para estudiar exclusivamente las que son monogenas 

• n un rccinto, o sea, en todos los puntos del mism'o, es decir 
( II I, /»), en cada punto admiten derivada finita. 
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lHIBlffiSIi 

que sea desarrollable en sene de potencias ■ •. 

2 La monogeneidad en un punto. — a) Ecuaciones ™ rc ^ e - 
risticas. — La monogeneidad o exiateneia de denvad i 
= a + ib en el punto z = x + iy equivale (§§ 80-2 y 41-1, <> 
a la condicion de que el incremento Mv en ese punto tenga la 

expresion: 

[114-5] A u + = (a-\-ib) (Ax i\y) + °( ? ) » 

o sea: 

[114-6] am = alx — bMj + o(r), Am = b±x + oAy -\ o(?), 

y reciprocamente, de estas expresiones resulta [114-5]; 
dando el significado de estos coeticientes de la expresion d 
rencial (§ 66-4) : 

a = u x = v u > ^ = — U u ~ Vx * 
resulta el siguiente criterio importante (d'Alembert, 1752) : 

a.) Condiciones necesarias y suficientes vara la 
dad en un punto son : que las funciones u, v sean W er .encna- 
bles en ese punto y en el se verifiquen las igualdades siguientes . 

[114-7] u x — v u , Vx = — 

a,) La derivada de la funcion monogena en un punto se 
puede expvesar asi : w' = f'(2).= tt»T w f 

Las ecuaciones de condicion [114-7] indican solamente que 
son iguales las derivadas segun las direcciones de los ejes x 
e y; sin embargo, se llaman ecuaciones caracteristicas porque 
si‘ estas se verifican y ademds son diferenciables uy v (ver 
eiemplos 3 y 4), existe la derivada f'(z) en el punto conside- 
rado 1 la cual se calcula derivando respecto de x, es decir, to- 
mando real el incremento Az, o sea, haciendo tender el punto 
variable hacia el punto fijo paralelamente al eje x. 

NOTA. Algunos autores llaman injustifieadamente a las [114-7] ecua¬ 
ciones de Cauchy-Riemann y otros de Euler. 

V, « En re,Hd»d CauCH* tap.nl. ademi. U cantiaald.d de la derivada, p.re Godasa, 

pr ~ s — « -—- 

cinto puede dame para funciones no anahticaa (nota IV ). 
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derivada sc obtiene derivando respecto de x, resultando la misma fun- 
i i.m c . l,o mismo que en el campo real, esta funcion satisface a la ecua- 
■ mu di I’crencial w' = w. 


2 . w — x J + iy" satisface a las ecuaciones caracteristicas: 2x — 2y, 
(i 0 , solamente en los puntos de la recta y = x, y solo en ellos es mo- 
11 • ■ i• <<im. En cada punto de dicha recta es, por tanto, conforms direpta 
( ;; 11 1 , c) la correspondence entre los pianos 2 ; y w. 

!!. La funcion w = V\xy\ (1+i) tiene nulas las cuatro derivadas 
i n el origen y satisface, por ende, a las ecuaciones caracteristicas; sin 
embargo, no es monogena en ese punto, pues. en cada direccion tiene de- 
rivada distinta. Asi, por ejemplo, la derivada es 1 en la direccion y = x, 
y lambien en la y — — ■%. Esto es debido a no ser diferenciables u ni v 
(ver § 66 , ejercicio 10 , 19). 

Compruebese que tampoco es monogena en ningtin punto del eje x ni 
del eje y, pero si en los restantes puntos del piano. 

4. La funcion 


w (z) — 


x n y _ , • 

x*-\- y 2 


, w(0) = 0 , 


tiene derivada nula en el origen, no solamente en las direcciones de los 
ejes (pues satisface a las ecuaciones caracteristicas), sino tambien en 
toda direccion. Sin embargo no es monogena en el origen. Basta fijarse, 
por ejemplo, en los caminos parabolicos y = kx*. 


b) Puntos en que existe derivada no nula. — Veamos al- 
gunas consecuencias de la monogeneidad en un punto. Ya he- 
mos visto en § 41-1, c, que si la derivada no es nula, la corres¬ 
pondence entre el piano z y el w no solamente es isogonal en 
el punto z„ sino conforme 


directa, es decir, se con- 
servan los angulos, siendo 
iguales y acordes los dos 
liaces de tangentes homo- 
logas, y ademas son pro- 
porcionales los radios vec- 
lores infinitesimos; mas 




prer.isamente: el numero 


Fig. 412. 


io'n ! ^0 es el coeficien- 


!•' de dilatacion lineal y Arg iv 0 ' es el angulo de rotacion del 


1 111 / de tangentes. 


Stiponiendo continuas las derivadas u x , u y , v x , v y , en el pun- 
1«> -Tn en el cual es w' o ^0, resulta aplicable el teorema de las 
I'linciones implicitas (§ 67-7) a las ecuaciones u (x,y) = u, 
\ (.f,//) v, que se satisfacen por el par x 0 , Vo) en efecto; su 
jacobiano es: 


= up + up = | w ' 0 I 2 > 0 , 

\ siendo conl inuas las derivadas, este determinante'se conserva 
p"Milivo en un entorno de z„, por lo que es efectivamente apli- 


U X Uy 

Vx v„ 
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nble lo dicho en § 67-7; la correspondence es biunivoca, es 
decir a cada punto w de un cierto entorno de w 0 correspond 
un puntoTo sea, existe la funcion inversa * « <p(") en un 

"por tanto, valida la regia <§ 32 - 8 ) para la derivada de 
esta funcion inversa, que es el numero 1/w 0 , resultando, por 

P U nt“n y 

Wo (cfr. § 114-6). 

las ^^^mportantes^ropiedades 0 de S caracter local, que^Ueva 

monogeneidad en cada punto de un recmto. 

La funcion i(z) se dice regular en el punto So, y 
estepunto se llama regular de la funcion, si esta es mondgena 
no solamente en el, sino en todo un entorno del mism . 

TTn arco c se dice regular resyecto de f(z), y de es ™Jr 

mo es decir en un recinto al cual es interior c - 

W concepto de regularidad se refiere, pues, a todo un en- 
torno v mientras la monogeneidad de f(z) en un domimo D 
exige’solamente la monogeneidad en cadapunto de D, i:nc u 
pn los de frontera, en cambio la regulandad en D, esto es, en 
?ndos BUS puntos, exige la monogeneidad en un recinto mis 
Sin al cual es interior D. Para los recintos abiertos, es de- 
cir, P formados por puntos interiors, ambos conceptos de mono¬ 
geneidad y regularidad coinciden. 

ningun punto. . . _ 

2. La funcion In* es regular en el recinto y en los donunios 

\z \ >r>0. 

Siuyi; tienen derivadas segundas continuas, derivanjto 
las ecuaciones caracteristicas [114-7] respecto de », V, resulta 
que en todo punto regular se vermca . 

s :t iz: 

la aplicacion del teorema de S Heffteb _ YOUNG (§ 69-2, teor. 4). Basta aun que 

cuat.ro derivadas pruneras Begu" ' exiatan Bean iguales laa derivadaB segundas 

rtviutn el 2V mSembro de 160-4 1 para que ^ 

SSi (F. 1 iliOliWNTU G 0 NUUKZ.GAU.AMA, EucHdes, !5. pp. 269-264. 1956). 
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[114-8] U XX J rUyy = 0 , v xx + Vyy = 0 . 

Las funciones u (x,y), v(x,y) que satisfacen a esta ecua- 
cioii de d’Alembert (§ 91-6, nota) se llaman armonicas, y re- 
miII a este teorema importante: 

Las componentes de una funcion regular, con derivadas se- 
!/undos continuas, son armonicas (d’Alembert, 1761). 

Reciprocamente, segun § 89-1: Dada cualquier funcion ar¬ 
ia (mica u, existe la funcion v, llamada conjugada de u, que for¬ 
ma con ella la funcion regular u-\-iv, y esta determinada sal¬ 
vo un sumando constante. Esta funcion v conjugada de w (o 
bien la u conjugada de — v) se determina, como alii se vio, 
por dos cuadraturas, o se expresa mediante la integral curvi- 
linea v = f u x d y — u v da) + C. 

La teorla de las funciones armonicas, de gran interes en 
Fisica, es, por tanto, inseparable de las funciones monogenas. 
El caso de tres variables exige, en cambio, estudio indepen- 
diente, que fue hecho por Laplace (ver § 91-6, nota). 


Notas : 1. Si w = u + iv es regular, como la funcion armonica con¬ 
jugada de la v(x,y) es la — u (x,y), entonces v—iu es tambien regu¬ 
lar; en cambio v •+■ iu no podra serlo si no se reduce a una constante. 

2. La solucion general de [114-8] sera u— :<p(x iy)+ <Sr (.x — iy) 
que tiene por conjugada v — [cp (x-\-iy) — <I >(x — iy)]H, con (p y ^ fun¬ 
ciones doblemente diferenciables (cfr. § 112-1, ej. 5). Res ulta entonces, 
f (z) = 2cp(z), con valor imaginario conjugado (§ 9-4, d): f (z) = 2<fr(z). 

3. Si la funcion u = u(x,y) es armonica y si z = x + iy es funcion 
regular de f = £ -f iy, entonces u es funcion armonica de ? y n. Por ser 
u(x,y) = lne u = ln | e" | (§ 45-3, c), vemos que toda funcion^ armonica 
puede considerarse como ei logaritmo del modulo de una funcion regular 
nunca nula. 

4. Para hacer visible la correspondencia w — t(z) 6 u-\-iv = 
= i(x-\-iy) suelen representarse en el piano (x, y) los haces de curvas: 

[114-9] u (*, i/) = c ; v {x, y) = d. 

Tambien suele representarse en el piano ( u,v ) el reticulado de las 
linea-s correspondientes a las rectas x = c, y = d, dadas en forma para- 
metrica por 


[114-10] 


u = u (c,y) 
v = v(c, y) 


u — u(x, d) 
v — v(x, d). 


Ejemplo 3. Para w =: z 2 = (x iy) 2 se tiene 
u = x 2 — y 2 , v = 2 xy , 

de modo que el reticulado [114-9] esta formado por dos haces (ortogo- 
nales) de hiperbolas equilateras. 

Por otra parte, al haz x = c corresponde el haz u = c 2 — y 2 , v — 2cy, 
formado por parabolas, como se ve eliminando el parametro y: 

[114-11] v 2 = 4c 2 (c 2 — u ). 

Anfilogamcnte, al haz y = c corresponde el haz de parabolas 
[114-12] v* = 4e 2 (c a + it). 
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El parametro de las parabolas [114-11] y [114-12] es p = ± 2c 2 , y 
como la abscisa del vertice es precisamente ± c 2 , resulta que todas tie- 
nen el origen 0 como foco, es decir, son homofocales. 

Nota 5. Si to = i(z) es regular en una region D, los haces [114-9] 
son mutuamente ortogonales en D, pues de [114-7] resulta 

[114-13] u t v t -f- UvVy — 0. 

Por tanto: Si una funcion armonica v es conjugada de otra u (y en- 
tonces u conjugada de — v ), en los campos vectoriales grad u, grad v, 
las lineas equipotenciales (§ 91-4, nota 5) de cada uno son lineas de cam- 
po (§ 91-2) del otro. 


4. Funcion homografica. — a) Una correspondence con- 
forme conserva las circunferencias infinitesimas. Ahora estu- 
diaremos funciones cuyas transformaciones conservan las cir- 
cunferencias finitas. Anulando una forma bilineal en z, w: 

aziu + ftz + yw + 8 = 0 , 

se -define en forma implicita la funcion homografica w = w (z), 
cuya forma explicita es (poniendo —p = a, —8 = b, a = c, 
y = d): 


1114-14] 


w 


az + b 
cz + d 


El determinants o modulo de la transformacion [114-14], 
A = ad — be, debe ser no nulo, pues si A = 0, o bien iv = cons- 
tante (por ser proporcionales las filas del determinante A), o 
bien el segundo miembro de [114-14] carece de sentido (si 
c — d = 0). 

Es inmediato verificar que toda transformacion homogra¬ 
fica conserva las razones dobles (§ 9, ejercicio 3), es decir, si 
Wi = f (zO (i = 1, 2, 3, 4) es (w u w 2 , w 3 , w 4 ) = (z u z 2 , z 3 , z 4 ). 
Entonces la transformacion queda determinada por tres pares 
de puntos correspondientes, por: 

(w lf W2,Wa,w) = (Zx,Z 2 ,Z 3 ,z) . 


Se obtiene por division 


a A/c 2 

“ c. z + (d/c) 


de modo que la transformacion [114-14] se descompone en las 
transformaciones sucesivas 


s +- = f . 


A a . 

—~ u — v , -h v = io , 

c 2 c 


cuyo significado estudiaremos suponiendo superpuestos los pia¬ 
nos complejos z, t, u, v, iv. 

a^ La primera y la ultima representan traslaciones; 
a 2 ) La segunda representa una inversion o transformacion 
por radios vectores reciprocos con respecto a la circunferencia 
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unidad, seguida de una simetria con respecto al eje real, pues 
si t = rc+ es u = 1/t — (1/r) e ~^; 

a 3 ) La tercera representa, si — a/c 2 = Q6*>, (q >0), una 
rotacion en un angulo cp alrededor del origen, seguida de una 
homotecia de razon q con respecto al origen. 

b) Entonces la transformacion homografica [114-14] se 
descompone en la realizacion sucesiva de movimientos, homo¬ 
tecia, inversion y simetria. Como estas transformaciones con¬ 
servan la familia de todas las circunferencias del piano ( inclu- 
yendo las rectos como circunferencias de radio infinito) , lo 
mismo ocurre con la transformacion [114-14]. 

En efecto, para a x y a :l es inmediato y para la inversion a< la trans- 
formada de la circunferencia | t — t 0 \ = r es | (u — iu>) la | = r | u 0 1, que 
tambien representa una circunferencia (§ 9, ejercicio 8, 2^). Por otra 
parte, como una homografia [114-14] queda caracterizada por la conser- 
vacion de la razon doble: (z x , z a , z„, z) = (w u w a , w a , w) , si uno de estos 
dos miembros es real, tambien lo sera el otro, y esta es condicion para que 
los cuatro puntos estan en una misma circunferencia (§ 9, ejercicio 3). 

EJEMPLO. Para transformar en el circulo de radio 1 el semipiano 
x < 1, basta fijar sobre los contornos tres pares de puntos correspondien¬ 
tes, resolviendo las tres ecuaciones a que deben satisfacer los coeficientes 
a. b, c, d, las cuales determinan estos, o mejor dicho las razones de tres 
de ellos al cuarto. 

Este problem a no tiene tanto interes como el siguiente: transformar 
el semipiano en circulo de modo que se correspondan dos puntos interiores 
y dos puntos de contorno. Sean los origenes z — 0, w = 0 los puntos in¬ 
teriores homologos, y los puntos de contornos los z — 1, w = 1. Al eje x, 
recta que r>asa por 0 y rs pernendicular al contorno del semipiano, debe 
corresponder la recta o circunferencia que pasa por 0 y sea perpendicular 
al contorno del circulo, es decir, debe ser precisamente el eje real u; al 
punto del infinito (cfr. § 114-5) del piano 2 debe corresponder, por tanto, 
el punto w = — 1. Tenemos, pues, tres pares de puntos homologos: 

2 = 0 , 2 = 1 , 2=C0 

tv = 0 , to = 1 , w = — 1 

La primera condicion exige que sea 5 = 0; la tercera exige a = — c, 

pudiendo tomarse a = 1, e = — 1; la segunda determina rZ = 2; por con- 

siguiente, la funcion que transforma el semipiano en el circulo de radio 
1 es: 

W = zl ( 2- 2 ). 
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5. Plano complejo y esfera de Riemann. — Hemos visto que 
la inversion w = 1/z transforma el entorno reducido 0 < \z\ < s 
en \w\ > 1/s, parte exterior a un circulo del piano complejo 
de radio arbitrario, que llamaremos entorno del punto del infir 
nito. Tambien hemos visto en el estudio de la funcion homo- 
grafica (§ 114-4) que las rectas son mero caso particular de 
circunferencias “que pasan por el punto del infinite z = oo” y 
al tratar de limites en el campo complejo (§ 22) y de la con¬ 
tinuidad de las raices de una ecuacion algebraica (§§ 18-2 y 
41-2, d) ya hemos tratado el infinito como un “punto”. Mas, 
aun, esta conception del infinito en el piano complejo se justi- 
fica por la generalization de las propiedades fundamentales de 
las funciones analiticas que veremos en §§ 117-4 y 118-4. 

Tambien sera comodo considerar que f(z) es continua en 
el punto z = co cuando tiene limite al crecer infinitamente \z\, 
cualquiera que sea su argumento, de igual modo que se define 
el limite para z = 0 al tender \z\ -» 0 en cualquier direccion. 
Este convenio de considerar todas esas direcciones como con- 
currentes en un punto unico parece contradecir los convenios 
usuales en Geometria metrica; y es mas necesaria todavia al- 
guna explication para los lectores acostumbrados al convenio 
usual en Geometria proyectiva, de considerar todas esas direc¬ 
ciones como formando una recta. 

Para considerar el infinito como un punto z = oo (llamado 
tambien impropio) se concibe el piano complejo como plano- 
esfera (Riemann-Neumann) (fig. 414) mediante una pro¬ 
yeccion estereogrdfica so- 
bre una esfera de diame- 
tro unidad, tangente al pia¬ 
no en el punto cero, polo 
sur O de la esfera. Si des- 
de el polo norte N proyec- 
tamos los puntos del piano 
sobre la esfera, al punto 0 
corresponde el mismo pun¬ 
to, al punto P (x,y) del 
piano corresponde sobre la 
esfera el P'(£, *n, C) ali- 
neado con N(0, 0,1), cum- 
pliendose NP . NP' = 1. 

Fig. 4i4. Elio define una inversion 

de centro N y potencia 1 
que transforma el piano en la esfera, estableciendo una corres- 
pondencia biunivoca (§ 2-8), homociclica (conserva las circun¬ 
ferencias) e isogonal (conserva los angulos). A las circunfe¬ 
rencias de la esfera que pasan por el polo N corresponden en el 
piano rectas, es decir, circunferencias de diametro infinito. 
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Analiticamente, por semejanza de triangulos, es inmediato formular 



en que se cumple, + — 1) = 0, por estar P'(£, n,S) sobre 1a 

esfera. De ahi se deduce la correspondence inversa 

x'- -\-y 2 + 1 ’ 11 “ x a + y 2 + 1 ’ S “ x* + y*+l ‘ 

Notas: ] En la proyeccion central aparece una recta excepcional 
(linea de fuga) que no corresponde a ninguna linea proyectada; y dos 
rectas sin punto comun, dan proyecciones con un punto comun situado 
en dicha linea de fuga; de ahi la introduccion de los conceptos de recta 
del infinito y punto del infinito, usados en Geometria proyectiva para 
alcanzar la maxima generalidad. 

En cambio, en la proyeccion estereografica, dos rectas cualesquiera, 
con un solo punto de intersection, dan proyecciones con dos puntos co- 
munes (uno el polo N). Al proyectar un punto que se aleja indefinida- 
mente en cualquier direccion, la proyeccion tiende hacia el punto N. 
Para .suprimir estas excepciones, diremos que N es la proyeccion del 
■punto del infinito del piano. 

2. Lo que hemos llamado entorno del infinito viene representado por 
el casquete esferico de centro N y este punto N se tomara como repre- 
sentacion en la esfera del infinito del piano. La idea de proximidad ligada 
al concepto de entorno se aplica en forma metrica al punto infinito de- 
finiendo con Ostrowski la distancia esferica entre dos puntos Pi y P 3 
por la de sus imagenes P'i y P' 2 en la esfera, contada ya sobre el menor 
arco de circunfrencia maxima que los une, ya sobre la cuerda de dicho 
arco. En este ultimo caso, dicha distancia esferica d entre los puntos 
Zi y viene dada por 

d _| Zi —Za |_ 

vrra^Mi M 2 +1) ' 

que pai’a z s =<x> se convierte en el numcro 1/ Vj Zi j a -f 1 . 

Dos puntos “infinitamente proximos” en el piano lo son en la esfera, 
con la ventaja de que los conceptos, como el de continuidad (§ 41-1, a 2 ) 
que dependen del de proximidad, podran ser aplicados al punto impropio 
y asi podremos hablar en el de una continuidad esferica. 

Claro es que una variable puede crecer indefinidamente con 
argumentos diversos, lo mismo que un punto puede tender al 
origen en diversas direcciones; pero asi como introdujimos el 
valor unico 0 para designar este, introduciremos el simbolo 
unico oo para representar aquel, y diremos que una funcion 
f (z) es regular en el punto del infinito cuando sea regular en 
0 la funcion f(l/£) que resulta de efectuar la sustitucion 
z = 1/C, que transforma este en aquel y viceversa, como vere¬ 
mos con mayor precision en § 117. 

6. Teorema del modulo maximo y consecuencias. — Si f(^) 
es regular en el dominio D, su modulo -\/u 2J rv 2 es funcion 
continua de u, v, y tambien, por tanto, de x, y ; luego, por el 
teorema de Bolzano-Weierstrass existe un punto al menos 
z 0 donde alcanza | f («) | su maximo. Tal punto z 0 no puede ser 
interior a I), como hemos visto en § 114-2, b, cuando la deri- 
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vada no es nula. Mas general: si f (z) es monogena en un eri- 
torno de z 0 , donde es continua, basta observar que el estudio 
hecho en § 83-4 vale en este caso adoptando dicho punto conio 
vertice del reticulado triangular y los elementos transforma- 
dos, todos de sentido positivo por ser en ellos el jacobiano J>0, 
forman un recinto que contiene al punto w 0 :!! . El caso en que 
hava infinitos puntos donde sea J = 0, es decir, infinitos ceros 
de f'(z), es imposible, como veremos (§ 115-11). 

He aqui, pues, una propiedad fundamental de las funciones 
regulares: a cada punto interior corresponde un punto interior. 
Consecuencia: Si la funcion f (z), no constante, es monogena 
en el entorno de z () y continua en z 0 , en cada entorno de Zo 
existen puntos donde es |f(*)| > |f(« 0 )j; v si es f(z„)=£0, 
existen tambien puntos en que es ■ f( 2 )j < | f(z„) . 

Por tanto: en ningun punto interior puede alcanzcir fO)| 
el extremo superior de sus valor es en el recinto; tampoco el 
extremo inferior, salvo cuando este es cero. 

Como corolario resulta el teorema fundamental del Algebra (§ 18-1) : 
Toda . ecuacion algebraica f(z)=0 tiene al menos una raiz. Sea to el ex¬ 
tremo inferior de |f(z)| en todo el piano; como |f(z)| —* 00 para 
z—> co, tomando un circulo de radio suficiente R para que sea i f(z)| > 
> m 1 en todo z de modulo | z | > R, ese minimo m debe alcanzarlo 
| f(z)| en agun punto z» dentro del circulo y esto exige que | f (ac>)! = 0 , 
o sea f (z u ) = 0 . 

7. El lema de Schwarz y sus aplicaciones. — Si f (z) cs regular en 
el circulo \z \ < 1 siendo en el |f(z)| < 1 y ademds f(0)= 0 , se veri- 
fica en todo punto interior | f(z)| < | z |, valicndo el signo =, nolo en el 

caso en que f (z) representa una rotacion, es decir: f (z)=ze° l (Schwarz, 
18!)G). 

Puesto que f(z) es monogena en el origen cxiste 

f Cs! 

f'( 0 ) = lim ' = a. 

z->0 ^ 

La funcion f (z)/z = <p(z) cs monogena en los puntos z 4= 0 [su de- 
rivada se puede calcular por la regia del cociente (§ 41-1, 6 )], y en el 
punto z = 0 es continua, con el verdadero valor cp(0) = a. Pis, por tanto, 
aplicable el teorema del maximo modulo, que sera alcanzado en la cir- 
cunferencia; y como en ella es |ip(z)| < 1 , debe verificarse en todo 
punto interior | cp(z) | < 1 , o sea > f (z) | < | z | **. 

El unico caso en que puede ser |f(z)| = |z| es cuando sea rp(z) = 
= constante, de modulo 1 , es decir, cuando sea f (z)=z.i, donde | ). | = 1 
(rotacion). 

Basta, pues, que un solo punto de la circunferencia | z | = 1 tenga 
su homologo con menor modulo, para que todos los del circulo \ z | <1 

* Postulamos estas nociones intuitivas como ei-a costumbi-e en los tratados clasicos. 
Modernamente se ha comenzado a anteponer la teoria rigurosa de los dificiles problemas 
tcpologicos que tales intuiciones encierran. 

Aunque el teorema del modulo maximo result'ara como corolario sencillo de la teoria 
de la integral, responde a una orientacion moderna el destacarlo como un hecho neta- 
mente topologico primario, independiente de toda teoria de integracion. 

** El lema subsiste si f(z) esta definida solamente en el interior '| z | < 1. pues el 
extremo superior M ^ 1 no puede alcanzarlo en un punto interior, como ya vimos. y 
por fanto: | f (z) | < | z |. 
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tdngan igual propiedad. Este lema, de frecuente uso en Analisis, revela 
la] solidaridad entre todos los valores de la funcion monogena, al con- 
tr^rio de lo que sucede en el campo real. Puede darse aspecto mas ge¬ 
neral al lema: Si f (z) es regular en el circulo \ z | < R, nula en el 
origen y menor que K en todos sus puntos, es en cada punto interior 
|f[z)| <(K/R)|z |. 

Basta, en efecto, dividir z por R y w por K, es decir, introducir una 
funcion g definida por f(z)/K = g(z/R), para reducirlo al anterior apli- 
cado a g. 

a) He aqui una consecuencia importante, llamada comunmente teo¬ 
rema de Liouville: 

Si f(z) es regular en todo el piano y acotada en el, es constante 
(Cauchy, 1844). Pues si es |f(z)|<K y f(0) = 0, en virtud de la 
desigualdad anterior, en cada punto z se verifica: | f (z) | < (K/R) | z |, 
y como R se puede tomar arbitrariamente grande es f(z)= 0 para todo z. 
Si f(0) no es nulo, resulta f(z) — f(0)=0, o sea: f(z) = f(0). 

b) Si f(z) es regular en todo el piano y continua en el punto z—c o 

(cs decir, si para z —> co tiene limite finito L), es constante en todo el 
piano. Pues en un entorno del punto so (§ 114-5) se conserva |f(z)|< 
< L-f 1 y, por la continuidad, esta acotada en el circulo', luego es apli¬ 
cable el teorema de Liouville. 

No cabe, pues, la regularidad en todo el piano si no hay singulari- 

dad en el infinito; es decir: toda funcion monogena tiene alguna singu- 

laridad propia o impropia, y son precisamente estos puntos excepcionales, 
como veremos, los que caracterizan la funcion (§ 118-4). 


Ejercicios 

1. Probar que si una funcion analitica tiene parte real constante, o 
modulo constante, se reduce ella misma a una constante. 

2. Utilizando las ecuaciones caracteristicas de monogeneidad 
(§ 114-2, a), probar que si f(z) y g(z) son monogenas en z = z 0 , lo son 
f(z).g(z), f[g(z)], y tambien f(z)/g(z) si g(z o )^0. 

3. Probar que en un recinto de regularidad de f(z) es: 

a) A | f (^) | 2 = 4 | f' (z) | 2 , siendo A -- 3-/dx" -f 3"/ dy"; 

b) Si f'(z)-^0, Ain | f'(z)| = 0. 

4. Demostrar que en la correspondencia biunivoca estudiada en 
§ 114-2, b, entre los valores de z y iv proximos a z n y w 0 no puede co- 
rresponder un entorno circular a un entorno circular, excepto en el caso 
en que la funcion sea lineal del tipo w = w 0 -\-a(z — z«), la cual repre¬ 
senta una semejanza. 

5. 1*?) Probar que la ecuacion 

(b) 2pzz + |3z-(-Pz-|-2(/ = 0, 

con p y q reales, representa una circunferencia, real si flp>4 pq, re- 
duciendose a una recta si adernas p = 0; 2'-’) Con ello, probar analitica- 
mente el teorema de § 114-4, b. 

6 . Probar que una transformacion homografica hace corresponder a 
dos puntos inversos [simetricos] con respecto a una circunferencia [rec¬ 
ta], dos puntos inversos [simetricos] respecto de la circunferencia [recta] 
correspondiente (ejercicio 5). 

7. lb) Probar, utilizando el ejercicio 6, que las transformaciones ho- 
mograficas que transforman el circulo | z j < 1 en el circulo 1 w | < 1 
de mode que a z = a corresponda w = 0, son w = e<0(z — a)/ (a z — 1) ; 
2 b) Las transformaciones w = Uei0(z — a) / (a z —R") tienon modulo no 
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nulo si | a \ ■=£■ R y transforman la circunferencia | z | = R en la circon- 
ferencia | w | = 1 , con correspondencia de interiores si y solo si | a | <( 1 . 

8 . Las transformaciones homograficas que transforman el semipiano 
l(z )>0 en el circulo unidad | w | < 1 de modo que a z = a, [l(a)> 0 ], 
corresponda w= 0 , son w = eW(z — a) / (z— a). 

9. 19) Una transformacion homografica se llama real si transfor¬ 
ma todo numero real en un numero real. Probar que en tal caso, previa 
eventual reduccion, los coeficientes de la transformacion son reales. 29 ) Si 
a, b, c, d son reales, la transformacion [114-14], entonces real por 19, 
transforma el semipiano I (z) > 0 en el semipiano l(w )>0 si el modulo 
A — ad — be es positivo. 

10. a) En la transformacion homografica w = f(z) definida por 
(zi, Za, z 3 , z) = (wi,wt, wa, w) es Wi = f(z,), (i= 1,2,3; z t =£ z»=£ z,=/~ z i} 
Wi 7 ^ Wi Wa Wi), y se corresponden las regiones planas situadas “a 
un mismo lado” de las circunferencias (0 rectas) orientadas correspon- 
dientes z x z--z*, WxWaWa ; b) Hallar la transformacion homografica que a 
z x — 1 , z 2 = i, z a = —1 hace corresponder wx — 0 , w a =l, w a = <*> respec- 
tivamente, y observar que debe transformar el circulo | z | < 1 en el se¬ 
mipiano superior l(w)> 0 . 

11. Probar que en la transformacion homografica [114-14], de mo¬ 
dulo A, la circunferencia | cz + d | = | 1/VA I es el lugar geometrico de 
los puntos en cuyos respectivos entornos infinitesimos las longitudes y las 
areas son invariantes en la transformacion, y que estas longitudes y 
areas son aumentadas (disminuidas) en los puntos interiores (exteriores) 
del correspondiente circulo. 

12. Llamando puntos dobles de la transformacion homografica 
w = f (z) = (az + b) / (cz -f d) aquellos para los cuales es f (z)=z, pro¬ 
bar que: 19) Hay dos puntos dobles z,, z 2 , distintos o coincidentes; 29) Si 
Zi^Za es (w — Zi) / (w — Za) — Jc{z — Zx) / (z — z s ) o bien w — z, = 
— k(z — Zx) segun sean Zx y z 2 propios, 0 bien z 2 = 00 , debiendo ser k^= 0 
y 7^1 para que la transformacion sea no degenera da y no identica; 
39) Si Zx # Zn, mediante una misma transformacion homografica Z = tp(z), 
W=(p(w), se lleva w=f(z) a la forma canonica W =/cZ que repre- 
senta una rotacidn si k=eW ( 7 ^ 1 ) (transformacion eliptica) , una homo- 
tecia si k > 0 (t^I) (transformacion hiperbolica) 0 un producto de am- 
bas en los demas casos (k = re'0, r > 0 , r^= 1 , e^^l; transformacion 
loxodrdmica) ; 49) Si z x = z 2 , mediante una misma transformacion homo¬ 
grafica Z = 'p(z), W = ^/-(w) que lleve este punto al infinito, se lleva 
w = f(z) a la forma canonica W = Z + h (tra station). 

13. Probar que para que la transformacion general del piano 

(°°) £ = OxxX -f Ox 2 y 4 - a,o , p = a^x -f a~>y a- M 

conserve las distancias, es necesario y suficiente que etn 2 + (fei 2 = 1 , 
Oaf + a 2 a 2 = 1, Oxxaxx -f anam = 0. Probar que en tal caso la transforma¬ 
cion es: o un movimiento, o el producto de una simetria respecto del eje x 
y un movimiento. 

14. Utilizando el ejercicio 13, probar que toda transformacion homo¬ 
grafica que conserve la distancia entre puntos, es un movimiento, 0 el 
producto de una simetria respecto del eje x y un movimiento. 

15. Verificar que las transformaciones loxodromicas (ejercicio 12) 
con puntos dobles comunes z 2 , forman un grupo abeliano (§ 5-12, b ), y 
lo mismo las transformaciones parabolicas con el mismo punto doble. 

3 6 . Probar quo si el “ecuador” de la esfora comploju corrcsponde a 
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la circunferencia unidad, la transformacion w—l/z corresponde a una 
rotacidn de 180° de la esfera alrededor del diametro paralelo al eje real. 

17. _ Del ejercicio 16 y de la descomposicion de una transformacion 
homografica dada en § 114-4, deducir que una funcion homografica trans¬ 
forma toda la esfera compleja en toda la esfera compleja, biunivoca y 
conformemente. 

18. Demostrar el teorema fundamental del Algebra aplicando el teo- 
rema de § 114-7, b, a la funcion 1/P(z), siendo P(z) un polinomio. 


§ 115. INTEGRACION EN EL CAMPO COMPLEJO Y APLICACIONES 


1. Integral curvilinea de una funcion regular. — Hemos 11a- 
mado (§ 88-1) curva elemental a un arco con tangente conti- 
nua (es decir, definido por dos funciones x(t), y (t) que tie- 
nen primera derivada continua) 0 bien se compone de numero 
linito de tales arcos, conservandose acotadas dichas derivadas 
si estan definidas en un intervalo abierto del parametro. 

Para satisfacer al principio de permanencia de las leyes for- 
inales, el significado que debe darse a la integral de f( 2 ) = 
w{x,y)-\-iv(x, y) sobre un arco elemental abierto o cerrado 
<tl> (que son los considerados en lo sucesivo), es este: 

1115-1] C f(z)dz = [ (u + iv) (do: -f i dy) = 

dab dab 



u dx — v &y + i 


v d# + u Ay , 


inttwales curvilineas cuyo significado ha sido estudiado en 
S’ HK. Los arcos que habremos de utilizar en lo sucesivo se 
com ponen de segmentos rectilineos y arcos de circunferencia, 
fiendo, por tanto, sobradamente general la teoria de la integral 
tiobi'o arcos elementales; pero bueno es saber que puede exten- 
derse a todos los arcos rectificables (§ 88-1, b, y nota 5), y 
mm a curvas continuas mas generales *. 


Propiedades fundamentals de las primitivas e integrales. 

Vnmos a suponer que las derivadas u xt u y , v x , v y , no sola- 
11 m• 11 1 <* satisfacen a las ecuaciones caracteristicas [114-7] en el 
rrcinto G, sino que son continuas en el. La monogeneidad en 
im iveinto lleva consigo la continuidad de las derivadas, como 
dcniostro Goursat (nota III). 

«) Apliquemos los teoremas demostrados en § 89 a las dos 
iiilepr.'ilcM curvilineas que componen la integral [115-1]. Pues- 
lo quo so cumple la igualdad de derivadas cruzadas, para la 


• I'm min »1ol>lt> rn7.6n ilo Bcr miiB que auficlcntes las curvnB elomentnlcs y no ser 

Im '' . . ... Inn nvlIfloalileB, no ImimmuB rn /‘hUim la teoria, como es coHtumbre en 

l "" I 1111 mil .. 1 cii 11 m ile fiinoloncH uiiulitleBB, y mil loKrnmoa abi'eviar y Blmplificar no- 

Inlili'iiiunlu In • 1 iiimli'lim. 
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existencia de primitivas del par u, —v y del v, u, igualdades 
que son precisamente las ecuaciones caracteristicas [114-7], 
resulta: 

Si f (z)= u-\-iv es regular en un recinto G ( simple o mul¬ 
tiplemente conexo ), admite una primitiva F(z) = U -MV cuyas 
componentes U y V estdn definidas por las condiciones : 

[115-2] U, = V v = u , Vf = — U, = v , 

la cual es, por tanto, regular en G y satisface a la condicion 
F'(z) = f (z). Si el recinto es simplemento conexo, es F (z) uni¬ 
forme en el (§ 89-1) ; pero si es multiplemente conexo, puede 
ser multiforme (§ 89-2, notas). En ambos casos, cualquier otra 
primitiva difiere de F (z) en un sumando constante. 

Si f(z) es una funcion elemental formada mediante opera- 
ciones aritmeticas con la variable z, la primitiva se obtiene con 
las mismas reglas y artificios explicados para el campo real 
(Cap. XIV) ; y si f (z) viene dada por sus componentes, basta 
integrar las ecuaciones [115-2], como ya se explico en § 89-1, 
nota 1. 


EJEmplo. La primitiva de z n es z' l+ 1 /(u-f 1) ; la primitiva de Us 
es la funcion multiforme Ins:; todas las demas primitivas se deducen de 
estas suman doles una constante arbitraria (§ 45-3, c). 

En cambio, dada to — x 3 — Bxy 3 -f i (3* a y — y 3 ) , el sistema de ecua¬ 
ciones es: 

U, = V„ = x n — 3 xy s , V., = — U„ = 3ar y — y 3 . 

y resulta la primitiva J(.r* — 6 a ; 2 y 1 + y*) + i(x 3 y — xy 3 ) . Claramente se 
ve que la funcion dada es z 3 y su primitiva podia haberse calculado por 
la regia de la potencia. 


b) Recordando la expresion dada en § 89-1 para la primi¬ 
tiva de un par mediante una integral curvilinea segun el ca- 
mino fijo formado por paralelas a los ejes, tambien F(z) se 
puede expresar asi; pero por § 89-2, teorema 1, resulta que el 
valor de la integral es la diferencia de valores de la primitiva 
en ambos extremos, es decir: 

Si f ( z) es regular en un recinto simplemente conexo y, por 
tanto, tiene primitiva uniforme, la integral definida entre dos 
puntos es la diferencia de valores de la primitiva, cualquiera 
que sea el camino entre estos extremos. Subsiste, pues, la regia 
de Barrow (§ 50-2) (Gauss, 1811): 


[115-3] 


f*f(z)dz = F (z) 

z.. 


F(z 0 ). 


Queda asi resuelto el problema de calcular la integral defi¬ 
nida de una funcion f(z) entre dos puntos cualesquiera del re¬ 
cinto en que f(z) es regular, cuando este recinto es simple¬ 
mente conexo, y se conoce una funcion primitiva cualquiera, 
obtenida por los metodos usuales del Calculo. En tal caso es 
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uniforme esta luncion y la formula [115-3] no ofrece ambi- 
giiedad. 

c) Queda asi justificada la misma notacion que para varia¬ 
ble real. En particular, si los extremos coinciclen, resulta como 
corolario de la regia de Barrow el importante teorema de Cau¬ 
chy (1825) : 

La integral de f (z) sobre un circuito cualquiera del campo 
de regularidad simplemente conexo es nula : 


[115-4] 


f(z)dz = 0. 


Es este el llamado teorema fundamental en la teoria de la 
integral, pero en realidad no lo es mas que la regia de Barrow, 
que lo comprende como caso particular *. 


Notas: 1. En nota III se da una demostracion del teorema de Cau¬ 
chy, debida a Goursat, que no obliga a suponer la continuidad de la 
derivada. 

2. Si R es el recinto simplemente conexo, limitado por la curva rec- 
tificable simple y cerrada C, considerando en R otros contornos C' que se 
aproximan a C, es posible demostrar [115-4] (y por tanto sus consecuen- 
cias como [115-17]), con la sola hipotesis de que f(z) sea regular en R 
y continua en R + C. Esta ampliacion es muy importante en la teoria 
del potencial (nota VI, c). 

d) Finalmente, el teorema reciproco de § 89-2 (ver nota 3) 
conduce a este resultado, tambien importante, llamado teorema 
de Morera (1886), aunque el le did menor alcance**: 

Si la integral de la funcion uniforme i(z) sobre todo con- 
tomo rectangular de lados paralelos a los ejes, contenidos en 
cl recinto simple o midtiplemente conexo G, es nula, es f (z) 
regular en G. 

3. Caso de recinto multiplemente conexo. — Hay funciones 
uniformes f(z) que son regulares en un dominio multiple- 
monte conexo, pero no pueden ampliarse al dominio que se de¬ 
duce al suprimir los contornos interiores, es decir, no es posi- 
ble prolongar la funcion al interior de esos contornos conser- 
vando la monogeneidad. 

Ejemplo. La funcion In z es regular en la corona r < | z 1 < R que 
puede ampliarse haciendo crecer R y decrecer r, pero no es posible su¬ 
primir esta circunferencia, pues dentro esta el punto z — 0, donde cesa 
In regularidad. Y no se crea que sera posible modificar de algun modo 


• Nnturnlmcnte <le 6ste resulta la independencia del camino y puede deducirse la 
m. In ili- 11 Aiiiui iv, pero npoyandoBe en el teorema fundamental del Ciilculo inteural (§ 35-3). 

•• I'll tVnronM de MoilBItA 08 exnctamente el reciproco del teorema fundamental de 
' • • • mi. en decir, oxIko la anulacldn de la integral en todo circ.uito\ pero vemoa que 
i n ii. niipimi'i'ln en todim 1 cm contornon rectnnifUlareH de ladoa pnraloloH a los ejes. Ade- 

. el lisiieinn de Cmioiiv h 61 o <m elerto para reelntos ulmplornente conexos, mlentriw 

MU. .1 . . Mil lie MoilBIlA puede extfndorse *• Ioh rmiltlplemenle conexos. 
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los valores de i(z) como cabe hacerlo en el campo real, pues la c °ndi- 
cion de monogeneidad determina (§ 115-12), de modo unico, su posible 
prolongacion. 

Interesa, pues, el estudio de las integrales sobre recintos 
multiplemente conexos, demostrandose: 

Si una funcion es uniforme y regular en un recinto multi¬ 
plemente conexo, su integral a lo largo del contorno exterior 

es la suma de las m- 

_ tegraies a lo largo de 

_ los contornos interio- 

F/\. ' rrr X res en sentido posi- 

/ \ tivo. 


-gA 


Fig. 416. 


te conexo asi obtenido, y resulta (fig. 416): 


Si suponemos, para 
fijar las ideas, un recin¬ 
to triplemente conexo, y 
unimos los contornos in- 
teriores con el contorno 
exterior mediante arcos 
de curvas o poligonales, 
podemos aplicar el teore- 
ma de Cauchy (§ 115-2, 
c) al recinto simplemen- 


f+r+r +f+f+f+f + f = ° > 

Jab Jbc ^cde Jef ^fg Jgh Jmj Jja 


y simplificando: 
[115-5] 


Jab^~ Jfg JedcT' Jj: 


Nota. Observese que el contorno del recinto simplemente conexo asi 
formado no cumple la condicion de ser interior a otro recinto simple- 
mente conexo, como exige el teorema de Cauchy; pero, recordando la de¬ 
mostracion (§ 89-2, teor. 1), se ve que subsiste si se supone rota la cone- 
xion entre los bordes de cada arco auxiliar, es decir, si se suponen efec- 
tuados cortes en el recinto dado; pues, con este convenio, dos caminos que- 
brados que conduzcan a un niismo punto de contorno encierran un numero 
finito de rectangulos formados por puntos regulares y la integral es igual 
por ambos caminos. Omitimos la demostracion topologica. 

Para ver cuan necesaria es esta precaution, tomense el circuito exte¬ 
rior y los interiores en sentido igual (es decir, los interiores al contrario 
de como indica la figura) y se vera que falla la conclusion. 

Para evitar en la demostracion estas consideraciones delicadas, cuya 
utilidad justifica buscar la ocasion de exponerlas, basta considerar un 
tercer corte que une los dos contornos interiores e integrar sobre las 
vas que limitan los dos recintos simplemente conexos en que queda divi- 
dido el recinto dado. 


4. La funcion integral y su derivada. — a) La integral 

C f(z)dz 

%) Zq 

de una funcidn regular en un recinto simplemente conexo, es 
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una funcion uniforme regular en el mismo recinto, siendo su 
derivada en todo punto la funcion f (z). 

Puesto que el extremo z 0 es fijo, y la integral solo depende 
del extremo superior z y no del camino que los une, el valor 
de dicha integral es una funcion uniforme F(z), que llamare- 
mos funcion integral de f(z) (cfr. § 50-1, a). Que es regular, 
resulta observando que las componentes de F(z) = U(z, y)~r 
+ iV(a:, ?y) son las integrales curvilineas [115-1] y que estas 
tienen (§ 89-1), derivadas parciales 

[115-6] U* = V y = u , = —V y = v , 

que cumplen las condiciones de monogeneidad [114-7]. 

La derivada de F (z) es, por tanto: 

[115-7] F'(z) = u + iv = f(z). 

b) Una funcion analitica cuya derivada es nula en un re¬ 
cinto, es constante en el. 

Basta, en efecto, observar que, siendo entonces nulas las de¬ 
rivadas parciales de sus dos componentes u y v, estas son cons- 
tantes (§ 66-2). 

c ) Toda funcion $(z) cuya derivada sea f(z), difiere de la 
funcion 

F(z) = f*f(z)dz 

Jz, 

en una constante. 

Pues la funcion $(z)—F(z) tiene por derivada: 

*'{z) — F'(z) = Hz) — f (z) = 0 , 
y por tanto, es: 

[115-8] <l>(z) = F(z) + C = C" Hz) dz + C. 

Jz 0 

Esta funcion, determinada salvo una constante arbitraria, 
se llama integral indefinida de f(z) (cfr. § 50-1, b). Cop] 0 
f(z) es regular y por tanto continua, este concepto coincide 
con el de funcion primitiva, indicada asi: 

J* f(z)dz. 

Nota. Primitivas en el campo complejo. — Mientras en el campo 
complejo las fracciones cuyos denominadores carecen de ceros multiples 
se descomponen indistintamente en fracciones simples del tipo Al (z a), 
cuya integracion conduce a otros tantos logaritmos, en cambio, en el cam¬ 
po' real es preciso distinguir los dos tipos de denominadores 1 —zr o 
bien 1 4- que conducen a logaritmos reales la primrea y a la funcion 
arc tg z la segunda. Vimos (§ 51-2, ej. 4) como esta funcion circular 
mismo que las otras inverses), es expresable por logaiitmos, de igua 
modo que las directas vienen expresadas por exponcnciales mediante las 
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formulas de Euler (§ 45-3). De este modo queda confirmado, que es la 
exponencial con su inversa logarltmica, la unica funcion simple, con la 
cual se puede expresar toda funcion elemental. 

5. Acotaciones de la integral. — a) Si trasladamos al cam- 
po complejo el significado (§ 88-1) de las integrals curvili- 
neas [115-1], vemos que tanto en el campo complejo como en 
el real puede definirse la integral sobre la curva ab partiendo 
de las sumas 

[115-9] 2f(£ r ) (z r — Zr-i) = 2 [U Ur, Xlr) Atf, — V Ur, \} r ) A 1J ,] + 
+ i 2 [u Ur, Xlr) A IJr + V Ur, T] r ) AX^ , 

siendo a = z 0 , z x , z 2 , ..., z n = b, puntos ordenados en la curva 
ab y Cr = $ r + t'Tir un punto cualquiera del arco r-simo. Si la 
curva es elemental y los vertices donde pueda no haber deri- 
vada continua se toman como puntos de division, basta aplicar 
el teorema del valor medio a cada incremento Ax r , Ay r para lie- 
gar a la expresion de la integral [115-1], que se calcula expre- 
sando x e y como funciones de t; pero si la curva de integra- 
cidn no es elemental, pero rectificable, es preciso recurrir al 
concepto de integral de Stieltjes (§ 88-1, b). Resulta, pues, 
la integral como limite de las sumas 2; y de aqui se deduce 
una importante acotacion: 

Si en toda la curva C es ! f(«)| < M, y llamamos l f a las 
longitudes de las cuerdas o vectores z ,— z r -\ y L a la longi- 
tud total de la curva, se tiene: | 2| < 2M . l r = M . 2l r < ML, 
luego: 

[115-10] |j^f(z)dz < ML , 

es decir: El modulo de la integral de una funcion f ( 2 ) cuyo 
modulo tiene la cota superior M en el arco de integracion, no 
supera al producto de esta cota M por la longitud del camino 
de integracion. 

b) He aqui una generalizacion: Sea f(z) una funcion regular y, 
por tanto, continua en un dominio simplemente conexo; por la continui- 
dad uniforme (§ 65-3) es |f( 2 ')— f(z")|<e para todo par de puntos 
tales que sea | z' — z" | < h. 

Si es ab un arco rectificable en el cual es regular f(z) y se forman 
las sumas [115-9] para diversas particiones del mismo por puntos inter- 
medios a, = z 0 , 2i, 2», . . ., Z n = b, de modo que la longitud de cada arco sea 
menor que h, los valores de f($V) en cada arco diferiran en menos de e 
del valor en uno de los extremos, luego, diferiran en menos de 2 f de los 
valores de f (z) en la cuerda. Por tanto, poniendo f ( 2 ) = f (?, )-f 8 ( 2 ) , la 
diferencia entre cada termino de la suma y la integral sobre la cuerda, 
es decir: 

f 'f^d* — f(f r )(2 r — 2r ,) = j" fi (2) (12 , 
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tiene modulo menor que 2 e 0 por la longitud l r de la cuerda. Sumando las 
n diferencias correspondientes a los n arcos, resulta: 

[115-11] Pf(2)d2 — 2f(?r) (2r— Zr-l) < 2^1 < 2eL . 

J a 

Pero el valor de esta integral sobre la poligonal es la diferencia de 
valores de la primitiva F( 2 ) en ambos extremos (§ 115-2, b) por ser 
esta una curva elemental; luego, las sumas 2 tienen este mismo limite 
al tender a 0 la norma h, y este limite se llama integral de f(z) sobre 
el arco rectificable, siendo su valor F(z')—F(z 0 ), es decir, subsiste la 
regia de Barrow, como para los arcos elementales. 

Si llamamos s a la longitud del arco parcial desde el punto origen a 
al punto variable z = z(s) podemos precisar mas la acotacion antes obtenida, 
que suele ser sufieiente en la practica; observando que, por definicion de 
longitud de un arco, esta no es superada por la cuerda, se tiene: 

|2| < 2|f(?r)|Jr < 2|f(L)| AS , 

luego: 

[115-12] j b f(z)dz < j^ Ij |f[z(s)] |ds , 

y como corolario sale nuevamente la acotacion [115-10]. 

6. Residuo en un punto singular aislado, y en un dominio. — 

a) La funcion mas sencilla, que es regular en todo el piano, 
oxcepto en un punto a, es l/(z — a). Aunque ya hemos cal- 
culado su integral mediante la primitiva, que es In (z — a), 
vmnos a hacerlo tambien reduciendola a integral de variable 
ivul; sea c la circunferencia de centro 0 y radio r; llamando 
•i :d argumento, se tiene: 2 — a = re i <p; dz = ire ir P dep; y efec- 
hiundo el cambio de variable, resulta: 

[115-13] J T—a = J 0 ^ dcp = 2kL 

Si, en vez de la circunferencia c, se toma un circuito C que 
la contenga en su interior, el resultado es el mismo, en virtud 
ilr § 115-3, por ser regular en la co- 
rnim comprendida entre c y C. Lo esen- 
• • i: 1 1 no es la forma del circuito, sino 
< 111 <' cl sentido de integracion sea posi- 
I Ivo. 

(iciieralicemos este resultado: Sea 
I' ( ) n*gular en el dominio D de con- 
Inriin (!, excepto en el punto interior a, 
quo llamaremos singular. El valor de la Fig . 4 i 6 . 

iulcgnil de f( 2 ) sobre C es el mismo 
quo sobre cualquier otro circuito in- 

II'l ini' 11 (' alrededor de a; y es, por tanto, un numero que solo 
dc|iciide del punto y de la funcion, el cual desempena importan- 
I • ■ pi 1 pc I en la teoria y ha recibido nombre especial. 

I H iv lirm'dno di* f(z) en el punto singular aislado a, es el 
valor <le la inlcgral 
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[115 - 14] -LL Uz)Az ’ 

siendo C cualquier circuito en torno de a y dentro del cual es 
regular f (z), con la sola exception del punto a. Suele tomarse 
una circunferencia de radio suficientemente pequeno para que 
no contenga otro punto singular, si tales existen. 


Ejemplo. El residuo de (z— a) n con exponente entero negative dis- 
tinto de —1 es nulo, pues su integral es nula. En cambio, si es n = — 1 
resulta 1 como residuo. 


Ejercicio. Demuestrese que si f(z) no esta definida en el punto a 
pero esta acotada (en particular si existe limit© para z -» a) el residuo 
es nulo. Basta aplicar la acotacion [115-10] de la integral. 

b) En virtud de la regia [115-5], el calculo de la integral en un 
circuito se reduce a determinar los residuos en los diversos puntos singu¬ 
lars que contiene. Tal suma de residuos es, pues, la integral sobre C 
dividida por 2 ju y se llama a veces residuo en el dominio que limita C; 
se tiene entonces (teorema de los residuos) : 



f(z)dz = 2 ju 2 n 


h = l 


siendo r lf ..., r„, los residuos en los puntos singulars interiores a C. 

Como todo intervalo real finito o infinite se puede completar en el 
campo complejo cerrando un circuito, se comprende la utilidad que tiene 
el calculo de residuos, o sea, el calculo de integrates en circuitos, para 
deducir integrates en intervalos reales. De este fecundo metodo haremofi 
aplicacion en ejercicios 1 a 8 , pero veamos siquiera el caso mas sencillo, 
que es el de la funcion racional P(z)/Q(z). 

Si es a un cero del denominador y es Icl (z — a) la primera fi’accion 
simple correspondiente a ese punto en que se descompone la funcion 
(§ 46-4), el residuo es evidentemente k, pues para las restantes fracciones 
la integral [115-14] es nula. Si el cero es simple, la descomposicion es 
del tipo 


PCs) _P(*)_ 

Q(*) “ (* — a)Qi(z) ’ 


con Qi(a) 4= 0 , 


de donde, multiplicand© por z — ay haciendo z = a se despeja: 


k = L _ ]im _ lisL 

Qi<d) “*4» Q(s): (* — a) ~ Q'(a) ' 


por definicion de derivada. 

Luego: El residuo de la funcion racional en un recinto cualquiera es 
la suma de residuos en los diversos ceros de Q(z) contenidos en el; y si 
estos ceros son simples, los residuos se pueden calcular mediante la formu¬ 
la anterior, que es la empleada para la descomposicion en fracciones sim¬ 
ples (§ 64-4, a). 


7. La integral de Cauchy. — Si f(z) es regular en el inte¬ 
rior de un circuito C y tambien en su contorno C (es decir, 
monogena en un recinto que contiene en su interior a C), su 
integral a lo largo de C es, como sabemos, nula. La funcion 
mas sencilla que se deduce de f(z) con un punto singular a 
interior a C es f(z)/(z — a), y ocurre inmediatamente calcu¬ 
lar su residuo que es (salvo el divisor 2 m) el valor de la in¬ 
tegral : 
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[115-15] f - dz = f - f d z , 

Jc z — a J c z — a 

siendo c una circunferencia de centro a contenida en el recinto, 
recorrida en sentido positivo. 

Si el radio r de c es suficientemente pe- 
queno, el valor de f(z) sobre c, diferira f's 0 * 

<ie f (a) arbitrariamente poco, por ser con- jj z . \\ 
tinua en a, es decir: // —^ n i 

f (z) = f(a) + 5(2), con | 5 («) | < e, // I; 

luego, integrando sobre s, se tiene: ‘A >s »—./ 7/ 

r JO L = f( 0 ) f -i?— ■+ A Ji 

Jc z — a Jc * — a - - 

C 5 dz ; Fig. 417. 

Jc z — a 

('1 primer sumando es igual a f(a)2m y el modulo del segundo 
(§ 115-5) es inferior a (e/r)2nr = 2jte, luego, la integral 
[115-15] tiene un valor que difiere de f(a).2ju arbitraria- 
mente poco; y como ese valor es independiente de r, vale exac- 
lamente f(a).2jti. 

Tenemos asi este resultado importante: 

I 115-16] ~ f dz = f(a). 

2m Jc z — a 

Tal es la integral de Cauchy, base de su teoria de las fun- 
c tones analiticas. Si llamamos t al punto variable de contorno 
y z al punto interior que figura como parametro, adopta el 
teorema esta forma: 

Toda funcion f (z) regular en un dominio simplemente co¬ 
pe xo de contorno C, puede expresarse, en cada punto interior 
z, por la integral sobre C en sentido positivo : 

rn5 - i7] =^; 0 S d4 - 

NOTAS: 1. La importancia de este resultado capital, merece algunas 
iiolnrnoiones. 

Si f(z) no es regular en todo el interior de C, la formula pierde su 
validez. Sea, por ejemplo, f(z)=l/z y forme- 
^ mos la integral a lo largo de la circunferen¬ 

cia c de centro 0: 

® _JL_ f dt _ 

2ni J c t(t — z) 

__ _ i r r at _ r dt ] _ 

x — 2niz[J c t — z J c t J 

=4o_i) = o . 

on vez do resultar 1/z como quizd podria cs- 
rig. 418. perarno. 
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Si z es exterior a c se obtiene — Hz. He aqui, pues, una expresion 
integral que define dos funciones distintas. Esto sucede tambien con toda 
integral de Cauchy cuando f(z) es regular, pues coincide con f(z) en el 
interior y es nula en el exterior. 

Sea, analogamente, f(z)=l /z a y hagamos la descomposicion: 

_ 1 __A + + 

t-(t — z) ~ t ! ^ t ' t — z ’ 

donde es: 



y la integral de Cauchy vale tambien cero en el interior del circulo do 
centro cero, por ser B + C = 0, mientras que en el exterior es —1 /z 5 . 
Sea, por ultimo, f (z) = 1/(z a —1). Efectuando la descomposicion: 


(t s —l)(t — z) 


_ A - + B + _C_ 

t — 1 ^ i + l + t — z 



dcduzcase que la integral de Cauchy 
a lo largo de un circuito que conten- 
ga en su interior los puntos ± 1 y z 
vale A + B -f C = 0, pero si el circui¬ 
to incluye los puntos 1 y z y excluye 
el —1, resulta (—1/2) (z -1- 1) sobre es- 
te ultimo circuito y para puntos z ex- 
teriores la integral vale 1/(2 — 2z). 

Nuevamente vemos una expresion 
que define dos funciones distintas. 


ux ‘ ' 2. Tcorema del promedio. — Si 

f(z) es regular en el punto a, es decir, 
monogena en un entorno del mismo valor, el valor f(o) viene expresado 
por la integral [115-16] a lo largo de la circunferencia C que lo limita. 
Adoptando como variable el argumento rp, es: 


z — a = re ,<p , dz = rie ?(p , 
y resulta: 

i r 2rr 

f (a) = - 2 -J f (z)dcp (Gauss, 1839), 

formula que enunciaremos asi: 

El valor que una funcion f(z) regular en 
un circulo toma en el centro del misrfio, es el 
promedio de los valores que toma en la circun¬ 
ferencia. 

Como corolario inmediato resulta el tco¬ 
rema del modulo maximo (§ 114-6). 



Fig. 420. 


8. Integrates de tipo Cauchy. — Hemos visto con ejemplos 
del § 115-7, nota 1, que las integrates cle tipo Cauchy pueden 
expresar funciones F( 2 > muy distintas de la f (t) que figura 
en el integrando, es decir, al tender z hacia un punto t de con- 
torno, no tiende en general f (z) hacia f (t) , si falta alguna cle 
estas dos condiciones, el arco de integracion es un circuito y 
f(0 es regular en todo el dominio que limita. Estudiemos, en 


S mb -9 


intrgraci6n en el campo complejo 


427 


general, las funciones definiclas por integrates de tipo Cauchy 
sobre un arco rectificable t: 


[115-18] F (z) = t — z df ’ 

suponemos que f(t) esta definida y es continua en el arco 
abierto o cerrado r y, por tanto, tiene sentido la integral para 
todo 2 no situado sobre el arco. Formemos el incremento 
F(z)—F(z 0 ) a partir de [115-18]; y resulta, sacando fuera 
del signo la diferencia z — z 0 , que no depende de t, la siguiente 
expresion para la razon incremental: 


[115-19] 


F (z )— F (zq) 


(t - Z) {t - Z n ) 


Esto vale para toda funcion regular, por ser expresable por 
su integral de Cauchy. Veamos ahora que la derivada de F(^) 
en z^ es decir, el limite [115-19] para z—* z„, se obtiene sen- 
cillamente haciendo z = z 0 en la integral, es decir 


[115-20] 


F'(zo) 


f (0 

( t—z 0 y- 


d t. 


En efecto, la diferencia entre ambas, restando los integran- 
dos y sacando el factor z — z 0 es: 


p /+ it') 

F'(Zo) - (Z — Z {) ) j T - {t _ z){t _ 


y como el integrando esta acotado, segun puede comprobar el 
lector con razonamiento analogo al que haremos en § 115-10, 
y el incremento z — z 0 0, ciueda demostrado [115-20], y re¬ 
sulta : 


Toda funcion expresada por una integral de tipo Cauchy 
es regular fuera del arco de integracion. Si el arco divide al 
piano en dos o mas recintos, resultan otras tantas funciones 
distintas. 


9. Definicion de funciones regulares mediante integrates. — 

a) Las integrates del tipo Cauchy y la obtencion de la deri¬ 
vada [115-20] de la funcion regular [115-18] que representan, 
son caso muy particular del siguiente teorema general: 

Teor. 1. Sea cp (z,t) una funcion de dos variables complc- 
jas z, t, donde z pertenece a un recinto G y t a un arco ele¬ 
mental t, en tal forma que para cada valor de t sea y(z,t) 
regular en G y para cada valor de z sea cp (z,t) funcion con¬ 
tinua sobre r, uniformemente acotada respecto de G; entonces 
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es funcion regular de z en G y su derivada se calcula derivando 
bajo el signo integral, es decir 

F'(z) = cp z (z,t)dt. 

Sea C un circuito en G. Por [115-17] es 

donde vamos a probar que es conmutable el orden de integracidn. 
En efecto, cada una de esas integrales puede expresarse por 
[115-1] mediante integrales con integrandos reales continuos, 
respecto de los cuales puede conmutarse la integracion reite- 
rada (§ 86-2, teor. 2). Por tanto: 

F(z) = 4r.f = A,r 

2m J c £— zJ T 2kz Jc £ — z 

La ultima integral de Cauchy representa una funcion re¬ 
gular (§ 115-8) y a su derivada, obtenible por [115-20], se le 
puede volver a aplicar el procedimiento anterior, resultando 

F ' w “ sfrJo i0h* dl - itfc - 

= 2nT X d< X It — xfi = X <t> ' U ’ t)di ’ 

como queriamos demostrar. 


Notas: 1. Una vez mas observemo-s la gran simplicidad quo intro¬ 
duce en los metodos de calculo la monogeneidad: para la dorivneion no 
es preciso asegurarse (§ 86-2, teor. 3) de la continuidad do la derivada 
cpr(z, t) como en el campo real; basta la de q>(z, t). 

2. Analogamente: 

TEOR. 2. Si tenomoB una seriv (miOBniAn) de fvncionen rcgulares en 
un recinto (1; nniforincnicnlc convergente sobre todo conform) simple 
oerrado C pcrtenecimte a G, nitonceH la funcion moua ( limite ) es regular 
cn el recinto G // derivable tdrmino a termino (d’r. § 85-2). Pues por re- 
duceidn 11 inlogruli'ii i cali M tu-gi'm | I 15 I |, la serie Hera integrable termino 
a termino Hobro C (ft 86 1), con rosulliido nulo (§ 115-2, c), por lo que 
su Hiiniii norii regular on <i (lour, do Moiikra). Kxpresudn 6sta mediante 
la inlojvral do Cauchy | I 15 1 71. : iguo did miHino modo por [115-20] su 
derivabllldnd tdrmino a tdrmino, 

Cl louroina I puodo oxtoiidorBe al caso on que r es un arco recti- 
lioaldo y liimbli'ui a integrales impropias (integrando no acotado o ca- 
niino do Intcgrneion ' inlinilo), siompre que las condiciones de hipotesis 
no vorll iqueii Molti o la parte del cumino de integracion que quede por ex- 
eliiHion del Momloutorno del minto singular considerado, al definir (f 80-1) 
1,1 'ideginl hn prop in y, ademas, la convergencia de esta sea uniforme 
(§ 8(1-8) roiipool.o del recinto (5 (teor. 2). 

Tanililon on ru i In lu eoneluHidn si cp (z, t) es solo funcion integrable 
(It) o In teg i able (I,) respeeto do /. siempre quo tp(*,f), adenitis de ser 
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regular respecto de z, se conserve acotada sobre r uniformemente res¬ 
pecto de G (teor. 2). 

Ejemplos: 1. Si f (t) es acotada e integrable en el intervalo real 
(a, b), entonces 


F(z) = f (f)coszt dt 

•’a 

es una funcion regular en todo recinto acotado del piano z. 

2. La funcion Gamma (nota VII, a) definida mediante la integral 
euleriana 

J ’CO 

e~‘ V s - 1 dt 
o 

es regular en todo el semipiano R(z)> 0. 

3. Nada podremos afirmar sobre la regularidad de la funcion dada 
por la integral 

f 00 sen tz 

F(z) = J. — t - dt ■ 

por no converger uniformemente en ningun recinto del piano z (aunque 
si converja uniformemente en ciertos intervalos reales). 


4. La funcion ?(s)= 2 n~" es regular para R(s)> 1, pues la serie 

n~ 1 

es uniformemente convergente en todo recinto acotado de dicho semipiano. 


5. Aunque la serie Vz"/% a s ea uniformemente convergente en | z | < 1, 
no representa una funcion regular sobre | z \ — 1, ni es derivable ahi 
termino a tdrmino (§ 43-1, ej. 8). 


b ) Expresion de las derivadas sucesivas. — Aplicando el 
teorema 1 a [115-18], y asi sucesivamente, se obtiene: 

™ = 2 X (Spd* ■ ™ = 8! X (Sv dt • 

y en general 

[115-21] F-»(«.)-»lX (4 ( l>^ dt ’ 

para todo z 0 no situado sobre el arco r, es decir: 


Teor. 3. Toda funcion representada por una integral tipo 
Cauchy [115-18] es indefinidamente derivable y las derivadas 
sucesivas se obtienen derivando bajo el signo integral respecto 
del pardmetro z. 

En particular, como toda funcion regular en un recinto es 
expresable por su integral de Cauci-iy, se obtiene este teorema 
importante: 


Teor. 4. Toda funcion regular en un recinto G admite en 
el infinitas derivadas, que pueden expresarse asi, para todo 
punto z interior a un circuito C contenido en G : 
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[13.5-22] f <••(.)- (1^* ’ 

y, en particular, si la funcion es regular en el origen: 

_ nl r f(t) J + 


- M ^ At - 


10. Monogeneidad en un recinto, y analiticidad. — Probare- 
mos (teor. 2) que los conceptos tan clistintos en apariencia de 
analiticidad (desarrollo en serie de potencias) y monogeneidad 
en un recinto (existencia de derivada en cada punto), son iden- 
ticos. 

Teor. 1. Toda funcion F (z) definida por una integral de 
tipo Cauchy [115-18], siendo f(t) una funcion real o com- 
plejct continua en el arco de integracion, es analitica, esto es, 
aclmite un desarrollo en serie de potencias 

[115-23] P con a, = f , 

«=0 Jr t 

en el interior del maxima circulo de centro 0 que no contiene 
puntos del arco t. 

En los puntos de la circunferencia puede ser o no valido el 
desarrollo, segun los casos. 

Mas general, si a es un punto cualquiera exterior al arco r 
y [115-18] se escribe asi: 

F(z) = f * (t) S dt , 

Jr ( t — a) — (z — a ) 

resulta el desarrollo: 

[115-24] F (z) = Oo + Oi (z — a) a 2 (z — a)- + 
con coeficientes 

[115-25] a n = f dt , 


[115-25] a. = dt , 

valido en el interior del maximo circulo de centro a que no con¬ 
tiene dentro puntos del arco t. 


Dem. de Teor. 1. Por division se obtiene la descomposicion: 

[US - 2e] ~^=j~+~r + ••• +-S L + 1 ^b f ’ 

y multiplicand© por f(£), e integrando a lo largo del arco r, resulta el 
desarrollo: 

[115-27] F(2) = a 0 + (hz + ... + a„-i2 n_1 + T„ , 

siendo a„ dadas por [115-23] y 


[115-28] 


*"*<*> dt 
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La condicion necesaria y suficiente para la validez del de -urrollo 
[115-23] que expresa la convergencia de la serie y su igualdad con F(z), 
es por tanto: 

lim T„(2) = 0 , 


y el campo de convergencia y validez del desarrollo [115-23] esta defi 
nido por esta condicion. 

La acotacion de T„(z) se logra 

asi: 

Por ser f(i) continua en el ar- ** 

co r, es |f(t)|<M. Sea R > 0 la •— 

distancia de 0 al arco r (fig. 421), es 
decir, la longitud del radio vector mi- 

nimo de origen 0 y extremo t situa- [ yv 

do en la curva *; por tanto, en todo s*" ) \ 

punto de esta es | t | > R. / z \ /V-"' T \ 


El modulo del integrando es, por ... 

r n M Fie. 421. 

tanto, inferior al numcro 

R cl 

que tiende a 0 para n—>cc, por ser r/R<l; y como el arco r tiene 
longitud finita, resulta T„(s)-»0 para todo punto interior al circulo de 
centro 0 y radio R. 

EJEMPLO. Sea f(t)=|£| en el intervalo (—1, 4-1). Se tiene: 


/ V ) para todo z no perteneciente al in- 

\ a J \_y tervalo (—1, 1). Demostrar que en 

\ / T cada punto z = a de este intervalo 

v hay una discontinuidad con salto 2rtai. 

O * Nota. Si el arco r es cerrado, 

Fi . )99 la integral define, fuera del arco de 

integracion, no una funcion regular, 
sino tantas como regiones separa. 
Asi, en el caso de la figura 422, resultarian tres funciones distintas. 


Vemos, pues, que el algoritmo integral del tipo [115-18] 
solo engendra funciones que tambien pueden darse por series 
enteras, es decir, no amplia la familia de las funciones anali- 
ticas. Parece a primera vista que, mediante la combinacion de 
funciones reales u (x,y), v(x,y) que satisfagan a las ecuacio- 


* Esto es, el minimo de In funcion continua que exprcKu In diftftnclu do O 
punto t, variable sobro ei arco r (§ 26-5). 
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nes caracteristicas [114-7], se lograra formar otras funciones 
monogenas no analiticas; pero habiendo demostrado su expre¬ 
sion por la integral de Cauchy, que es del tipo [115-18], a 
todas es aplicable la conclusion anterior, y resulta este impor¬ 
tance teorema de Cauchy como corolario del teorema 1: 

Teor. 2. Tocla funcion regular en un recinto es analitica 
en el, y en cacla punto a se puede expresar por su desarrollo 
tayloriano [114-2], el cual es vdlido en el interior del maxima 
circulo de centro a, contenido en el recinto. (Cauchy, 1831). 

De aqui resulta 

Teor. 3. Los coeficientes a n dados por [115-25], tienen el 
significado de derivadas en el punto a, divididas por las facto- 
riales respectivas, quedando asi demostrada la unicidad del 
desarrollo en serie de potencias. 

11. Ceros y teorema de identidad. — El punto a es cero de 
f (z), cuando es regular, y el valor que en el toma la funcion 
es f (a) = 0 *. Observese que no basta la anulacion para con- 
siderar como cero al punto a; exigimos la monogeneidad en 
todo un entorno. 

Ejemplo 1. La funcion f ( 2 )= xe- 1 /*, f(0) = 0, es regular en el semi- 
piano x > 0, incluido el punto z = 0, en el cual es monogena, pues 

-AVL — J*L = (j-l/z —» 0 para z -» 0 en el semipiano. 

A z z 

Ademas f(0) = 0, pero este punto 2 = 0 no es un cero de f(z) por 
no ser esta regular. Basta, en efecto, observar que si z —> 0 por la iz- 
quierda, f (z)-4 oc. 

Segun § 115-10, teor. 2, el desarrollo en serie en el cero a 
sera de la forma f (z) = a m (z — a) m -\- ..., si es a m el primer 
coeficiente no nulo, y este numero natural m se llama orden 
del cero (cfr. § 38-6). 

Como es a m = f (w) (a) /m\ resulta: 

Teor. 1. El orden de un cero es el indice de la primera 
derivada que no se anula en ese punto. 

Sacando (z — a) m factor comun, la expresion de la funcion 
en el entorno del cero a es: 

[115-29] f(z) = (z — a) m [a m + a m+1 (z — a)+ ...], 

con a m =/=■ 0 , 

es decir: 

Teor. 2. Condicion necesaria y suficiente para que a sea 
cero de orden m es que i(z) tenga la expresion 
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[115-30] f(z) = (z — a) m cp(z) , 

siendo <p(«) regular en a y cp(a)^=0. 

Cabe todavia la duda de si existiran ceros de orden infinite, 
es decir, tales que el desarrollo en serie en un entorno del mis- 
mo tenga todos sus coeficientes nulos. En tal caso la funcion 
es nula en todo el piano; y resulta: 

Teor. 3. Si f(z)#0, todo cero tiene orden finito. 

Ademas, si a es un cero de orden m, es decir, se verifica 
[115-30], como por la continuidad de cp(z) sera cp ( 2)^0 en 
un entorno de a, y tampoco se anula al otro factor, en dicho 
entorno no hay mas cero que a. Resulta: 

Teor. 4. Si t(z)^0, sus ceros son puntos aislados. 

Como consecuencia importante resulta: 

Teor. 5. Teor. de identidad. — Si dos funciones regula- 
res en un recinto G tienen valores iguales en infinitos puntos 
del mismo, que tienen un punto de acumulacion a interior a G, 
coinciden en todo su campo de existencia. 

Pues, siendo ambas regulares en el punto a de acumulacion 
de los infinitos ceros de su diferencia, tambien lo es esta, luego, 
resulta identicamente nula. 

Ejemplo 2. La funcion sen[l/(1 —z)] tiene dentro del circulo unidad 
los infinitos ceros 1— (1/kn), (k = 1,2,...), sin que sea identicamente 
nula. 

Consecuencia inmediata del teorema de identidad es: 

Teor. 6. Si una funcion de variable real es prolongable 
analiticamente al campo complejo, lo es de un solo modo. 

Por tanto, las prolongaciones al campo complejo, vistas en 
§ 45-3 para las trascendentes elementales, son las unicas ana¬ 
liticas. 

12. Obtencion de la funcion analitica completa por prolon- 
gacion. — Insistamos una vez mas en la admirable simplicidad 
que lleva consigo la existencia de derivada en cada punto de 
un recinto. En el campo real son categorias distintas, cada vez 
mas restringidas: funciones derivables, funciones con derivada 
continua, funciones con derivadas sucesivas, funciones analiti¬ 
cas, es decir, desarrollables en serie de potencias. En cambio, 
en el campo complejo todas estas categorias se funden en una 
sola. 

Lo importante en una funcion analitica esta en las propie- 
dades intrinsecas de la correspondence por ella definida en el 
sentido de Cauciiy-Riemann-Dirichlet (§ 114-1, c) y no en 
bu expresidn accidental, que puede tener formas muy diforen- 
tes para una misma funcion. Cada una de estas formas puede 


* Notcae la diferencia dc estas noeiones con las homonimas en el campo real (§ 26-2). 
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dar la representacion de la funcion en recintos parciales al de 
definition, y en cambio una misma expresion puede represen- 
tar funciones distintas en recintos distintos (§ 115-7, nota 1). 

Pero dada una correspondence analitica definida en un 
cierto recinto, se presenta en seguida el problema de si existi- 
ra un recinto mayor que comprenda al dado y en el que pueda 
establecerse una correspondence tambien analitica tal que la 
primera sea en el recinto primitivo caso particular de la se- 
gunda, es decir, se presenta el problema de si la corresponden¬ 
ce o funcion dada puede prolongarse analiticamente. 

La prolongacion analitica se basa en el siguiente principio: 
Dadas ti(z) y f 2 (z) funciones respectivamente analiticas en 
los recintos D t y D 2 (§ 64-5) de intersection no radii, donde 
sea fi(z)= f 2 (z), entonces se considera la correspondence f O) 
definida ya por f\(z), ya por f 2 (z) en el recinto suma Dj « D 2 
como una sola funcion analitica, siendo f(s) = fi(z) en D, y 
f (z) = fo(z) en Do. La funcion U (z) es la prolongacion ana¬ 
litica de f 2 (z) en D,, y f 2 (z) es la prolongacion analitica de 
f x (z) en Do. El proceso es, por lo tanto, reversible y tiene senti- 
do al ser unico, es decir, en la parte del recinto Do no pertene- 
ciente a D x o bien no existe ninguna funcion o bien existe sola- 
mente una fo(^) que sea analitica en Do y coincida con 1, (~) en 
la parte comun Dt ~ D 2 a ambos recintos; la unicidad del pro¬ 
ceso se deduce del teorema de identidad de las funciones ana¬ 
liticas (§ 115-11, teor. 5). Las funciones fi (z) y fs(«) se 11a- 
man representaciones parciales o elementos de la funcion f (z), 
aunque se llame elemento por antonomasia a la serie de po- 
tencias que la representa en el entorno circular de un punto 
(§ 114-1, b) por ser el empleado por Weierstrass para fun- 
dar la teoria. Si reiteramos el proceso visto en § 114-1, b, se 
obtiene lo que se llama una cadena de circulos y la importan- 
cia fundamental de este metodo de prolongacion analitica, de 
aplicacion practica muy reducida para conocer efectivamente 
la funcion prolongada, radica en el hecho de que todos los va- 
lores de la funcion obtenibles por cualquier metodo de prolon¬ 
gacion, pueden obtenerse tambien mediante una cadena de 
circulos. Si un nuevo circulo resulta tangente al anterior, ello 
indicara que el punto de contacto de ambas circunferencias de 
convergencia es punto singular (§ 117-1) de la funcion. Si se 
da el caso que la prolongacion es impossible en todas las direc- 
ciones a partir del elemento circular inicial (tal para las fun¬ 
ciones de § 114-1, nota), se dice que la circunferencia de con¬ 
vergencia de dicho elemento inicial es su frontera natuial, la 
funcion no podra definirse en el resto del piano complejo y la 
parte exterior al circulo inicial se llama espacio lagunav de 
la funcion. Las mismas denominaciones se aplican al caso de 
un recinto fuera del cual la funcion no es prolongable. 
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Cuando f (z) esta dada por una expresion que la define en 
un recinto, donde es monogena, excepto en curvas que lo divi- 
den en dos o mas recintos, no diremos que estos circuitos son 
lineas singulares, sino simplemente que en cada recinto esta 
definida una funcion. Tal sucede, como hemos visto, con la in¬ 
tegral de Cauchy [115-17], que define dos funciones, la f(z) 
y la funcion nula, sin que la curva divisoria sea singular para 
ninguna, pues la segunda es prolongable a todo el piano y tam¬ 
bien la primera en muchos casos; solamente cuando no lo sea 
resultara el circuito linea singular de ella, pero no de la otra. 

Enunciado intuitivamente, el problema de la prolongacion 
analitica busca el recinto maximo en que la funcion dada puede 
continuar siendo analitica; dicho recinto maximo puede cubrir 
mas de una vez (hasta en numero infinito numerable) el plano- 
esfera (§ 114-5), como veremos al tratar las funciones multi¬ 
formes (§ 116-4). 

Se emplea el nombre de funcion holomorfa (que significa 
forma entera) como sinonimo de regular (§ 114-3), uniforme 
y con valor siempre finito, y asi lo haremos dando, en cambio, 
este significado mas amplio: 

Funcion analitica completa es la funcion monogena dada 
inicialmente en un recinto y constituida por el conjunto de los 
valores funcionales correspondientes a todos los puntos regula- 
res pertenecientes a los sucesivos elementos que pueden obte¬ 
nerse unos de otros por prolongacion analitica. A esos puntos 
regulares, muchos autores suelen agregar los polos (§ 117-1, b) 
y singularidades algebraicas (§ 116-4, nota 2) que se presen- 
tan siempre aisladamente y a lo mas en infinidad numera¬ 
ble, para formar asi el campo de existencia de la funcion ana¬ 
litica, cuya frontera forman los puntos singulares esenciales 
(§ 117-1, b). 

E.templo. El logaritmo es funcion analitica aunque tiene los puntos 
singulares z = 0, z — co. En cambio, de cada funcion definida en § 114-1, 
nota, no diremos que son analiticas en todo el piano, pues no son prolon- 
gables fuera del circulo unidad y, por tanto, los puntos exteriores no son 
regulares ni singulares, pues la funcion no esta definida en su proximi- 
dad, condicion necesaria para que un punto pueda llamarse singular. 

Asi se concibe la funcion analitica como un todo y su con- 
ccpto esta intimamente ligado a la clase de conjunto en que se 
India la correspondence, es decir, a conjuntos que forman 
)<finto (§ 64-5). Las funciones que aun siendo monogenas, de- 
I'iiiid jim o prolongadas (por algoritmos o convenciones adecua- 
d.'is) « ii conjuntos que no forman recinto, no gozan ya de las 
I ii H|dc(ln(l(‘s I'undamentales estudiadas en la teoria de las fun- 
... nmill!icas (nota IV). 
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Ejercicios 


1. Aplicando el teorema de Cauchy (§ 115-2, c) a 

f-f* . 

Jc 2 

siendo C el contorno de la region del piano z — r . e' l ' p dada por 
0 < Q < r < R , 0 < <p < Jt , 
y haciendo luego q -» 0, R —> co, hallar: 

J ’ 00 sen x ^ _ a 
0 x CX ~ 2 

2. Aplicando el teorema de Cauchy (§ 115-2, c) a 

I e-* 9 d z , 

Jc 

siendo C el contorno del sector del piano z — r. e l V dado por 
0 < r < R , 0<cp<a<Jt/4 , 

y teniendo presente que f e~* 9 d t = - 11 -(§ 87-3), hallar las igualdades: 
J o 2 

f e-ie 3 coa 2a cos(* s sen 2a)dx = —^-cosa , 

J o 2 

f 00 V3t~ 

e - * 9 cos 2 a gen (x 3 sen 2a) dx — —— sen a , (0<«<jc/4), 

Jo 2 

que para a = jc/4 dan las integrales de Fresnel (§ 87-4). 

3. Calculando e-* 9 dz sobre el contorno del rectangulo | x \ < p, 

Jc 

0 < y < ha, (z = x + iy ), y haciendo p -» co, hallar: 


r co 

e-* 9 

J —CO 


cos ax dx = e-a 9 /* V 


- ■ /: 


e-* 9 sen ax da; = 0. 


0 < y < ha, (z = x -f iy), y haciendo p co, hallar: 


f g-(a:+iia) 2 dx = , 

J—CO 


y de aqul deducir los resultados de ejercicio ,3. 


5. Integrando e taiz / (e 27rS — 1) 
sobre el rectangulo de vertices 0, 
l+i R, R + i, i endentado en 0 y en 
i (fig. 423) y haciendo R —* 
probar que 


f 00 sen aa 

Jo e 2 ™ — 


n ax . 

dx 

a — 1 


o p 


J_ ea + 1 

4 e®— 1 
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6. Demostrar que: Si f (z) es regular en el semipiano y > 0, 

(z — x -\- iy), con excepcion de nn numero finito o infinite numerable de 
puntos singular es Zi, z 2 , ..., que no se acumulan a distancia finita y los 
supondremos ordenados por modulos no decrecientes, con residuos r lf r 2 , 
..., tales que converge; si f(z) es regular en y = 0, y existen 

M > 0, e>0 y H > 0, tales que \f(z)\ < M /1 | 1+e , para \ z | > H, 

y > 0; entonces existe la integral y es: 

f co co 

f(x) dx = 2xi S 
J —co 71=1 

7. a) Como caso particular del ejercicio 6, probar que si R(x) es 
una funcion racional dada como cociente de polinomios P(x)/Q(x) con 
denominador sin ceros reales y con grado > {gr P (x) J--f 2, es 

X co 

R(x)dx = 2 jt i%r, , 

-co 

donde ^r„ es la suma (finita) de los residuos de los polos de R(x) en el 
semipiano y > 0; b) Aplicar este resultado para calcular: 

~ J__oo a*+ x* {a>0) ’ J ~ l + x* • 

K _ r 30 _ 

J-OD d+^)" +1 • 


8. Calculando 


Jc 

sobre el contorno del semicirculo | z | < R, ?/ > 0, hallar 


f 00 x sen x _ it t 
J—oo k a + x* dX “ 2 * ' 


9. Demostrar que si f(z) es regular en | z — a | < o es 


R[f(a + re^ ,p )]e^ <p d(p , 0 < r < 0 , 
Jo 


donde R (w) indica la parte real del complejo w. 


10. Aplicando el teorema 2 de § 115-9, probar que la serie 


CO 


2 

71= 1 



donde setoma la determinacion principal de n‘ (§ 45-3, d) representa 
una funcion (llamada funcion zeta de Riemann) regular en un recinto 
que contiene al semipiano x > 1, (z = x -\-iy ). 
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§ 116. FUNCIONES multiformes 


1. Funcion logaritmica. — a) Vimos en § 45-3, c, que como 
consecuencia de la periodicidad de la funcion exponential z = e* 
en el campo complejo, es el logaritmo 

[116-1] w = In 2 , (z = x + iy, iv = u + iv) , 
una funcion multiforme con int'initas determinaciones: 

[116-2] w = In z — Ln z -f 2kni , (k = 0, ± 1, ± 2, ...) , 

siendo la determinacion principal 

[116-3] Ln 2 = Ln | z | + i Arg 2 , 

(Ln | z | real; — jt < Arg z < k) 

y las demas 

[116-4] In 2 = Ln j z | + i arg z , (arg 2 = Arg 2 -f 2 kx) . 

Si 2 recorre una curva, cada uno de los infinitos puntos ho¬ 
mologos w i, iv-., . .., que resultan en [116-2] para distintos 
valores de k, engendra una curva, y todas ellas son congruen- 
tes, pues resultan de trasladar una cualquiera cle ellas parale- 
lamente al eje v. Si el punto 2 vuelve a la position inicial re- 
corriendo una curva cerrada que no encierre en su interior el 
origen, el argumento final coincide con el inicial y, por tanto, 
cada una de las curvas liomolcgas se cierra con independence 
de las demas. Pero si 2 da una vuelta en torno de 0, es decir, 
si el argumento final difiere del inicial en 2k, entonces la 
curva engendrada por cada valor de w no se cierra en el mis- 
mo punto; la curva iniciada por w 1 . termina en iv->; la iniciada 
por iv 2 termina en w?„ etc. Si la curva engendrada por z da 
dos vueltas en torno del origen, la permutation de valores de 
iv se verifica pasando iv± a w s , w-. a iv±, etc. 

b) Este comportamiento de la funcion logarltmica se ex¬ 
plica facilmente clefiniendola (cfr. § 54-1, nota 3) por: 



donde r(l, z) es un arco elemental (§ 115-1) de origen 1 y 
extremo z, que no pasa por el origen. 

En cada recinto abierto simplemente conexo R del piano 2 
oue contenga al punto 1 y excluya el 0, [116-5] representa 
(§ 115-4, a) una funcion regular uniforme, cuyos valores es- 
tkn entre los de [116-2], pues como R contiene un segmento 
del semieje y = 0, x > 0, es aplicable el teorema 6 de § 115-11. 
Considerando en cambio el recinto 2^0 y todos los caminos 
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t(1, z) en el es [116-5] multiforme; por ejemplo, para los ca¬ 
minos T! y To de figura 424 es (§ 115-6, a) : 


[116-6] 



Para tener la determinacion principal [116-3] debemos con- 
siderar los caminos r(l, z) que no corten al semieje real ne- 



gativo y = 0, x < 0, 0 sea, contenidos en el recinto simplemente 
conexo que resulta mediante el “corte” 0 supresion de dicho 
semieje del piano z. Los puntos z < 0 se consideran accesibles 
desde el segundo cuadrante pero no desde el tercero (cfr. 
— k < Arg 0 < k en [116-3]). 

Con demostracion analoga a [116-3] se ve que las demas 
determinaciones, [116-2] con k~/~ 0, se obtendran para cami- 
nos _t(1, z) que dan \k \ vueltas en torno de cero en sentido 
positivo 0 negativo segun sea k > 0 6 k < 0. Mas precisamen- 
te, sera k igual a la diferencia entre el numero de veces que 
t(1,z) atraviesa el “corte” del segundo al tercer cuadrante me- 
110 s del tercero al segundo (fig. 425). 

c) Para evitar las distinciones de casos a que obligan las 
conclusiones de a) 0 de b), y poder utilizar las ventajas de la 
uniformidad, tuvo Riemann la ingeniosa idea de concebir el 
piano multiple (0 superficie de Riemann), que en este caso 
constara de infinitas hofas, una para cada valor de k. A lo 
largo del corte efectuado sobre el semieje real negativo, cada 
borde superior (segundo cuadrante) de'una hoja k se consi- 
dera unido con el borde inferior (tercer cuadrante) de la hoja 
siguiente k + 1. 

En la definicion [116-5] el camino de integracion T (1 , z) 
parte siempre del punto 1 situado en la hoja k ~ 0 correspon- 
diente a la determinacion principal. Para el camino de la fi¬ 
gure 425 pasamos sucesivamente de la hoja k 0 a la k I, 
de esta a la k 0 y finalmente de 6s1a a la hoja k 1. doncle 
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entonces queda situado z ; para este camino, la integral [116-5] 
da 

Ln z -f- 2ni , 

y lo mismo para cualquier camino de extremo z en la hoja 
k = 1. Un punto P de la superficie de Riemann de ln z, no 
queda ya determinado por el valor de z ■=£ 0 solamente, es pre- 
ciso conocer, ademas, la hoja k a la cual pertenece: pondre- 
mos ?{z | k). Con este convenio es \nz funcion uniforme de 
z en la superficie de Riemann. Por consiguiente, al recorrer z 
una curva cerrada en la superficie de Riemann, recorre w una 
curva tambien cerrada (cfr. a). 

Notas: 1. La manera como se consideran “unidos” los hordes de las 
diferentes hojas indica cual es la topologia que convendrd introducir en 
la superficie de Riemann S de ln z mediante una oportuna definicion 
de entornos de sus puntos P(z„\k), z o =f=0. Si z 0 no es real negativo, 
entorno E(P) sera todo conjunto de puntos de S: (z \ Jc) cuando z varla 
en un conjunto abierto del piano z, que contiene a z 0 y excluye al semieje 
x < 0, y = 0. Si es z 0 < 0, entorno E(P) sera todo conjunto de puntos 
de S: (z\k + e) cuando z varla en un conjunto abierto del semipiano 
x < 0 que contiene a y es t = H « = 1 segtin sea y > 0 6 y < 0. 

2. La topologia considerada en nota 1 es (equivalente a) la mas 
debil (llamando as! a la que ticne menos con juntos abiertos, menos con- 
juntos cerrados, mas sucesiones convergentes, Cap. XVIII, nota I, b) de 
las que hacen ln z continua en la superficie de Riemann con z=f= 0. De 
igual manera se caracteriza una topologia en la superficie de Riemann 
de una funcion multiforme continua cualquiera f («). 

3. En cualquier entorno del punto z = 0 del piano z, se pueden tra- 
zar caminos que en la superficie de Riemann van de una a otra cual¬ 
quiera de sus hojas. Por esta razon z = 0 se llama punto de ramificacion 
(en este caso de orden infinito) de la superficie de Riemann. Lo mismo 
ocurre con cualquier entorno del punto z = °o del piano z, o del plano- 
esfera complejo z (§ 114-5). Como no hay otros puntos con la misma 
propiedad, tenemos: La superficie de Riemann de ln z cubre infinitas 
veces el plano-esfera complejo y tiene los unicos puntos de ramificacion 
s = 0, z = co . 

4. La delimitacion y numeration de las diferentes hojas es pura- 
mente convencional. Nada impide reemplazar el corte a lo largo del se¬ 
mieje real negativo por otro cualquiera, recto o no, que una los puntos 
de ramificacion (nota 3) 0, co; por ejemplo, el semieje real positivo, o un 
semieje imaginario. Hemos elegido el corte, o sea, la delimitacion de ho¬ 
jas, de modo tal que pertenezcan a la misma hoja todos los valores de la 
determination principal [116-3] . 

d ) Para estudiar la distribution de valores de la funcion 
w = In z al variar z en el piano multiple de Riemann, obser- 
vemos que poniendo z = re ir P, w — u, + iv, (r > 0, cp, u, v rea¬ 
les), de z = e w 6 r. e i( p = e tl+iv = e u e iv resulta 

r = e u , cp = v , 

y entonces: 

d-i) A cada circunferencia r = C (— oo<cp<co) del pia¬ 
no z, corresponde una recta “vertical” u = Ln C del piano w, 
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que al crecer el radio de 0 a w (0<r=C< w), se des- 
plaza “hacia la dereeha” barriendo una vez el piano w 
( — co <% = LnC< + co); 

d<>) A cada rayo <p = c (0<r<oo) que parte del origen 
O del piano z, corresponde una recta “horizontal” v — c del 
piano w. Cuando aquel rayo barre una vez el piano z (exclui- 
dos z = 0, z = co ), al crecer cp de —k a at (— n < cp = c < jt, 
determinacion principal Arg 
z del argumento), esta recta 
“sube” barriendo solo una 
franja horizontal: —jt < 

< -y < jt, de anchura 2jt, del 
piano w (franja de la deter¬ 
minacion principal del loga- 
ritmo). A cada cuadrante III, 

IV, I, II del piano z corres¬ 
ponde una franja menor (de 
anchura -Jot), IIP, IV', I', II', 
como indica la figura 426. 

d 3 ) Si dejamos de lado la restriction —jt < c < n (es de- 
cir, consideramos cualquier determination de arg z), al crecer 
c de — co a co, el rayo movil barre infinitas veces el piano z. 
A cada barrido complete corresponde el de una franja hori¬ 
zontal de anchura 2jc en el piano w. Cualquier rayo cp — h 
puede fijarse como limite de barriclos sucesivos del piano z 




riir. 427. 
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(cfr. nota 4). Para h = n el limite sera el semieje y = 0, 
x < 0, elegido en b como corte o delimitation de hojas en el 
piano multiple de Riemanm ; en tal caso, una de las sucesivas 
franjas que en con junto cubren una vez el piano w es la co- 
rrespondiente a la determination principal del logaritmo (cfr. 
d 2 ) y a la hoja k = 0 (cfr. c) de la superficie de Riemann, 
y las demas franjas corresponden a las demas hojas k—± 1, 
±2, ... (fig. 427). 

Ejemplo. Los puntos del rectangulo a < u < b, c < v < d del piano 
w corresponden a los del sector de corona circular del piano multiple z;_ 
e a < r < e", c < tp < d> que tendra puntos superpuestos en el piano z si 
y solo si cl — c > 2 k. 

Nota 5. Si l>ien por ch a una circunferencia que barre una vez el 
piano z (salvo 2 = 0 e co) corresponde una recta vertical que barre una 
vez todo el piano w, debemos observar que a cada punto de una circun¬ 
ferencia corresponden infinitos puntos de la recta vertical correspon¬ 
diente. Por ejemplo a los puntos P(z = l|/c) (k = 0, ±1, *2, ...) ^ su¬ 
perpuestos en cl piano z corresponden on el ])lano w los puntos P * = 
= 2kni (fig. 427). 

En cambio es biunivoca la correspondence entre los puntos de la 
circunferencia r = C, — co < tp < co, de la superficie de Riemann, que 
es una curva abierta de longitud infinita, y los puntos de la recta 
u = Ln C. 

2. Funciones w— Vz y w = <Yz. — «) Consideremos la funcion mas 
sencilla z = w* cuya inversa 

[116-7] w = Vz , con e = re i( P , w = Qe' ld , 

no es uniforme. 

Como por [116-7] es (§ 10-2): 

[116-8] 0=4- V** ; 0 = 1<P - 

a cada semirrecta (cp = constante) que parte de 0(2 = 0) corresponden 
dos semirrectas opuestas a partir de O’ (w — 0), segun se tome en la 
segunda [116-8] por ejemplo cp = Argz 6 cp = Argz + 2 tc. Las circun- 
ferencias de centro 0(2 = 0) se transforman en circunferencias de cen- 

t10 Cadi "punto w es correspondiente de un unico punto z; en cambio, 
a cada punto 2 corresponden dos puntos w diferentes. Am, por ejemplo, 
los puntos simetricos respecto del origen: uh{q — 2 e _ 30 ) y wzKQ — Z., 
5 = 210°) son correspondientes de un mismo punto: z(r — 4, cp _ bu ). 

Como en § 116-1, tambien ahora se pue- 
den utilizar las ventajas de la uniformi- 
dad, mediante el piano multiple de Rie¬ 
mann, que en este caso constara de dos 
hojas. . 

Imaginemos que una semirrecta del_ pia¬ 
no iv = u + iv gire alrededor del origen, 
partiendo de una posicion inicial coinciden- 
te con el semieje de las u positivas (que 
llamamos cc') ; la semirrecta homologa del 
Fig. 428a. piano z = x + iy girara alrededor de _0, 

iniciando su giro en la posicion a, coin¬ 
cident con el semieje de las a- positivas (fig. 428a). Cuando la semirrecta 
movil del piano w haya girado a/4, su homologa del piano 2 habia gi 
rado jt/2 ; cuando la primera llegue a confundirse con el semieje posi- 
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tivo v, la segunda llegara a confundirse con el semieje negativo x; en 
fin, cuando la semirrecta del piano w haya descrito el semipiano v > 0, 
la homologa habra descrito ya todo el piano z (flechas simples de fig. 
428c; y fig. 428a); y la posicion b' de la primera sera la correspondiente a 
la posicion b. Obtenemos, pues, una correspondencia biunivoca y continua en¬ 
tre el semipiano superior v > 0 y el piano 2 , si efectuamos en este un corte 
rectilineo a lo largo del semieje y = 0, x > 0, considerando el borde a 
como homologo del borde a' y el borde inferior b como homologo del b'. 


l(w)>0 


Pero si el rayo generador del piano w sigue girando en sentido po¬ 
sitive y describe el semipiano inferior v < 0, desde la posicion b' a la a', 
entonces, creciendo su argumento 5 desde a a 2k, el argument del rayo 
homologo crece desde 2k a 4a, es decir, engendra de nuevo el piano 2 
dando una segunda vuelta en torno de O (flechas dobles de fig. 428c; y 
fig. 428b). Esta segunda hoja engendrada, y que se corresponde biunivoca- 
mente con el semipiano v < 0, la hemos dibujado aparte (fig. 428b, 2 n) , para 
hacer mas visibles sus relaciones; lo mismo que en la hoja I, es preciso con- 
siderar separadamente los dos hordes b y a inicial y final de esta hoja 
II que corresponden a los hordes b' y a' inicial y final del semipiano 
a- < 0. 

Construidas separadamente estas dos hojas, lograremos una corres¬ 
pondencia biunivoca y conti¬ 
nua entre los puntos del pia¬ 
no complete tv y del piano 1 

doble 2 , superponiendo la ho- , ^ . 

ja I sobre la II y conec- i 

tando los hordes que corres- AT 2 iM 

ponden a una misma semi- // 1 // 

rrecta del piano w, es decir, // J // , « , 

a con a y b con b, tal cual 1/ | £_ _j_J a V° 

se indica en los cortes nor- // 1 O \/j 

males representados en la l V ] Aj 

figura 429, en la cual se NX) SV 
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Si w recorre una curva cerrada que contenga en su interior el ori¬ 
gen, describe 2 una curva que da dos vueltas en torno de 0, situada en 
ambas hojas, y que tambien divide a la superficie en dos porciones de 
dos hojas (cfr. § 116-4, nota 3). 

b) Analogas consideraciones son aplicables a w=-^/z, n > 2, pero 
ahora se tiene en lugar de [116-8] : 

[116-9] o = + -tfr , o = (pin , 

y de la segunda de estas relaciones sigue como en a) , que un rayo que 
parte de O' (iv = 0 y gira desde 0 — 0 hasta 0 ■= 2,n, barriendo una vez 
todo el piano w, es homologo de un rayo de origen 0 (z = 0) que al girar 
desde <p = 0 hasta cp = 2nn barre n veces el piano z. Entonces a un 
punto z += 0 del piano z corresponden n puntos del piano w ; la unicidad 
se obtiene solo con respecto a los puntos P(z|/c) (k = 0,-1, 1) 

de un piano w-ple o de n hojas, donde se pasa de una hoja a la siguiente 
(modulo n, § 6-11) cada vez que se atraviesa en el sentido positivo de 
rotacion una semirrecta (por ejemplo, y — 0, x > 0) de origen O(z = 0). 

Notas: 1. La topologia de la superficie de Riemann de •'J/z puede 
caracterizarse (§ 116-1, nota 2) como la m&s debil de las que hacen </z 
continua en la superficie de Riemann. 

2. Los puntos z = 0 y z= co del plano-esfera complejo z (§114-5) 
y solo ellos son de ramificacion (§ 116-1, nota 3) de la superficie de 
Riemann de -tfz, que llamaremos de ordenjn — 1 por corresponder a n 
hojas*, y de ramificacidn simple para Vz. 

3. El corte a traves del cual se pasa de una hoja a otra puede ser 
una curva simple cualquiera C que una los puntos de ramificacion z=0, 
z = co (cfr. § 116-1, nota 4). C define la delimitation de hojas. 

3. Funcion de Joukowski z = l[w + (1/w)]. — fiste es uno de los 
ejemplos mas sencillos de funcion racional no lineal, muy importante en 
Aerodinamica **. 

La funcion esta definida en todo el piano w, y es finita en el, ex- 
cepto en los puntos 0 e co, La hemos escrito en la forma z = f(w) por- 
que habremos de considerar su funcion inversa, que es biforme, como 
resulta de la ecuacion: 

[116-10] w 2 — 2 zw +1 = 0 ; w = z ± Vz 2 —1 , 

y solamente hay dos puntos de ramificacion (comunes a las dos ramas 
de la superficie de Riemann; cfr. § 116-1, nota 3) z=l y z = —1, 
cada uno de los cuales tiene confundidos sus dos homologos, por anular 
al discriminante z a — 1. Para cualquier otro punto z, resultan dos valo- 
res de w, reciprocos uno de otro, como resulta de la ecuacion [116-10] ; 
por tanto, uno de ellos es interior a la circunferencia r=l y otro ex¬ 
terior. 

La correspondence entre ambos pianos se obtiene facilmente obser- 
'Iff 

vando que si es w = qc £ , resulta: 

* Algunos autores, en especial alemanes, llaman de orden n al punto de ramificacidn 
de n hojas. 

** A una circunferencia C del piano w que pase por tv = — 1 y contenga al punto 
w = 1 en su interior, corresponde en el piano z una curva en forma de ala, llamada 
perfil de JOUKOWSKI, de modo que se corresponden conformemente los exteriores. Para 
las distintas circunferencias C en las condiciones dichas, se tiene una familia de perfiles 
de Joukowski de donde puede elegirse uno que represente exacta o aproximadamente un 
ala dada, y utilizarlo en los problemas practicos que plantea el estudio del flujo de aire 
a su alredcdor. 
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Cada circunferencia p = const, del piano w corresponde a la elipse 


A cada rayo o — constante, corresponde la hiperbola 


L J cos 2 o sen 2 o 

Cada par de circunferencias concentricas, cuyos radios sean nume- 
ros reciprocos q y 1/q, dan como transformada la misma elipse [116-11]; 
y a la circunferencia a = 1 corres¬ 
ponde como elipse limite el segmento i i | I i | I 
(—1, +1), en el cual habra que con- 1 I | I 1 I 1 

siderar dos hordes; correspondiendo j ! ! j | 1 _! 

al inferior a la semicircunferencia 

superior a' y al borde superior b | i i I I I I 

la semicircunferencia inferior b'. Si I | | f| I i I 

efectuamos en el piano z un corte l I 1 I l I 

a lo largo de este segmento (—1, —4-■ } -^-4'"'-=4^=4= = == j-i-rr- 

+ 1) (fig. 430), obtenemos una co- —| ^ _±f Oj |1 J 1 ^ 

rrespondencia biunivoca y continua . [ 2 | | | ? | | 

con los puntos del circulo de radio 1. Ill --I I I I 
PuestO que cada dos puntos inverses I | | 2 | | | i 

w y 1/w tienen el mismo homologo, —I-1-1 I I I I 

resulta analogamente el piano z, con 

el mismo corte (—1, +1), como j J , | | J [ 

transformado del recinto infinito ex- ... 

terior a dicho circulo; correspondien¬ 
do al borde superior a la semicircun¬ 
ferencia superior a' y al inferior b la inferior b'. 

Uniendo estas dos hojas identicas, de igual modo que lo estan las 
dos regiones del piano w, es decir, a con a y b con i>, obtenemos un 
piano doble, que es la superficie de Riemann correspondiente a la fun¬ 
cion estudiada. 

/ Dibuje el lector el re- 

X l = 0 x=- ticulo polar del piano iv y 

. \ -—I — X /~l x= f su homologo, como acaba- 

-Sr—-- I mos de indicar, pues en la 

^ \ I / 7~~ figura se ha adoptado el 

^ I cartesiano, que interesa mas 

. \ / ! yix / ^— en Mecanica de fluidos. Las 

. \ / | y ] \ / J lineas y = constante son U- 

| / ui ) / / neas de corriente de un flui- 

~~7 A 0T“ i~F \ - do que se desliza paralela- 

. / \ I \ I J \ \ mente con un cilindro circu- 

_ . / \ . \ [/ \ \ lar sumergido en el; las 11- 

\. yw-< —’ neas x = constante se 11a- 

' ——'' \ man equipotenciales ; en los 

-V I j _ \ \ _ puntos w — ± 1 en que se 

I l —1 _ l. - \ ? anula la derivada, la velo- 

* - | ' j x=l x= | cidad es nula y se Hainan 

x=0 ~2 puntos de remaneo (fig. 

Fig. 41)1. 431). 


/ 1 \ 

1 / 

1 \ 

( q H-) cos o 

1 

C) 

CM 

II 

-t) 
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4. Caso general. — Aunque sale del plan general de este 
libro el estudio sistematico de pianos riemannianos, procure- 
mos siquiera sacar algunas consecuencias de estos ejemplos, 
aplicables a otros. Si z = f(w) es uniforme, hemos visto en 
§ 114-2, b, que los unicos puntos regulares w tales que en la 
proximidad de su homologo la funcion inversa puede dejar de 
ser uniforme, son aquellos w 0 que anulan a la derivada, es de- 
cir, las ralces de la ecuacion f'(w)=0. El punto z 0 = 
que tiene al menos dos valores homologos confundidos en Wo 
se llama punto de ramification en el piano z, y son justamente 
tales puntos aquellos en que se ramifican las diversas hojas del 
piano multiple extendido sobre el piano z, o en que se confun- 
den diversas ramas de la funcion inversa. 

Asi, en la funcion w* su derivada tiene la sola raiz w = 0 
y el unico punto propio de ramificacion es el z = 0 (cfr. § 116-2, 
nota). 

Para la funcion de Joukowski (§ 116-3), su derivada es 
1 —(1/w 2 ), que se anula en los puntos w = ± 1 y los corres- 
pondientes de ramificacion son los z — ± 1. Las dos hojas del 
piano doble deben cruzarse por una linea trazada entre ambos 
(por ejemplo, el segmento que los une), como indica la figura 
430, donde solamente se ha dibujado una hoja y el recinto ho¬ 
mologo del piano w. La otra hoja, con el mismo reticulado, co- 
rresponde al clrculo | w | < 1. 

La derivada de e w no se anula para ningun valor propio, 
pero cada punto 2 que tiende a 0, 6 bien a oo, tiene sus infi- 
nitos logaritmos que tienden a confundirse con el punto w = co 
en uno u otro sentido, y por eso las infinitas hojas se han co- 
nectado en una linea que une el punto z = 0 con el z = co. _ 

Definida la funcion analitica completa (§ 115-12) a partir 
de un elemento uniforme, la unicidad de la prolongacion a lo 
largo de una misma sucesion de recintos rampantes (por ejem¬ 
plo, cadena de circulos), no obsta para que los valores alcan- 
zados a lo largo de dos caminos distintos puedan ser diferen- 
tes y aun mas que el punto final del piano z se presente como 
regular a lo largo de un camino y como singular de otro; tam- 
bien puede decirse que la prolongacion de la funcion a lo largo 
de una curva cerrada que empiece y acabe en z n puede dar al 
final un elemento de funcion en z 0 (acaso ni existente) que no 
coincida con el primitivo. 

EJEMPLO. La funcion %o = v4n z tiene sus ramas definidas por 

w — ± V Ln z + i(Arg z + 2 kit) , — jt < Arg z < st ; 

el punto 2 = 1 no es regular para ninguna de las dos ramas correspon- 
dientes a k = 0, pero si para todas las demas. 

Notas: 1. El conjunto de elementos a los que se llega en 2 partien- 
do de z 0 , cualquiera que sea el camino de 2 0 a z a lo largo del cual la 
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funcion es prolongable, se demuestra que, a lo mas, es infinito-numerable 
(POINCARE-VOLTERRA) . 

2. Puede conseguirse una uniformacion local alrededor de los pun¬ 
tos de ramificacion a de n hojas por el cambio de variable 2 — a = t". 
En el caso de que la funcion uniforme t m i(a+ t ") (con m numero na¬ 
tural) sea regular en t — 0, se dira que a es un punto algebraico 0 svn- 
gularidad ulgebraica de f(»). Si el punto de ramificacion es de orden 
infinito, se obtiene una representacion uniforme mediante t=m(z — a), 
de modo que f(a + e‘) sea uniforme en el entorno de a; se dice entonces 
que el punto a es una singularidad logaritmica, de f( 2 ). El problema 
mucho mas delicado de la uniformacion global fue atacado en el siglo XIX 
por Klein y Poincare, y posteriormente por Koebe. 

3. Las superficies de RlEMANN tienen propiedades topologicas esen- 
cialmente diferentes a las del simple plano-esfera. Asi, en ellas puede no 
cumplirse el teorema de Jordan sobre las dos regiones que separa toda 
curva simple cerrada. Por ejemplo, la superficie de RlEMANN de dos 
hojas correspondiente a la funcion. 

w = V '(2 — a,) (2 

tiene los 4 puntos de ramifica¬ 
cion a.,; una curva cerrada C 
contenida por completo en la 
hoja superior y que encierre 
solo los puntos «i y a-_. no di¬ 
vide a la superficie en dos re¬ 
giones; pues dos puntos z a y z> 
que en la hoja superior son in¬ 
terior y exterior a C, pueden 
unirse por un camino (fig. 

432) que no atraviese a C va- 
liendose do los cortes para pa- 
sar a la hoja inferior (donde 
el camino se ha dibujado a tra- 
zos). 


— a s ) (z — a 3 ) (2 — a 4 ) 



Fig. 432. 


Ejercicios 


1. Partiendo de las formulas de Eulior (§ 45-3, b), obtener las si- 
guientes expresiones de las funciones circulares inversas: 

1 1 1 + w i . i + g . 

arc tg * = - 2 -r In = T ln 1 -1 ’ 

arc sen 2 = i . ln ( Vl — z" — iz ). 

2. Deducir del ejercicio 1 los infinitos valores de cada una de las dos 
funciones arc tg 2 , arc sen 2 . 


3. Dibujar en los pianos 2 , w, los reticulados definidos por las for¬ 
mulas [116-11] y [116-12] en que se descompone en coordenadas polares 
la funcion de Joukowsky, y construir en el piano 2 las transformadas 
de curvas dadas sobre el piano w por ecuaciones polares. 
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§ 117. SlNGULARIDADES 

1. Pimtos singulares aislados. — a) Singularidades evita- 
bles. — De igual modo que en el campo real se completa la de¬ 
finition de una funcion en un punto a con el verdadero valor, 
cuando existe limite para x a, se dice que la singularidad 
del punto a es evitable cuando, completando la definition de 
f(z) en el, se hace regular en el mismo. Tambien aqui apa- 
rece una vez mas la diferencia esencial ya senalada; mientras 
la acotacion de f(x) no basta para la existencia de limite y, 
aun existiendo este, solamente se logra la continuidad (aunque 
exista derivada en los restantes puntos), en cambio basta exi- 
gir la regularidad y la acotacion de la funcion f(z) en el en¬ 
torno reducido (es decir, excluido a) para asegurar la regula¬ 
ridad en a, o sea, la existencia de limite o verdadero valor, y 
la monogeneidad en el (Weierstrass, 1841; RlEMANN, 1851). 


En efecto, aplicando el mismo artificio que on § 115-7, si C es una 
circunferencia que contiene en su interior el punto a, c otra de centro z 
y radio r; y « otra de centro a y radio q, ambas exteriores entre si y 
contenidas dentro de C (fig. 433), se tiene: 


JLf f( *L _ i r 

2m J c t — z ~ 2m J c 




El primer sumando vale f(z) como vimos 
en § 115-7, y el segundo es en valor absoluto 
menor que 

1 K2jtq _ K 

2k d ~ d Q ’ 

si es \t — z | > d, |f(z)|<K, 

luego, es un numero arbitrariamente pequeiio, 
que debe ser nulo, pues el primer miembro 
es constante; la integral 


1 

2m 


expresa, pues, el valor de f (z) en todo pun¬ 
to interior a C, distinto de a; pero segun 
§ 115-8 esta integral es tambien regular en el punto a, luego la funcion 
dada f(z) queda completada con su verdadero valor, que viene dado por 
dicha integral, poniendo z — a. 


Si f (z) es regular en el entorno del punto z = co, es decir, 
para | z | > R, y esta acotada en ese entorno, haciendo el cam¬ 
bio de variable z = l/£, la nueva funcion f(l/£) es regular y 
acotada en el entorno del punto £ = 0, luego tiene verdadero 
valor en el; por tanto, es finito el limf (z)—k, el cual asig- 
naremos a f (z) en el punto co escribiendo f(oo) = k, notation 
legitima como ya hemos justificado en § 114-5. La funcion 
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f(z) se dice regular en el punto oo, cuando la f(1/C) lo es 
en 0. 

b) Clasificacion de los puntos singulares aislados. — Se 
llama asi todo punto en que f(z) no es regular, siendolo en 
cambio en un entorno reducido de dicho punto. Sea el punto a 
propio o impropio, es decir, sea el valor complejo finito o in- 
finito, caben solamente tres casos: 

1^) Existe lim f (z) = k finito para z a (singularidad evi¬ 
table, ver a). 

2 Q ) Existe limf ( 2 )= co para a (singularidad polar). 

3°) No existe limite finito ni infinito para z->a (singu¬ 
laridad esencial). 

Si la singularidad en a es polar, este punto propio o im¬ 
propio se llama polo, y como la funcion l/f(z) tiene limite 
nulo para z->a, el verdadero valor de f( 2 ) es co. 

Aunque la funcion f (z) no este definida en un punto a, si 
su limite es 0 y se completa con este verdadero valor, es a un 
cero (§ 115-11) de f(z). Por tanto: 

Los ceros de f(z) son polos de 1/f (z) y reciprocamente. 

Si los puntos w se representan sobre la esfera, quedan equi- 
parados los ceros y los polos z, puesto que a cada uno le co- 
rresponde un punto bien determinado en dicha esfera. Por esta 
razon, las verdaderas singularidades son las del tercer tipo, y 
por ello se llaman esenciales. Una funcion se dira regular es- 
fericamente en un recinto si en el es regular o, a lo mas, tiene 
polos. 

De § 115-11, teor. 4, resulta: Si f(z)f^0, todo punto de 
acumulacion de ceros es singular esencial. 

Si a es tal punto de acumulacion de ceros y, por tanto, li¬ 
mite de una sucesion de ceros a r , no puede ser polo, por la de¬ 
finition; tampoco punto regular, pues entonces seria f(a) = 
= limf(a r )=0 y resultaria eero no aislado, luego f(«)=0. 

Resulta, pues, que la existencia de infinitos ceros implica 
la de algun punto singular esencial propio 0 co, pues el teore- 
ma de Bolzano (§ 64-4, nota 3) vale tambien en el plano- 
esfera complejo. Lo mismo sucede si hay infinitos puntos de 
nivel, esto es, soluciones de la ecuacion f(z)= k, 0 sea, ceros 
de la funcion f(z)— k. 

Si a es singular esencial, la funcion f(z) no esta acotada 
en su entorno, es decir, toma valores arbitrariamente grandes; 
pues de lo contrario, seria la singularidad evitable en virtud 
del teorema de Weierstrass-Riemann (a) ; y no solamente se 
acerca indefinidamente al valor co en el entorno de a, sino 
tambien a cada valor finito k; pues si fuese | f(z)— k\ > h 
en todo un entorno de a, la funcion l/[f(z)— k] , acotada su- 
periormente, tendria limite finito para z a ; si este limite 
fuese nulo, seria a polo de f(z)— k y tambien de f(z) ; si el 
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limite fuese distinto de 0, serla a punto regular de f(s)— k y, 
por tanto, de f(z). Resulta asi el llamado teorema de Casso- 
RATI - WEIERSTRASS *. 

En cada entorno de un punto singular esencial se aproxima 
f (z) indefinidamente a cada valor complejo, finito o infinito. 
(WEIERSTRASS, 1876). 

Nota. El siguiente criterio es de gran aplicacion practica para co- 
nocer la naturaleza de un punto z« respecto de una funcion que se sepa 
es regular en un entorno reducido de z n : Dado un valor c, si es 
limf(z)=c para z —> z a , la funcion es regular y tiene un punto c en 
z„, (a) ; si existe un entorno de c fuera del cual caigan todos los valores 
de f (z) correspondientes a los puntos de un entorno de z,., el punto Zo 
es regular y en el la funcion no toma el valor c; si no se da ninguna 
de ambas condiciones el punto z 0 es singular esencial. Dicho criterio apli- 
cado a c = co constituye el teorema de WeierstrasS-RIEMANN (a). 

Aun mas, si | z — z ( > |* | f (z) | se conserva acotado cuando z —> z 0 (bas- 
tando que ocurra ello sobre una sucesidn de circunferencias |z — z 0 1 = r„ 
con r„—>0), entonces el punto z„ es, a lo mils, un polo de orden k. En 
particular, para z 0 = co se tiene la siguiente generalizacion del teorema 
de LlOUVILLE: Si la funcion entera f(z) es ial que |f(z)/z*| se con¬ 
serva acotado para z —> oo (bastado que ello ocurra sobre una sucesion de 
circunferencias cuyo radio —>co), entonces f(z) se reduce a un polino- 
mio de grado < Ic. 

E .temtlos: 1. La funcion w = z es regular en todo el piano excepto 
el punto co, que es polo. 

2. La funcion 1/z es regular en todo el piano, incluso en el punto 
oo, que es su unico cero, y excluido el punto z = 0 que es polo. 

3. Una funcion racional P(z)/Q(z) es regular en todo el piano, ex¬ 
cepto en los ceros de Q(z) que son polos de ella; el punto z— co es 
regular si el grado de P no supera al de Q, pues entonces hay limite 
finito (en particular co es un cero si el grado de P es menor que el de 
Q) ; y dicho punto co es polo de la funcion si el grado de P supera al 
de Q, pues entonces el limite es infinito. 

4. La funcion e- es entera, es decir, regular en todo el piano; pero 
co es singular esencial. Si z -» co en la direccion -f x, resulta limite 
+ co; en la direccion — x, resulta limite 0; en la direccion 4- y la 
funcion e vi = cos y -f- i sen y carece de limite y toma todos los valores 
de modulo 1. 

2. Clasificacion de las funciones por sus singularidades. — 

Se llaman enteras las funciones regulares en todo piano pro- 
pio; tales son los polinomios (funciones algebraicas enteras), 
que tienen como polo el punto oo, y, en general, las definidas 
por series de radio infinito; pronto veremos (§ 118-2) que este 
algoritmo expresa todas las funciones enteras; si la serie no 
se reduce a un polinomio, el punto oo es singular esencial y la 
funcion se llama trascendente entera. 

Las funciones racionales no enteras tienen polos finitos, 
por el teorema fundamental del Algebra (§ 18-1), y el punto 
oo es regular o polo, segun sean los grados de numerador y 
denominador (§ 117-1, ej. 3; cfr. § 118-2). 
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Si f (z) no tiene otras singularidades finitas que polos (pu- 
diendo ser esencial el punto co), se llama meromorfa . En ge¬ 
neral suele llamarse meroforma en un dominio, si en el carece 
de puntos singulares esenciales; y si tambien carece de polos, 
es decir, si es regular (§ 114-3), se dice que es holomorfa 
(cfr. § 115-12). 

Si la funcion no es uniforme, se presentan, ademas, los pun¬ 
tos de ramificacion que ya hemos considerado en § 116. 

EJEMPLOS: 1. Son trascendentes enteras: e z , e~ s , e‘~, sen z, cos z, 
pues vienen definidas por series de radio co y, como hemos visto en 
§ 117-1, ejemplo 4, carecen de limite para z —> co. 

2. Las funciones (sen z) fz y z/(sen z) son tambien enteras, pues en 
el punto z = 0, unico que anula al denominador, existe el verdadero va¬ 
lor 1, por definicion de derivada. 

3. La funcion cotgz tiene como polos los cei’os de sen z, es decir, 
± nn, por ser ceros de la reciproca tgz. Viceversa, los polos de esta 
son los ceros de cotgz, o sea, los de cos z, que son (± n- f- L)n. Ambas 
funciones son meromorfas. 

4. Mas general: el cociente de dos funciones enteras P(z)/Q(z) es 
una funcion regular en los puntos que no anulan al denominador, pues 
tiene derivada iinita, que se puede calcular por la regia del cociente; los 
ceros de Q(z) que no lo sean de P (~) son polos de cociente, por ser 
ceros de la reciproca. El cociente es, por tanto, una funcion meromorfa; 
y puede ser entera, como en el ejemplo 2. 

Nota. En cada polo simple a, el residuo (§ 115-6) se calcula por la 
misma regia dada en § 115-6, b) , para el cociente de polinomios, 
esto es: P(a.)/Q '(a), como el lector puede deducir de la formula de 
Cauchy (§ 115-7). Por ejemplo, el residuo en el punto nn de la funcion 
cotg z es cos iwt/cos nn = 1 y el de cosec z es 1/cos ftjr = (—1)“. 

3. Residuo de la derivada logaritmica. — Se dice que el 
punto a es polo de orden m cuando (§ 117-1, b) es cero de or¬ 
den ra en la funcion 1/f (z), es decir, cuando se verifica en 
todo un entorno de a : 

[117-1] f(z) = (z — a)- m cp(z) , 

[a regular, pero no cero de cp(z)]. 

Se pueden considerar, pues, los polos, como ceros de orden 
negativo. 

Sea m positivo o negativo; tomando logaritmos en [117-1] 
y derivando despues, resulta en todo punto z ^ a de un entor¬ 
no de a: 

[117-2] Inf (z) = win (z — a) + lncp(z) , 

f '(z) _ m _ q/(z) 

f (z) z — a 1 cp(^) 

Como q>(a) es finito no nulo, resulta: 

a) Todo cero y todo polo de f(z) es polo de primer orden 
de la derivada logaritmica y el residuo en el es su orden, si 
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se conviene en asignar a, Los polos orden negativo. Por tanto, 

[117-3] -h r Ji L z > d« = N —• P , 

2m Jc f (z) 

si es N el numero de ceros y P el de polos, entendiendo que 
se cuentan los interiores a C, y cada uno con su orden positivo. 

La primitiva de la derivada logaritmica es lnf(z) y su incremento 
al recorrer z la curva C es el incremento de i . arg w, luego, el primer 
miembro de [117-3] es el numero de vueltas que da w alrededor del ori- 
gen al recorrer 2 el circuito C; resulta asi este teorema, que generaliza 
otro de Algebra (§ 41-3, nota) : 

b) El numero de vueltas que el punto w da en torno del origen al 
recorrer z un circuito C, es el numero de ceros de f (z) menos el numero 
de polos interiores a C. 

En particular, si f (z) es regular, se tiene el numero de ceros; y por 
fraccionamiento del recinto se pueden separar y calcular estos por metodo 
geometrico, pero no existe un algoritmo que permita determinar el nu¬ 
mero de vueltas, como se hizo en Algebra. 

4. Teorema de Picard y direcciones J, de Julia. — Segun el teorema 
de Weierstrass (§ 117-1, b), en el entorno de cada punto singular esen- 
cial se aproxima i(z) indefinidamente a todo valor finito, y tambien a 
co; pero en el ejemplo e s , vemos que no solamente se aproxima en cada 
entorno del punto z — co a cualquier valor, sino que los toma todos, ex- 
cepto el 0 y el co. En efecto, sera e ! =. a en los infinitos puntos: 

In a = In | a | -f £(Arga + 2kn) , (k = 0, ± 1, ± 2, . ..). 

Picard logro demostrar que esta propiedad es general para toda 
funcion meromorfa] es decir, si f(z) es regular esfericamente en todo 
el piano, con el punto co singular esencial, toma en cada entorno de el 
todos los valores, excepto a lo sumo dos. 

Mas general: Si el punto z 0 es singular esencial y en un entorno no 
existen otros puntos singulares esenciales (aunque puede haber polos), la 
funcion toma en cada entorno de z infinitas veces cada valor, finito e 
infinito, excepto a lo sumo dos. (Picard, 1870). 

En particular, si f(z) es holomorfa en el entorno del punto singular 
esencial, tiene a lo sumo un valor excepcional finito. Asi, una funcion 
trascendente entera (que en el piano propio ya nunca alcanza el valor 
co) toma en cada entorno del punto co todos los valores finitos, excepto 
a lo sumo uno. 

Este teorema, que completa brillantemente el de Weierstrass, ha 
dado origen a copiosa literatura e impulsado el progreso de la teoria de 
funciones. 

Observemos en la funcion e° que los infinitos puntos 2 en que la 
funcion toma un valor prefijado, se alejan infinitamente en sentido ver¬ 
tical; de modo tal, que si se toma un entorno angular del semieje y > 0 
o bien y < 0, en cada uno de estos angulos toma w todos los valores 
finitos excepto uno. En cambio, si se toma el entorno angular de otra 
recta (por ejemplo del semieje i>0 o del x < 0) en el no tiene w la 
misma propiedad. Las semirrectas que parten de un punto singular esen¬ 
cial y tienen esa propiedad de que en cada entorno angular suyo toma la 
funcion holomorfa f (z) todos los valores excepto a lo mas uno finito, se 
llaman direcciones de Julia 6 J, y su estudio iniciado por este insigne 
analista frances en 1924, ha perfeccionado el teorema de Picard, dcmos- 
trando que toda trascendente entera tiene al menos una direccion J. 
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La funcion cxponencial tiene, pues, dos de tales direcciones, que son 
las de los semiejes y > 0 , y < 0 . 

Nota. El caso de las funciones meromorfas ha sido completamente 
estudiado por OstROWSKI. Si estas son de genero positivo (§ 118-5, b), 
admiten tambien, al menos, una semirrecta J tal que en un angulo de 
abertura arbitrariamente pequeha, bisecado por J, la funcion meromorfa 
toma una infinidad de veces todo valor finito o infinito, salvo a lo mas 
dos valores excepcionales. Pero ahora el teorema deja de cumplirse para, 
ciertas funciones meromorfas de genero cero cuyos polos y ceros verifi- 
can condiciones particulares de regularidad. 


Ejercicios 


1. Probar que si f(z) tiene en un recinto limitado por una curva 
simple cerrada C un solo cero simple a y es regular en C y su interior, 
aquel cero esta dado por 

1 C f '(*) 

a = - 7 7—r z - 77 -v— dz. 

2m Jc f(z) 

2. Generalizar el teorema sobre el residuo de la derivada logaritmica 
(§ 117-3) en la siguiente forma: Si <p(z) es analitica en el dominio ce¬ 
rrado limitado por una curva regular simple y cerrada r, y f(z), regular 
esfericamente (§ 117-1, b) en el mismo dominio, tiene en el sus ceros en 
Oi, a ..., an y sus polos en b 1 , 5a, ..., bp, se tiene: 



d t = 2 <p M - 2 cp(6 P ). 
i(t) «=i p=i 


3. Mediante el calculo del residuo de la derivada logaritmica (§ 117-3), 
demostrar el siguiente teorema de RouCHli:: Si f(z) y cp(z) son rcgula- 
rcs en un contorno simple cerrado C y su interior G, y | cp(z)| < | f(z)| 
en C, el numero Ni de ceros de f(z) en G es igual al numero Ns de ceros 
de f (z) + cp(z) en G. 


4. Aplicando el teorema de Roucuti (ejercicio 3) a las funciones 
f(z) = o„z'‘, cp(z) = a 1 z"- l -f am n -*+ ... -fa.., demostrar que f(*) + 
-f (p(z) = OoZ" -j- aiz"' 1 + ... + a„ tiene exactamente n ceros (contando 
cada uno con su orden) en | z | < R si R es suficientemente grande 
(teorema fundamental del Algebra). 

5. Utilizando el teorema de Rouche (ejercicio 3) demostrar el si¬ 

guiente teorema de Hurwitz: Sea f„(z) una sucesion de funciones re- 
gulares en un recinto G, uniformemente convergente en G hacia una fun- 
cion i(z) (regular por § 115-9, teor. 2) no identicamente nula. Un punto 
ZoeG es cero de f(z) si y solo si es punto limite de ceros de las funciones 
f n (z), considerando tambien puntos limites a los que son ceros de infi¬ 
nitas f n (z). . . 

Por tanto, el conjunto de los ceros de una serie de potencias en el 
interior del eirculo de convergencia, coincide con el conjunto de los pun¬ 
tos de acumulacion de los ceros de las sumas pai’ciales. 


6 . Diremos que una funcion F(z) es univalente cuando de z\ =f= Zi 
sigue F(zi)t^ F(zs). Mediante el teorema de Hurwitz (ejercicio 5) de¬ 
mostrar que: Si f„(z) es una sucesion de funciones regulates, uniformes 
j/ univalentes en un recinto G, que converge hacia una funci&n f (z ), no 
constant c, uniformemente en todo dominio cerrado coiitenido en G, en ton¬ 
ers es f (z) univalente en G. 
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§ 118. Desarrollos indefinidos y aplicaciones 

1. Desarrollo de Laurent. — Cuando el dominio de regula- 
ridad de i{z) es anular, la integral de Cauchy que expresa 
i(z) en el, se desdobla asi: 

mo n -cr~\ _ ^ jj. 1 C J4. 


[118-1] f(2) = --.-f d! — -'Ll 

2xi Jc t — z 2niJ c t — 2 

tcmando c en sentido positivo. 

Ccnsideremos separadamente las funciones: 

rw h r\ ... 1 C Ut 



[118-2] £,(*) = 


t — 


[n.8-3] f,(.) = 2 j r .m 


L J 7 2 niJ c t — z 

Como f (t) es continua en C, es 
f\(z) holomorfa en el interior de 
C, y analogamente es holomorfa 
f 2 (z) en el exterior de c. 

Supongamos ahora que el recin- 
to eontenga un anillo r < | 2 ; < R, 
Fig. 434 . y adoptemos sus circunferencias co- 

mo contornos c y C de integracion 
(fig. 434). Segun § 115-9, teor. 1, la funcion f, (z) admite un 
desarrollo en serie entera, valido en todo el circulo C: 

[118-4] f t (z) = 2 a n z n , con a n = 1 .- f dt » 

0 J c £ 

y analogamente, partiendo de la identidad 

1 1 f fn-i fn 

[H8-5] = ^+-nh • • • + + W(z-i) • 

que resulta de [115-26] permutando t con z, se demuestra: 
Toda funcion 

T7'/\ r ±‘(0 ^ 


F (z) = 


t — z 


expresada por una integral de tipo Cauchy (§ 115-8) es des- 
arrollable en serie de potencias de exponentes negativos 


[118-6] F(z) = 18 a. m z~ m con = — j f(t)t m ~ l dt , 

convergente en el exterior del minimo circulo de centro 0 que 
contiene el arco r de integracion. 
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Multiplicando [118-5] por f(t) e integrando sobre el arco r resulta 
[118-7] F(z) = ft-is' 1 + ••• + a ~ n z n + T -"( 2 ) > 

siendo a 1 , ..., a n dadas por [118-G] y 

[118-8] T- = J t ' 

luego si z es exterior al circulo R = max 1 t , 
las acotaciones hechas en § 115-10 se cambian 
asi (fig. 435) : 

r = | 2 | = R + d, 1 1 ]' < R, I t — z | > d, 

y el modulo del integrando de [118-8] es in¬ 
ferior a (R"/r n ) (M/d), que tiende a cero para 
n—> co, por ser R/r < 1. 

Aplicando [118-6] y [118-3] resulta 

CO 

[118-9] f 2 (z) = 2 a. m z~ m con 

tomando c en sentido directo. 

Como los desarrollos [118-4] y [118-9] valen respectiya- 
mente en el interior de C y en el exterior de c, en el interior 
de la corona cC valen ambos, y resulta el desarrollo de Lau¬ 
rent (1843) : 

■/, co 

[118-10] f(z) = Sfl/ + 2 a-mZ" n> , o bien: f(z) = 2 a n z n , 

cuyos coeficientes a,„ se calculan separadamente por las 
formulas [118-4], [118-9], o bien todos ellos por la formula 
[118-4], dando a n todos los valores enteros, incluso negativos, 
y tomando c como circuito para calcular estos coeficientes de 
indice negativo a_ n ; 0 para ambos una circunferencia concen- 
trica C' de la corona. 

Si el anillo tiene centro b, el desarrollo de Laurent adopta 
la forma: 

[118-11] i(z) = 2a n (z — b)» 4- 2c^(« — &)“* , 

0 1 

con 

1 f f W M 

[118-12] 2^J c Jt^b)^ At ’ 

a -“ = 2 Ti'.f f — , 

observandose que la formula de a„ vale tambien para indices 
negativos, a condition de integrar sobre c, en lugar de C, en 
sentido positivo respecto de b, 0 en ambas sobre C 7 . 
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2. Aplicacicn a los puntos singulares aislados. — La aplica- 
cion mas importante es la expresion de f (z) en el entorno de 
un punto singular aislado; en este caso, puede tomarse el ra¬ 
dio r arbitrariamente pequeno, y como los coeficientes a- m son 
independientes de r, pues al disminuir este las integrates 
[118-12] no varian, por la regularidad del integrando entre 
cada dos circunferencias, el desarrollo [118-11] vale para to- 
dos los puntos de un cierto entorno reducido de b, de modo que 
su parte descendente, llamada tambien parte principal del des¬ 
arrollo [118-11], permite caracterizar la singularidad de b. En 
efecto, si la parte descendente no existe, resulta b regular. Mas 
general: si los coeficientes a~ m son nulos desde uno en adelan- 
te, es decir, si la parte descendente o parte principal se reduce 
a un polinomio de grado k, es b polo de orden k; y reciproca- 
mente, si un punto b es polo de orden k, o sea, si f(z) es co- 
ciente por (z — b) k de una funcion regular y no nula, simpli- 
ficando resulta un desarrollo de aquel tipo; por ejemplo, si 
z = 0 es polo de orden 2, se tiene: 

t _ c o + Ci z + c 2 z 2 -\-... 

== "I—~—h c 2 + c 3 z + c 4 z 2 -f ... 

Caracterizados asi puntos regulares y polos, resulta carac- 
terizado, por exclusidn, el punto singular esencial aislado, por 
ser una serie de infinitos terminos no nulos la parte descen¬ 
dente del desarrollo de Laurent en ese punto. 

Notas: 1. El desarrollo en el entorno del punto oo se forma ponien- 
do z — 1/f y, aplicando las formulas anteriores a la funcion obtenida, 
resulta, al restituir la variable z, un desarrollo cuya parte entcra es de 
uno de estos tipos: 

constante polinomio de grado k > 0 serie 

(co regular) (oo polo de orden k) (co singular esencial) 

es decir, se obtiene el mismo criterio antedicho para los puntos propios, 
pero mediante la parte ascendente (ahora llamada principal) y no la 
descendente, que ahora no interesa, pues define una funcion regular en co. 

2. No se crea que la parte ascendente o entera del desarrollo en el 
punto 0 indica la naturaleza del punto co, pues aquel desarrollo sola- 
mente vale en un circulo que no tenga otro punto singular; y solamente 
sera valido en todo_ el piano cuando la funcion tenga un solo punto sin¬ 
gular finito, caso unico, en que permite caracterizar a la par este y el 
co, como acontece en el siguiente ejemplo 1, pero no en el ejemplo 2. 

3. Funcionalmente se definen las funciones racionales como las fun¬ 
ciones uniformes que son regulares esfericamente en todo el plano-esfera 
(ineluso en el co), es decir, pueden tener a lo mas polos. Estos se daran 
en numero finito (§ 117-1, b, y teor. de Bolzano), y entonces por apli- 
eacion del desarrollo de Laurent es inmediato ver que una funcion ra- 
cional en el sentido funcional anterior puede expresarse siempre mediante 
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el cociente de dos polinomios (definicion aritmetica ), que reciprocamente 
sabemos ya (§ 117-2) es racional en sentido funcional. 

Por esto, si una funcion entera (§ 117-2) tiene en el mfinito un polo, 
se llama racional entera y se reduce a un polinomio. . 

La propiedad fundamental de las funciones racionales viene dada por 
el teorema siguiente: Una funcion regular esfericamente en todo el plano- 
esfera, que no se reduce a una constante, ha de tomar forzosamente todos 
los valores, tanto los propios como el impropio. 

Este teorema, aplicado a los valores propios, es el fundamental del 
Algebra (§ 18-1) ; aplicado al valor impropio es el llamado teorema de 
Liouville (§ 114-7). 


Ejemplos: 1. Sean las funciones: 



El origen es polo de primer orden en la 
primera funcion, y de cuarto en la otra; co 
es polo de segundo orden en la primera, por 
ser de segundo grado el polinomio com- 
ponente, y es regular en la segunda, por 
no existir parte entera en el desarrollo. Los 
restantes puntos del piano son regulares. 

2. La funcion 

3 1 1' 

z 2 — z — 2 “ z —2 «' + ; l* 

tiene los siguientes desarrollos: 



z = 0, w — 


3,3 9 3 

2 + 4*— 8* + 


(R = D 


z = —l, w — — —g... (« + l) —+ 1)' • • • e i 5 (R — 3) 

z= 2, w = _A+A(z-2) + -^(z- 2 )=+... + -^2 i < R = 3) 

3 3 9 15 . /tj on 

z= CO, V) = - z , + -J +— i + ••• (R-2) 

El 1° vale dentro de c» (fig. 436), el 2 1 ? dentro de c„ y el 3 1 ? dentro 
de c 3 y el 4^ fuera de la circunferencia, | z | =2. 


3. Series de polinomios. — Siendo las potencias sucesivas z n las mas 
sencillas funciones enteras, ocurre considerar como inmediatas a las se¬ 
ries de potencias las series de polinomios de grados crecientes; pero con- 
viene saber que las sencillas propiedades de las series de potencias, en 
que radica su utilidad, no subsisten. Consideremos, por ejemplo, la serie 
geometrica formada por las potencias sucesivas de z; basta. multiplica r 
sus tei’minos por el binomio 1—z, para que la serie de binomios asi 
obtenida: 


(1 — z) + (1 — z)z + (1— z)z 2 + ... 


ofrezca novedades extranas. La suma de esta serie es evidentemente igual 
a 1 para todo z interior al circulo unitario; pero haciendo z = 1, result a 
suma nula. He aqui, pues, una funcion discontinua en el punto z= 1. 
Consideremos ahora el desarrollo binomico: 


(1 — u)» = 1 — 


1 

2 


u — 


1 

8 


w 





que define una de las dos ramas de la funcion biforme: la que vale 1 
en el origen. Sustituyendo u — 1 — z~ resulta la serie: 

1 - -|-(1 -z 2 )- ..., 

convergente para | 1 — z" | < 1 . 


Este campo esta limitado por la curva | (z—1) (z + 1)|=1 que es 
una lemniscata (fig. 437). En el ovalo de la derecha, este desarrollo 



Fig. 437. 


coincide con la funcion z; mientras que en 
el ovalo de la izquierda coincide con la 
funcion — z. 

No es extrana esta duplicidad, pues 
cada serie de polinomios define funciones 
distintas en los diversos recintos que for- 
man su campo de convergencia. 

Tomando un numero suficiente de ter- 
rainos, se forma un polinomio P„(z) que 
difiere arbitrariamente poco de z en el ova¬ 
lo de la derecha y, en cambio, en el otro 


se aproxxma a — z. 

Si consideramos solamente valores reales, la serie anterior es el des¬ 
arrollo de la funcion \x\, y estos polinomios se aproximan a ella inde- 
finidamente. Observese la grafica de | x -f a \ — | a: — a | y deduzcase la 
aproximacion de toda funcion poligonal por polinomios. De aqui, resulta 
la aproximacion de toda funcion continua por polinomios (Weierstrass) . 

Como ejemplo de la 


fuerza de expansion de un 
metodo, citaremos 1a. gene- 
ralizacion que Appell ha 
realizado de los desarrollos 
de Taylor y Laurent apli- 
cados a un recinto R cuyo 
contorno esta formado por 
un numero finito cualquiera 
de arcos de circunferencia 
o de circunferencias enteras 
(fig. 438). 

El desarrollo de una 
funcion holomorfa en dicho 
recinto R se obtiene descom- 
poniendo la formula de la 
integral de Cauchy en su- 




mandos extendidos a lo lar¬ 
go de cada uno de los arcos 


de circunferencia o circun¬ 


ferencias enteras que forman el contorno de R y sera la suma de series de 
potencias positivas o negativas segun convenga para que converjan den- 
tro o fuera de las circunferencias que limitan el recinto R considerado; 
dichas potencias se refieren a los centros de las respectivas circunfe¬ 


rencias. 


El desarrollo obtenido sera tambien convergente en las partes comu- 
nes a todas las regiones de convergencia de las series parciales obtenidas, 
pero la suma en dichas partes comunes, tal como R ]; exteriores al recinto 
R considerado (es decir, al que se refieren los coeficientes del desarrollo 
obtenibles mediante integrates extendidas a los arcos que limitan R), ya 
no representara la funcion dada, aunque esta tambien este definida en 
ellas; por el teorema fundamental de Cauchy (§ 115-2, c) aplicado a la 
integral que da origen al desarrollo anterior, dicha suma en R, sera nula. 
He aqui otro ejemplo de una misma expresion analitica, en este caso una 
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serie, que representa en recintos sin puntos comunes dos funciones dis¬ 
tintas (§ 115-12). 

Dicho metodo ha sido aun aplicado por Painleve para obtener re- 
sultados mas generales; asi, sea un contorno simple cerrado C, formado 
por una curva con tangente continua, tal que esta tenga comun con L 
solamente el punto de contacto (caso particular de curva convexa) ; en- 
tonces, puede hacerse corresponder a cada punto t de C un punto a ft), 
en que a es funcion continua de t, tal que existe un circulo de centro a 
tangente a C en t y conteniendo a C en su interior; si ahora damos una 
funcion f(z) holomorfa en el interior de C y continua sobre C, entonces 
para todo punto 2 interior a C se verifica 


f (*)= t.-oZf 


[z — a(t)V 


„ = o 2ai Jc [t — a(t)]" 


f (t) dt , 


donde la serie es uniformemente convergente en todo dominio contenido 
en el interior de C, con terminos que son polinomios P»(z) de grado n 
a lo mas. 


Mas en general, puede demostrarse que toda funcion holomorfa en 
un recinto simplcmente conexo R es desarrollable en una serie de poli- 
nomios que sea uniformemente convergente en todo dominio parte de K, 
si la funcion dada es continua en el contorno de R, puede conseguirse 
que la serie de polinomios converja uniformemente en el dominio R clau- 
sura de R. Este teorema solo puede aplicarse a recintos simplemente 
conexos, porque si una serie de funciones holomorfas converge uniforme¬ 
mente sobre un contorno simple cerrado, tambien converge uniformemente 
en su interior (§ 115-9, nota 2, teor. 2). G. Faber ha demostrado que a 
cada uno de tipos muy generales de recintos simplemente conexos se le 
puede asignar una sucesion de polinomios P„(z) ^tal que toda funcion 

holomorfa en el recinto sea suma de una serie % a„P„(z), donde solo 

w = 0 

los coeficientes a„ dependen de la particular funcion que se considcre; por 
ejemplo, para recintos circulares de centro el origen se toma l„(z) —z , 
obteniendose el desarrollo de Taylor. 

La representation de la funcion por series de polinomios no es uni- 
voca y en las aplicaciones se emplean, bien los polinomios de interpola- 
cion, tales que tomen en puntos dados los mismos valores que la funcion 
(hipotesis aplicable asimismo a las derivadas), bien los polinomios de 
aproximacion, para los que sea minima la maxima separacion de sus va¬ 
lores respecto de los de la funcion, separacion posiblemente expresada en 
distintas formas. Toda esta cuestion esta tambien intimamente ngada a 
metodos diversos de prolongacion analitica (§ 115-12). 


4. Desarrollo en fracciones simples. — a) Toda funcion racional ad- 
mite una descomposicion en fracciones simples (§ 46-4) de la forma 
a_ m (z — b)~ m que pone de manifesto sus polos y las partes principales 
(§ 118-2) correspondientes. Asi, para la funcion racional f(z) de polos 
&i, 6 S> ..., b k con partes principales respectivas 



U/-3 

(z-b<y + 


(z— b,) ’> 


(t = l,2, ...,k) , 


resulta ser f (z) — % G,[l/ (*— b.)] un polinomio, pues os holomorfa 

en todo el piano propio, con un polo, a lo mas, en cl infinite. I’or «'l. a 
parte si se da arbitrariamente un numero finite de polos con sum rc: 
pectivas partes principales, existen siempre funciones racioimlos quo lie 
nen 6stos y solo estos polos con las respectivas partes l"'inoi|mluH, I"" 








460 


XXIX. FUNCIONES ANALITICAS § 118 -4 


ciones que difieren entre si unicamente en un sumando que es una fun- 
cion racional entera arbitraria. 

La generalizacion de esta propiedad a las funciones meromorfas tras- 
cendentes ha sido hecha por Weierstrass, asi como el caso de infinitas 
smgularidades esenciales aisladas en el piano propio, ha sido estudiado 
con otras generalizations por Mittag-Leffler. 

Dada en el piano la sucesion de puntos 

[118-13] b 0 , bx, b s , ..., b n , ... 

tal que el punto co sea su unico posible punto de acumulacion, ordenada 
en forma que | b n \ < | 6 n+l |, hagamosle corresponder una sucesion de 
funciones enteras, racionales o trascendentes: 

[118-14] Go(z), Gx(e), G■,(*), ..., G„(z), ...; 

entonces, se llama problema de Mittag-Leffler, el de construir una fun- 
cion analitica uniforme, holomorfa en todo el piano, excepto en los pun¬ 
tos [118-13] y en el infinito, tal que en 2 = b n tenga singularidades ais¬ 
ladas de partes principales respectivas dadas por G„[l/(z—&„)]. 

La dificultad del problema consiste en que, aun cuando se trate de 

<» 

polos, es decir, todas las G„(z) sean racionales, la serie % G„[l/(z — &„)] 

. n=0 

sera en general divergente. Para soslayar esto se modifican sus suman- 
dos en la siguiente forma: Se toma arbitrariamente una sucesion de 

ntimeros positivos e,, e».e„, ... tal que ^e„ sea convergente (por 

ejemplo, e„ = l/ 2 ") y si | 61 | > 0 , se desarrolla 

[118-15] G„[l /(z — &„)] = ao (B) -f- a, (n) z -f- ... + a m w z n -f .... 

(n= 1 , 2 ,...), 

convergente en | « | < | 6» |; fijado un numero positivo (9 < 1, se puede 
siempre determinar un entero q w tal que en todo el circulo I z I < o I b n I 
sea 

1 < ty ->+ i <n> *« <B,+1 + a 9 <«)+ 2 <B> ^ <n>+2 + ... | < 8 , ; 

asi la serie de sumandos 

[118-16] F„(z) = G„ [1/ (z — 6 „)] — Oo (n) — ai (n) z — ... — a (/ ( n > ( " ) z<i (n) 

a partir de n = Jc 1 en adelante, resulta uniforme y absolutamente con¬ 
vergente en todo circulo | z | < R que deje fuera los puntos singulares 
desde el bk*\ en adelante; como para k —> co puede hacerse R —> co re¬ 
sulta que la funcion 


_ CO 

[118-17] F(z) = G„[l/(z — &„)] + S F„ (z) 

n = 1 

es la solution del problema de Mittag-Leffler. Se incluye en el segundo 
miembro de [118-17] el primer sumando por el posible caso de que sea 
b„ = 0. La solucion mas general del problema se obtiene anadiendo al 
segundo miembro de [118-17] una funcion entera arbitraria; reciproca- 
mente, una funcion previamente dada, que tenga por unicas singularida¬ 
des las^ determinadas por [118-13] y [118-14], diferira de la’funcion 
construida en [118-17] solo en una cierta funcion entera. 

Si las funciones [118-14] son racionales enteras (polinomios) esta- 
remos en el caso particular de las funciones meromorfas. Mas en parti¬ 
cular, si los puntos [118-13] son polos simples de residuo 1 tales que la 

serie 2 [1/| 6„ | p+1 ] sea convergente, bastara que en [118-16] se tome 

q ,n) = p — 1, para dar 


[118-18] 


F <*> = ~ fe 7 + 


; (——— + J. , _* 

!l \ Z — bn ^ bn ^ b r 


+ ... + 


como solucion del problema de Mittag-Leffler. 
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b) La obtencion practica del desarrollo de Mittag-Leffler aplicado 
a una funcion meromorfa dada, aparte de su falta de unicidad, tropieza 
con la dificil determination del sumando constituido por la funcion entera 
desconocida. Mucho antes de que se obtuviesen los resultados generates 
anteriores, se conocia el metodo de Cauci-iy fundado en la teoria de resi- 
duos para desarrollar en fracciones simples una funcion meromorfa que 
cumpla hipotesis restrictivas de caracter muy general. 

Sea la funcion meromorfa f(z), cuyos polos forman la sucesion 

[118-19] b„ bo, ..., b n , ... 

con el unico punto de acumulacion en el infinito, tales que 
0 < | 6i | < | bo | < ... < | b n | < ... 

y cuyas respectivas partes principales se representen por G„[l /(z — &„)]; 
supongamos que sea posible escoger una sucesion de contornos simples 
cerrados Ci, C 2 , .. ., C«, . . . alrededor del origen, cuya minima distancia 
a este sea R„ —> co y tengan la respectiva longiutd L„, de modo que no 
pasen por ninguno de los polos y cumplan: 

10 ) Existe un numero positivo M independiente de n tal que 
| f (z) | < M para z tornado sobre C«; 

20) Se conserva la razon L„/R» < L fijo, independiente de n;' 
entonces, si s* es el residuo de f (z)/k respecto del polo bk, es valido en 
todo el piano propio el desarrollo: 

[118-20] f (z) = f (0) + { G k } • 


En particular, si los polos b k son simples, con residuos n, sera 
Sk = rjb k y queda: 

[118-21] f(.J = ((0) + gn [^H- -£-] • 

En efecto, si z no es un polo, como los unicos polos del integrando 
son los polos de f(z) y el punto z, tendremos (§ 118-1): 


_1__ f Jit 

2ni J C„ t — 


P^- dt = f(z)— 2 G; ( -— 

t — z c z — bu 


donde la suma se extiende a todos los polos b k interiores a C„. Por otra 
parte, supuesta f(z) regular en el origen, es: 

i f nt) _ _i... f Jiti f f(Q Af _ 

2ni Jc t — z 2jti Jc t 2niJ c t(t — z) 


= f + !/* + -23 

Para R„ > 2 | z |, es (§ 115-5) : 


r _j(o_ 

i Jc — z ) 


f ^ _ M _T ^ _2ML 

|J Cn t(t — z) dt < R„.iR n " < R, 

co, por lo que restando las dos igualdades anterioi 

0 = f(.) - f(0)-urn s [o.(^) +ei ] 


para n —» oo, por lo que restando las dos igualdades anteriores sigue: 


quo <’S la | 118 - 201 . 
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Not AS: 1. Si en lugar de la condicion | f(z)j < M, se tiene la con¬ 
dition \z~ v i(z) \ < M, donde M es independiente de n cuando z esta so- 
bre C B y p es un numero natural, se habria de ealcular 


mediante el desarrollo 


+ + V + 


y en lugar de [118-20] resultana 


[118-22] 


i(z) = S ' 




8* ,# > + S,v m 2 + 


si s*'"’ 11 es el residuo de i(z)/z" relativo al polo b k . En particular, si 
los polos b k son simples, con residuos n, sera s k "‘ u y queda 


[118-23] 


f(z)== £ _* 1 £I\( 0 ) + 

ii = o Q ! 


+ 2 n 

k — 1 


+ "bk + 


+ + 


2. Si en [118-21] los. polos simples son ± bk, simetricos respecto del 
origen, con el mismo residuo n, asociando los respectivos sumandos se 
anulan los terminos ± l/b k generadores de convergencia y queda setici- 
llamente 


[118-24] 


f(*) = f(0) + 22 2 , \ , , 

lc- 1 * — b k - 


donde cada termino se refiere a un par de polos simetricos; sin embargo, 

CO 

podria diverger v [r k /(z — &*)] al suprimir el sumando rjln genera- 

lc = l 

dor de convergencia. 

Ejemplo. Las funciones impares cosec z y cotg z tienen los polos 
simples ± nn y eligiendo cl = n/2 se ve facilmente que estan acotadas 
en C, luego es aplicable el desarrollo [11.8-24] y resulta (cfr. § 45, 
ejerc. 3), respectivamente, para todo a no multiplo de n: 


[118-25] 


1 22 (— 1 ')'’ 

cosec z = -b 22 2 —o'-o— 

z i r — n n~ 

1 00 1 

cotg * ==-—+ %z 2 -s rr • 

2 i 2 - — n- JT 


Si queremos que figuren las fracciones simples correspondientes a 
los polos por separado y no tomadas a pares simetricos, bastara aplicar 
[118-21], obteniendose: 


[118-26] 


cosec 2 = 


cotg 2 = 


+ r (-D" 


<r I i i 

V' - L — + —L_ 

n=— oc ~ — nn 
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donde el acento indica la omision del termino correspondiente a n = 0 . 
Ambas sumas serian divergentes (§ 22-2, b s ) si suprimieramos de ellas 
el sumando 1 / (nn) generador de convergencia. 

5. I’roductos infinitos. — Desarrollar una funcion en producto infi- 
nito equivale, en virtud de Cap. XI, nota III, di, a desarrollar en serie 
su logaritmo. He aqui una aplicacion importante; 

t . — 2 2 ,. 

La sene X — 5—5 - -r que figura en la segunda [118-25] es abso- 

It JI -- Z 

lutamente convergente en todo punto 2 no multiplo de n, pues llamando 
R al mayor modulo de 2 en un arco, el denominador se conserva mayor 
que n a jt ‘—R 2 , y como los terminos son menores que una serie numerica 
convergente, resulta, por el criterio de la serie mayorante (§ 22 - 2 , b) , la 
convergencia uniforme en todo arco, e integrando entre 0 y 2 , como el 
numerador es la derivada del denominador, las primitivas son los loga- 

ritmos; y la primitiva de cotg 2 -es In ~~ z - , que se anula para 

z - 0 , luego resulta: In —" = 2 In , de donde: 

2 ! n a n- 

[118-273 sen 2 = z U I 1 - -fJ , 

1 \ n-nrj 

desarrollo valido en todo punto distinto de ± n, ± 2 ,-t, ± 3 a, ..., que 
generaliza la descomposicion factorial de los polinomios y da la pauta 
para la teoria general de las funciones enteras. 

Asi tambien, el metodo de Cauchy (§ 118-4, b) da lugar al desarro¬ 
llo en producto infinito de una funcion entera que tenga ceros simples 
y para la que | f' ( 2 ) /f ( 2 ) | < M sobre los C„ de dicho metodo, pues en- 
tonces f ( 2 ) /f ( 2 ) tendra polos simples con residuo -|-1 en los ceros de 
f( 2 ). Por ejemplo, la segunda [118-26] da lugar a 


[118-28] 


"7 = n 

z n=l [ 


1 4 - - 
nn 


donde no es posible prescindir de los factores e^Knir) para j a conver¬ 
gencia incondicional del producto. 


6 . Funciones enteras. — a) Generalizando [118-27] y [118-28], vea- 
mos la expresion de una funcion entera (§ 117-2) f( 2 ) mediante sus 
ceros. 


Caso 1° Si no existen, es decir, f( 2 )r|r 0 para todo 2 , es entera 
(§ ll“-3) la derivada logaritmica g (z) = ? (z) /f (z), luego f (z) = e' u * > , 
siendo g( 2 ) entera; y reciprocamente, para todo exponente g( 2 ), fun¬ 
cion entera, resulta una funcion entera sin ceros. 


Caso 2? Si f( 2 ) tiene numero finito de ceros, a,„ el producto 
n[l—( 2 /a,,)], donde cada factor se repite tantas veces como sea la 
multiplicidad de a„, es una funcion entera con los mismos ceros de f( 2 ), 
luego, su cociente es una funcion entera sin ceros, y por tanto, es 
f ( 2 )= « B< *> II [ 1 —( 2 /a,.)]. 


( A so M" Si f( 2 ) tiene sucesion de ceros a„ —> 00 , los ordenaremos 
por mddulos crecientes 0 < r x < r~ < r 3 ... (r„ — | a„ |) r’epitiendo cada uno 
hi. veer: , si es 111 su orden de multiplicidad; y por la equivalencia, para 
v • 0 d< los inI’initesimos: 



464 


XXIX. FUNCIONES ANALITICAS 


118 -6 


[118-29] 


In (1 — v) | = —v -— 


= I V |(l + o)- 


la convergencia absoluta del producto infinito 

UUn = n(l — Vn) = II[1—(*/«.)] 

o de la serie 5 jln(l— v„) es consecuencia (Cap. XI, nota III, c, d) de 
la convergencia absoluta de la serie %' v n , es decir, de la hipotesis 
X 1 lr„ < CO. Tales funciones son las mas sencillas, y se llaman de genero 
0 ; entre ellas estan los polinomios. 

En general: para obtener las expresiones llamadas canonicas, 11a- 
maremos exponente entero de f(z) al entero minima p, tal que la serie 
S l/r/ tl converge (es decir, X l/ r „" diverge)-, y para lograr la conver- 

f encia de la serie de logaritmos, basta que estos sean equivalentes a 
v n | p+1 en lugar de | v n |. Se logra esta equivalencia agregando a cada 
binomio 1 — v„ el factor 

E„ (v) = exp ( v„ + - V £- -1- + • • • + , (exp t = e'), 


A.P + l 1 

|P+1 - - 1 _ _ 1 

' ' P+1 ' Vn'" 1 * 


In u n = ln(l — v n ) + In E„ =-—■ ... 

V + I 

Siendo 

1 r "* 1 1 

<i—) b -~7+T + i -v« ’ 

converge H [1—(z/a„)]E (z/a n ) para todo z. Este producto define, pues, 
una funcion entera, con los mismos ceros a„ de f(z), y sus mismos or- 
denes de multiplicidad, luego, el cociente de ambas es una funcion entera 
sin ceros, es decir, una funcion del tipo e K(e) , siendo g entera. Si es 
f( 0)=0 el factor correspondiente a este cero m-ple es z m , luego resultan 
estas dos expresiones de f ( z) : 


f (z) = Ae*<--> n 


E JL 
a n 


g(0) = 0 , A = f(0) V= 0 ; 

to) = n {+ E (+)} • 

A = f <m) (0 )/ml V 0 

En estas expresiones canonicas estan incluidas las dadas en los ca- 
sos 19 y 29. 

b) Or den, genero y tipo. — El orden de crecimiento de f(z) para 
z-» co, depende no solamente del factor exponencial, es decir, de g (z), 
sino tambien de los factores exponenciales E, es decir, de la distribucion 
de los ceros; y el estudio de este crecimiento es capitulo esencial de la 
teoria. 


Orden q de f(z) es el extremo inferior de los valores k > 0, tales 
que f (z) = 0(e r *). Son, pues, de orden q = 0 las funciones que se con- 
servan inferiores a toda exponencial de exponente r fc (fe> 0). Tales son, 
por ejemplo, los polinomios y las funciones sin factor exponencial y con 
ceros de serie l/r„ convergente (p = 0 ). 

Son de orden 1 las importantes funciones e h * (exponente p — 0) y 
las sen hz, cos hz (h real o imaginario), que son de exponente p = l; 
pues dicha serie, que es armonica, diverge, pero converge la serie de 
cuadrados. El hecho notable, de que haya sido posible la expresion fac¬ 
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torial [118-27] sin factores E, radica en haber agrupado los ceros por 
pares simetricos, notable ejemplo de hiperconvergencia o ampliation del 
campo de convergencia. Sin tal agrupacion ordenados los ceros jt, —jt, 
2 jt, •—2jt, ..., habria aparecido con cada binomio el factor E„ = 
= exp[z/ (± «a)]. 

Funciones de orden q = 2 son, por ejemplo, exp z 3 sin ceros, y la 
funcion sen jtz 2 de ceros ± Vn sin factor exponencial: en el primer caso 
el orden de crecimiento viene dado por la exponencial y en el segundo 
por los factores E„, cuyos exponentes son v + lv 2 (v = z/y/n). Aqui apa- 
rece clara la doble causa del crecimiento de f(z), y la sencillez de resul- 
tados cuando el orden es finito, caso bien estudiado. Hadamard demostro 
que el exponente debe ser un polinomio Q(z); y si es q su grado, el ma¬ 
yor de los numeros p y q naturales, se llama genero de f(z). 

Mas importante para la determinacion del orden es el exponente de 
f(z); llamamos asi al numero real qi > ' 0 , extremo inferior de los ex¬ 
ponentes h que hacen convergente la serie siendo, por tanto: 

= Cc?x] < o y el teorema fundamental expresa: el orden q es el ma¬ 
yor de los numeros pi y q. Resulta, pues, que el genero es un entero 
comprendido entre q — 1 y p. 

Dentro del orden q cabe afinar mas la medida del crecimiento, con 
la acotacion | f (z) \ < exp(Ar°); y el extremo inferior de tales numeros 
A > 0 se llama tipo. Asi, por ejemplo, e’ es de orden 1, tipo 1; pero e 3 ’, 
del mismo orden 1 , es de tipo 2 . 

c) Funciones enteras de orden infinito. — Es co si g(z) no es 
polinomio (trascendente entera como sen z, e*, ...) o no existe exponente 
de convergencia, es decir, divergen todas las series X l/ r " P (P or ejemplo, 
si los ceros son Inn). Pocas propiedades se conocen de ellas, pero cabe 
demostrar el teorema general de Weierstrass: 

Dada un sucesion cualquiera a n —» co, existen funciones enteras que 
tienen estos ceros. Basta, en efecto, elegir exponentes crecientes p n que 
hagan convergente la serie. La sucesion mas sencilla de exponentes es 
1, 2, 3, ...; pues en el punto z desde un n es r„ > 2 | z \ y la serie de 
potencias de i es convergente. Basta modificar levemente el resto de la 
demostracion dada, para extenderla a este caso general. 


Ejercicios 

1. 19) El residuo en un punto singular aislado a es igual al coefi- 
ciente b x de (z — a)' 1 en el desarrollo de Laurent [118-10], y si a es 
un polo simple es 6i = lim (z — ct).f(z); 29) Hallar asi los residuos de 

Z — 

z . e { ’/ (z 2 + fe 2 ) en sus polos. 

2. Probar que si f (z) es regular en | z | < R, y M es el maximo de 
f(z)| en |z| = R;_a) Los coeficientes de f(z) = ^« ll z" verifican 
<i» \ ■ M/R" ( acotacion de Cauchy) ; b) Las derivadas en todo punto 
nlc*rior |z|<R verifican | f <n) (z) | < w!RM/(R—|z|)* +1 ; c) De a de- 

duclr el teorema de Liouville (§ 114-7, a). 

3. Demostrar el_ siguiente teorema de Vivanti: “Si f(z)=^a„z", 
">»/ ti„ 0, time radio de convergencia R, es z = R singular”, aplicando 
Inn dridgualdudes evidentes 

(*) |f<«(iR« ,,v )| < f w (JR), w = 0,1, 2, ..., 

pain lonipiirur los desarrollos de centros £R y IRe^ . 

cr> 

•I Ml l (. ) z-" probar (jut 1 f(z) :z \ f(z“) y dedudr entonces de 

o 

•'Jriclrlo M que | | : I ob fmnlcra natural (§ 116-12). 
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5. a) Si f (z) tiene radio de convergencia R = 1, y sus unicas sin- 
gularidades en | z | = 1 son polos simples, los coeficientes a„ son acota- 
dos; b) Si R = 1 y las unicas singularidades en el contorno |«| = 1 
son polos de orden p como maximo, es a n = 0 (n p ~ 2 ). 

6 . Aplicando el teorema de § 43-5, b, y la expresion de los coeficien¬ 
tes del desarrollo de Taylor por las derivadas, demostrar el siguiente 
“teorema de las series dobles ” de Weierstrass: Si f „(z)= ’2, l a r in> (z — Zo) r , 
(n = 0,1,2,...), son analiticas por lo menos para \ z — z 0 | < R y es 
F (z) = Xnf n (z) uniformemente convergente en \z — Zo \ < r < R, entov- 
ces convex gen las series S„a r < ' ,) = A r , (r = 0,1, 2, ...) y tambien 
v,A r (z — Zo) r por lo menos en\z — z a | < r, con suma F(z). 


7. Probar que 


CO 

f(z) = 2 
■>1 = 1 


n V 4- 4 


19 ) Es continua para z real; 29) Tiene los infinitos polos z—±2iln 
con el punto de acumulacion z — 0 , que es entonces punto singular esen- 
cial. 


8 . Probar que f (z) = cosec z — (1 /z) = (z — sen z) / (z . sen z) ; a) Tie¬ 
ne en z — 0 una singularidad evitable con “verdadero valor” f( 0 )= 0 ; 
b) Tiene en z = nn un polo simple de residuo (—1)"; c) Esta acotada 
en el conjunto de los contornos d e los cuadrados C„ de vertices 
(n + l) (± 1 ±i) jt. 

9. Decucir de [118-25] los desarrollos siguientes: 

+ co /_’[Nn 

a) cosec 2 = V ---— (valor principal); 

_c» z — nn 

+ co i 

b) cotg z = 2 -- (valor principal); 

—co * — 


c) 1 - 1 + 1 - - -< 

V 2 2 2 ' 3 2 ' ' ' 12 ’ 



10. Exprcsando cos z = sen 2z/(2 sen z) llegar al desarrollo: 


/i _ i?iy i _ j^l\ . 

h 

42 s \ 

\ n" )\ 9n 2 / 

■ l 1 

(2 n + 1) V / 


11. Deducir de [118-27] la formula de Wallis (§ 53-3) poniendo 
z = n/2. 

12. Demostrar que la adicion de una constante a una funcion entera 
no modifica su orden. 

13. Demostrar que toda funcion entera de orden finito no entero, 
tiene ceros. 

14. a) Probar que toda funcion entera de orden finito no entero, 
toma todos los valores; b) Probar que toma cada valor infinitas veces. 
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NOTAS AL CAPfTULO XXIX 


I. Condicioues de monogeneidad. — Las ecuaciones caracteristicas, 
que suelen llamarse de Cauciiy-Riemann, eran ya conocidas por D’Alem¬ 
bert (1752), Euler (1777) y Lagrange (1783); pero su verdadero al- 
cance ha sido aquilatado muy recientemente. Aun en libros modernisimos 
y rigurosos, como el de Titchmarsh (citado en Cap. XI, nota IY, 3), se 
suponen continuas las cuatro derivadas en toda una region, para deducir 
la monogeneidad en ella, mediante tales ecuaciones; se reconoce, ademas, 
que la monogeneidad en un punto no resulta de ellas, pero sin dar las 
condiciones suficientes. El problems queda resuelto de la manera mas 
simple y completa (§ 114-2, a) gracias al concepto de funcion diferencia- 
ble, debido a Thomae (1875), cuyas ventajas evidentes no han bastado 
para veneer la. inercia dc los tratadistas, aunque Vallee-Poussin las 
puso de manifiesto. Careceria de interes averiguar quien haya sido el 
primero en imprimir el criterio de monogeneidad (§ 114-2), pero es se- 
guro que muchos profesores lo habran utilizado en sus cursos, como nos- 
otros. 

En la misma obra de Titchmarsh se pone un ejemplo de funcion 
que satisface on el origen a las ecuaciones caracteristicas, pero no es 
monogena en el; es la funcion exp (—%'), que viene a la memoria de 
todo el que recuerda la de Cauchy, exp(—z~ 2 ) (§ 38-5), la cual admite 
derivada en la direccion real, pero no en la perpendicular; es obvio que 
de cste caso se pasa al de Titchmarsh, y aun a cualquier otro de fun¬ 
cion derivable, no ya en dos, sino en varias direcciones, sin scr monogena 
en ese punto, pues basta transformar el exponente para fundir todas 
ellas en una sola direccion. Mas interesante es el ejemplo que damos en 
§ 114-2, ejemplo 4, donde existe derivada en toda direccidn, sin ser la 
funcion monogena en el punto. 

Muy distinto es el problema de la monogeneidad cuando ella no con- 
cierno a un punto dado sino a todos los de un recinto. Si se suponen 
continuas en un recinto G las funciones reales u = u(x, y), v = v(x, y), 
es suficiente (Montel, 1913) que existan las derivadas parciales y cum- 
plan las ecuaciones caracteristicas [114-7] (es decir, exista lim Aw/A z 
segun dos direcciones perpendiculares fijas) en el recinto G, salvo even- 
tualmente un conjunto de medida nula (§ 82-2), para que, entonces, la 
funcion w = f (z), (z — x-\-iy , w — u + iv) sea regular en G (y se ve- 
rifiquen [114-7] para todos los puntos de G). 

En las investigaciones mas modernas juega un papel esencial la uni- 
valencia (una funcion se llama univalente en un recinto G si no toma 
el mismo valor en dos puntos distintos de G) y ademas se parte con fre- 
cuencia de la existencia de limite unico del modulo o bien del argumento 
de Aw/A z en determinadas condiciones. Asi, H. Bohr ha demostrado 
(1918) que si w — f(z) es univalente en un recinto G y en cada punto 
de G existe lim | Aw/A* | para /\z —> 0 de cualquier modo, entonces f (z) 
es regular en G o bien conjugada de una funcion regular en G. Mas 
general monte, I). Menchoff (Bull. Soc. Math, de France, 1931) ha de- 
mostrado <|iic una funcion w~i(z) univalente en. un recinto G rs regu¬ 
lar ru G a conjugada de una funcion regular en G si una de las condi- 
eionen siguientes se vcrifica en todo punto de G salvo eventnalmente un 
eon iunto numerable : 

i'K'1) | Aw/A* I [° bien argAw/A*] tiende a un mismo limite 

cuando ,\ * I) segun Ires direcciones (que pueden variar de un panto 

a ntm, sin cstar nanea dos sabre una recta); 

e) A'l'/A tiende a an mismo limitc cuando A*' * 0 segun dos di 
r< ceinnen. 
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II. Movimiento piano estacionario irrotacional de fluidos incompresi- 
bles. — a) Movimiento piano . — El movimiento de un fluido en el es- 
pacio queda determinado desde el punto de vista local o euleriano (§ 93-2) 
por el campo vectorial de la velocidad en cada punto del espacio: 
v = £i + pj + Jk. En general, estos vectores son funciones de ( x,y,z,t ), 
es decir, la velocidad de las diversas moleculas que pasan por cada punto 
varia con el tiempo; cuando la velocidad no depende del tiempo, el movi- 
miento se llama estacionario (§ 91-2, nota 3), y las velocidades (£, p,?) 
forman un campo vectorial constante. 

Se dice que el movimiento es piano segun una cierta orientacion, 
cuando adoptado el eje z perpendicular a ella, las componentes £, p de la 
velocidad son independientes de z, y ademas f=0. Es decir: todos los 
vectores representantes de las velocidades en los diversos puntos de la 
masa fluida, son paralelos al piano xy, y todos los puntos situados en 
cada recta paralela al eje z estan animados de la misma velocidad en 
direccion y magnitud. 

Para estudiar un movimiento piano bastard, pues, considerar un pia¬ 
no cualquiera paralelo al xy y las dos funciones Z(x,y), p(a, v) compo¬ 
nentes de la velocidad. Tambien es util considerar dos pianos paralelos 
al piano xy a la distancia 1 entre ellos; asi, por ejemplo, llamaremos 
flu jo a traves de una curva del piano xy (o de un piano paralelo) a la 
cantidad de fluido que en la unidad de tiempo pasa entre aquellos dos 
pianos paralelos, a traves de la linea; dicho de otro modo, a traves de la 
supei'ficie cilindrica normal a ambos pianos y que tiene la curva como di- 
rectriz. Como la altura del prisma llquido es 1, es indiferente medir el 
volumen del prisma, o el area de su base. 

b) Movimiento piano estacionario. — Si el movimiento es estaciona¬ 
rio (§ 91-2, nota 3), de la ecuacion de continuidad de Euler [93-24], 
por ser d Q /dt = 0 , resulta div(ov)= 0 , y si el fluido es incompresible: 

[xxix-i] divv = ~k + w = °- 

Ademas, las trayectorias seguidas por las particulas de fluido coin- 
ciden con las lineas de corriente (§ 91-2, nota 3), es decir, estan carac- 
terizadas por la propiedad de que en cada punto el vector velocidad es 
tangente a la curva, o sea, en todo punto ha de verificarse: 


[XXIX-2] 


d y _p( a, y) 

dec ~ £(a, y) 


Si las funciones £, p fuesen conocidas, la integration de esta ecuacion 
diferencial se haria facilmente, pues, en virtud de [XXIX-1], la expre- 
sion £d y — pda; es la diferencial exacta de una funcion V (a;, y) tal que 


[XXIX-3] 3V/3 y = £ , 3V/3a; = — p , 


y siendo: £ Ay — p dx = dV = 0, la integral general de [XXIX-2] es 
V (x, y)= const. 

Las lineas de corriente estan, pues, dadas por la ecuacion V (a?, y) = C; 
y por tanto sobre el contorno que limita el movimiento del fluido debe 
ser V = const. 


c) Movimiento piano estacionario irrotacional. — Si el movimiento 
es ademas irrotacional (§ 91-5), es decir, rotv=0, o sea: 

3£ 3p 

£ XXIX - 4 3 w = ’ 

entonces (§ 91-6, c) existe un potencial de velocidades U = U (x, y) tal 
que 


C. XXIX -II MOVIMIENTO PLANO ESTACIONARIO IRROTACIONAL 


[XXIX-5] 


Las ecuaciones [XXIX-1] y [XXIX-4], escritas en la forma 
[XXIX-G] =-, JL = Jn_ 

3a; 3 y dy dx 

no son sino las ecuaciones caracteristicas (§ 114-1, a) para la monoge- 
neidad de la funcion £ — ip = f (a; + iy), y entonces (§ 114-3) las fun¬ 
ciones p, £ son armonicas conjugadas. En virtud de [XXIX-5] y 
[XXIX-3] detenninan dos funciones U, V tales que: 

[XXIX-7] = »L , i5_ = JV. 

3a; dy dy dx ’ 

es decir, tambien las funciones U y V son conjugadas, y componen la 
funcion analitica U + iW de la variable compleja x + iy. En este hecho 
fundamental radica la aplicacion de las funciones analiticas. Desde luego 
podemos establecer: Las lineas equipotenciales U = const., son ortogona- 
les a las lineas de corriente V = const. 

Puesto que en cada linea de corriente es V = const, y una funcion 
armonica en un recinto simplemente conexo se reduce a una constante 
si en su contorno tiene un valor fijo, resulta: En un movimiento piano 
estacionario irrotacional, en un recinto simplemente conexo, las lineas de 
corriente no pueden ser cerradas. 

Por la misma razon, puesto que el contorno de un recipiente es linea 
de corriente, resulta: En todo movimiento piano estacionario, en un reci¬ 
piente simplemente conexo , existe algun torbellino. 

Finalmente, observando que el modulo de la velocidad es igual al mo¬ 
dulo de la funcion analitica £—ip, del teorema del modulo maximo 
(§ 114-6) resulta este de Lord Kelvin *: La velocidad alcanza su mayor 
valor absoluto en puntos del contorno. 

Puesto que toda funcion analitica f(z)=U-fiV determina un par 
de funciones U, V que satisfacen a [XXIX-7] y de ellas se deducen por 
[XXIX-3] o bien por [XXIX-5] dos funciones £, p que cumplen las dos 
condiciones [XXIX- 6 ] caracteristicas del movimiento estacionario irrota¬ 
cional, resulta un metodo sencillo para estudiar tipos de movimientos pia¬ 
nos, partiendo de funciones analiticas cualesquiera; y como cada una de- 
termina dos pares de funciones armonicas conjugadas, que son U, V, y 
V, —U, obtenemos dos tipos distintos de movimientos, siendo las lineas 
de corriente en cada uno las curvas equipotenciales del otro. 

d) Ejemplo de movimiento estacionario. — Como prototipo de este 
metodo vamos a estudiar el tipo de movimiento estacionario que corres- 
ponde a la funcion analitica: 


f (.z) = U + iV = lez + 


, siendo: (h >0, k > 0). 


Designando por r 2 el cociente h:k, la funcion puede escribirse asi: 
U + tV; = k ( z + -£-) 
dr doude resulta el par de funciones conjugadas: 

CX3tIX - 6] "-‘(» + v?v-) ■ * = *(»-■✓?',)■ 

•" Men, pui'H, InnccoHarliiH Ian demoatrnclonea da I/mi> Kki.vin y Kiitciiiiorr (no rl- 
... < ■ ... i'n Lamii : Hydrodynamic n (cltndo en Cup. XXIII, nota V, B). 
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Las curvas equipotenciales estan definidas por la ecuacion: 
x (ar + y") + = C 

y son cubicas simetricas respecto del eje x. Las lineas de covriente tie- 
nen la ecuacion: 

y(x a + y> — r-) = C 

y son simetricas respecto del eje y, siendo curvas simetricas respecto del 
eje x las correspondientes a valores opuestos de C. 

En particular, para C = 0, resulta la linea de corriente compuesta de: 

y = 0 , x- + V" — r a 

es decir, sigue el eje de las x, bifurcandose en dos ramas a uno y otro 
lado del circulo de radio r, que vuelven a unirse en el eje de las x. 

A1 ci’ecer x positiva o neg'ativamente, tiende y hacia el numero C: k, 
es decir: las lineas de corriente tienden a ser paralelas al eje x, cuando 
se alejan del circulo. Al crecer C la curva tiende hacia la recta y = C :k, 
es decir: al alejarse del circulo en el sentido de las y, tienden a hacerse 
rectilineas. 

Vemos, pues, que la funcion estudiada repvesenta el movimiento de 
un fluido en un canal muy ancho, en el que figura un cilindro circular 
vertical, de radio r muy pequeno respecto de la anchura del cauce. 

El significado del parametro k resulta inmediatamente calculando: 


I = = k + 


V — x- 


5 _ dx ~ (** + » ) 

[XXIX-9] - „ ' 

I 9U _ 2 x y , 

1 11 ~ dy («* + !/*)* 

Para x -> cc resulta: lim $ = k, limp = 0; luego k mide la velocidad 
en cualquer punto suficientemente alejado del eje y. 


III. Demostracion de Goursat del teorema de Cauchy. — Sin suponer 
la continuidad de la derivada, vamos a demostrar que es nula la integral 
sobre todo circuito rectificable contenido en el recinto G simplemente co- 
nexo donde f (z) es regular. Como el circuito se puede aproximar inde- 
finidamente con poligonales de lados paralelos a los ejes, sin mas que 
sustituir cada cuerda de una poligonal inscripta por sus dos segmentos 

componentes, bastard probar la anula- 
cion de la integral sobre tales poligona¬ 
les y para ello sera suficiente demostrar- 
lo para cada contorno rectangular inte¬ 
rior a G, pues cada poligonal de este 
tipo es suma de contornos rectangulares, 
positives y negativos, de lados paralelos 
a los ejes *. 

Consideremos, pues, un rectangulo 
de lados a > b paralelos a los ejes (fig. 
439), contenido en Gy supongamos que 
la integral sobre su contorno sea /o 0, 

es decir, tenga valor absoluto positivo. 
Multiplicand© f(z) por un factor posi¬ 
tivo, podemos lograr que ese valor abso¬ 
luto de la integral sea precisamente el area ab del rectangulo. Dividido en 
cuatro rectangulos iguales, como la suma de las integrales sobre sus con¬ 
tornos es J c , alguna de ellas debe ser en valor absoluto > que el area 



* Omitimos la demostracion de esta propiedad netamente combinatoria, es decir. 
arit'metica. 
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del correspondiente rectangulo, pues si las cuatro fueran menorca, serin 
I .fo | < ob, contra lo supuesto; fraccionando dicho rectangulo en cual.ru 
y cligiondo uno en que subsista la propiedad de ser la integral quo el 
siren, y asi prosiguiendo, queda determinado un punto z; donde, por do- 
finicion de derivada, se verifica en todo un entorno del mismo para caila 

b > 0 : 

(*) f (*) — f(*«) = f'(z<>) (z — z 0 ) + 5(z— Zo); | 8 f < e. 

Sea c uno de los contornos rectangulares antes elegidos, interior a 
dicho entorno; por verificarse entonces (*) en c, despejando f(^), la in¬ 
tegral a lo largo de c se puede expresar asi: 

( f(z)dz = f(z,i) | d z + f'(z,,) ( (z — z 0 )dz -f f b(z — z 0 )dz ; 

J C >'0 J C Jo 

los dos primeros sumandos son nulos por tenor primitiva uniforme; para 
acotar el ultimo basta observar que siendo 2 punto de contorno y z 0 in¬ 
terior al rectangulo a r b r es \z — z n \ < 2 a, y cl perimetro es menor que 
4a,luego, dicha integral residual es menor que e . 2 a, . 4a r y si se ha 
elegido 

. 1 b_ _ 1 hr 

F ^ 8 • a ~ ' 8 ' a r ’ 

resulta: 

f(z)dz < a,br , 

es decir, la integral de contorno es menor quo el area, en contradiccion 
con la seleccion hecha. No es posible, por tanto, que la integral sobre C 
sea distinta de 0, quedando asi demostrado el teorema de Cauci-iy. 

IV. Monogeneidad y analiticidad. — El teorema 2 de § 115-10 es uno 
de los mas bellos resultados del siglo xix, por establecer equilibrio entre 
el carapo de las funciones analiticas de Lac.range, sistematizado por 
Weierstrass, y el de las monogenas de Cauchy. El concepto de funcion 
monogena (en un recinto y por ende holomorfa en el) se baso desde en¬ 
tonces en la prolongation analitica mediante circulos, cuya superposicion 
forma el campo de existencia, 0 campo natural de la funcion, con fron- 
tera que es imposible sobrepasar. 

Desde su tesis de 1894 intento Rorel afinar la prolongacion analitica 
(§ 115-12) para filtrar la funcion a traves de esa frontera, no por circu¬ 
los, sino por rectas, en ciertos casos como el de las series %k„(z — a„) 
de coeficientes k„ sumables absolutamente, cuando los puntos a„ forman 
conjunto denso sobre una curva finita —por ejemplo, los puntos de divi¬ 
sion de la circunferencia |z| =1 en 2 m partes (w = 2,3,4,...)—, caso 
en que no solamente todos los puntos a n son singulares en f(z), sino 
tambien todos los de la linea, mientras que a cada lado de esta define la 
serie una funcion analitica; y, si la curva es cerrada, resultan tantas 
funciones como regiones del piano produzca. Sin embargo, logro Borel 
trnnsformar la serie en otra de polinomios, que no solamente converge a 
imibos lados de la linea, sino tambien en infinitas rectas que la atravie- 
•"•nn, I’ealizando la filtracion anunciada. Pero este resultado era solamente 
«■ m r•: 1 yo y comienzo de su futura teoria generalizada de las funciones mo- 
imr.' ii.'i;;, cuya esencia vamos a exponer, aunque todavia no ha pasado a 
los I nil ados*. 


1 < v lli> i-:> iim[ unn i>o8ibIc confusion on los nhimnns merliocros. que nl leer on 

iili’im mil.., ft /11 .. In "(liforonuiu osencinl ontre monoKonoidn I y nnnlilicidud", comiiaron 

. . . ..uni do !i 116*10 quo oxin-osn lilon olnrnmcnlo ib'indo rouidc l« dlvomldml do 
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Sea D un dominio finito o infinite del piano complejo, y sea N una 
sucesion densa en una parte H de D (fig. 440). Si excluimos en D e 
interior de un circulo de centro cti, en el recinto restante excluimos e 
interior de un circulo c 2 con centro en el primer punto de N interior, 
que numeraremos a-.; y asi siguiendo se va numerando o», a*, ..., al pri¬ 
mer punto interior excluido por los clrculos antenores, excluyendo cada 
uno con un entorno circular situado en el recinto precedence, resulta un 
conjunto cerrado C, por ser complementario de un abierto dentro del d - 
minio cerrado D. Si cada radio se elige no mayor que la mitad del ante¬ 
rior, y es r el primero, la suma total de radios es < 2r, luego, eligiendo r 
suficientemente pequeno, las proyecciones del sistema de circulos c ( segu 
cualquier direccion del piano sobre un eje transverse* tienen suma a b - 
trariamente pequeiia y en cada intervalo > 5 del eje hay trazas de rectas 
que no cortan a ningun circulo, es decir situadas en el conjunto C 
Pareceria a la intuicion que al suprimir todos los puntos de N, denso ei 
II suprimiendo con cada uno todo un entorno, no quedaria punto nm- 
guno de H; y sin embargo queda un conjunto C, cerrado y conexo, con 




Fits. 441. 



infinitas rectas en toda direccion, que pasan libremente entre los infinites 
circulos, sin tocar a ninguno. 

Ese amplio campo limitado por las infinitas circunferencias c, se am- 
plia todavia mds dividiendo todos los radios por 2' y resulta un campo 
Ch > C (fig. 441). La suma de todos los Cn (o extremo superior o Incite 
de ellos para h—> co) que a todos los contiene, es decir, el conjunto E de 
puntos que pertenecen a algun C,. y a todos lo? sipiientes, ; ^signado 
por Borel dominio de Cauchy, y para distmguirlo del W de Weierstrass, 
lo llamaremos campo de monogeneidad B, para evitar doble uso de la pa- 
labra dominio, no aplicable en este caso. La funcion f(z) se di ra mowo- 
aena en E si es continua en E, es decir, en cada C„, y admite en cada 
punto 2 de E derivada unica, continua, hipotesis de las que se deducen 
los teoremas fundamentales de la teoria clasica y el desarrollo taylonano, 
sobre cada recta de E. 

V Principio de acumulacion de funciones analiticas. a) Teorema 
de Vitali. — Si la sucesion ]f„(z) de funciones regulares en un recinto 
G y acotadas en su conjunto en el: 


[XXIX-10] 


f ,i ( 2 ) | < M, zeG; n = 1,2, ...» 


converge en un conjunto C de puntos con un punto de acumulacion z 0 
interior a G, entonces (f.(*) \ converge hacia una funcion i(z) unifor- 
memente en todo dominio interior a G. Por tanto (§ 115-9, teoi. 2) es 
f ( 2 ) regular en G. 

DEM. «i) Basta considerar el caso en que G es un circulo y 2 0 su 
centro, pues de el se pasa al caso general extendiendo el dominio de con- 
vergencia uniforme por un procedimiento analogo al de prolongacion ana- 
litica (§ 115-12). 
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af) Sea R el radio del circulo. Como f„( 2 ) — f„( 2 0 ) se anula en 2 = z 0 
y ademas por [XXIX-10] : 

|f n (z)_f n (z 0 )| < |f.(*)| + |f.(«o)| < 2M , 
el lema de Schwarz (§ 114-7) aplicado a f n ( 2 ) — f„( 2 0 ) como funcion de 
2 — 2 0 , da: 

[XXIX-11] | f„( 2 ) —f„( 2 0 )| < 2M | 2 — 2 0 |/R. 

Sea 2 'eC y z'^=z 0 . Se tiene: 

|f„ tp (2o)— f»(2o)| < |fn + p(^o)— W*')| + |fn + p(2')— f.(*')| + 

-j- [ fn («')-fn(2o)l < 4(M/R)|2'-2o I + |fn+p(z')- fn {Z ) \ . 

Dado e > 0 puede elegirse 2 ' de modo que el primer termino sea 
< e/2 y fijado 2 ' puede hallarse m de modo que el segundo termino sea < e/2 
para n>n 0f (p> 0). Entonces | fn + p(z„) — f„(2o) | < e para n + P > 
>n>n 0 , es decir, la sucesion -jf„(zo) \ converge a un limite a,. Poniendo 

[XXIX-12] fn(2) = a„,n + «!,*(*—*•) + «*»»(* — ZcV + ... , 

I 2-2o I < R , 

sera entonces lima<>,n = Oo. Consideremos ahora la sucesion de funciones: 
[XXIX-13] cpn( 2 ) = ^(z) — ac, n_ _ ^ + a2>n ( z _ Zo ) + ... 

Z Z 0 

que tambien converge en 2 '. Ademds |fp..(z)| < 2M/R en | 2 — z 0 1 == R 
y por tanto en | 2 — z c \ < R. Entonces la sucesion -{cp B (z) [ cumple, salvo 
el valor de la cota en [XXIX-10], las mismas condiciones que jf„(z) y 
entonces existe limch ,„ = Ui. Sucesivamente se demuestra asi que con- 
vergen todas las sucesiones 

, o *)2 > a k,3 , ... (/c = 1, 2, 3, ...). 

Por la acotacion de Cauchy (§ 118, ejercicio 2) es | a k ,„ \ < M/R*, 
y entonces la convergencia de [XXIX-12] es uniforme respecto de n y de 
2 para | 2 — z 0 1 < R — e. Finalmente, como cada termino de [XXIX-12] 
tiende a un limite, la suma tiende a un limite uniformemente para 
| 2 — 2 0 1 < R — e, lo que demuestra el teorema. 

b) Principio de acumulacion. — Si -jfn(z)[ es una sucesion de fun¬ 
ciones regidares en un recinto G y acotadas en su conjunto en G por 
[XXIX-10], existe una sucesidn contenida en ella (§ 20-3) que converge 
uniformemente en todo dominio interior a G. 

Sea \z n \ una sucesion de puntos de G con un punto de acumulacion 
interior a G. Como los puntos w„ = fn(zi) pertenecen por [XXIX-10] al 
circulo | w | < M, tienen al menos un punto de acumulacion, es decir, en 
la sucesion ^f„(zH est a contenida otra \in t (z)\ convergente en 21 . 
Do \i n (z)\ podemos extraer una sucesion parcial o contenida -{fp 4 ( 2 )}- 
convergente en z 2 ; de esta, una sucesion parcial \f (li ( 2 )^ convergente en 
2 3 , etc. La “sucesion diagonal” f Wi (z), f v2 (z), iq 3 (.z), ..., esta contenida 

en cada una de las anteriores y en consecuencia (§ 20-3) converge en 
todos los puntos z„. Por el teorema de Vitali, esta sucesion diagonal 
converge en G, uniformemente en todo dominio interior a G. 

c) Si ■{ f„ ( 2 ) [ es una sucesion de funciones regulares y univalentes 
en un recinto G, que converge uniformemente en todo dominio interior 
a G, entonces la funcion limite i(z) es tambien monovalente, 0 bien se 
reduce a una constante. 

La posibilidad de que la funcion limite sea constante resulta del 
ejemplo f n (z)=z/n. Si no fuera ese el caso y ademas hubiera en G 
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dos puntos distintos z x y z s tales que f (z,) = f (z») = a, bastaria aplicar 
a la sucesion -{f „(z) —aj- el teorema de Hurwitz (§ 117, ejercicio 5) 
para tener una contradiccion. 

VI. Representacion conforme. — a) Teorema de Riemann. — Dado 
un recinto simplemente conexo R con dos puntos de contorno por lo me- 
nos, existen infinitas funciones analiticas regulares en todo el, que lo 
transf orman biunivoca y conformemente en un circulo. Cada funcion estd 
determinada dando tres puntos A, B, C del contorno con sus tres homo¬ 
logos A', B', C' en la circunferencia, de modo que ABC y A'B'C' deter- 
minen el mismo sentido de recorrido sobre ambos contomos, o bien dando 
tin punto interior como homologo del centra del circulo y un punto de 
contorno como homologo de un punto de la circunferencia, o bien dando 
un punto interior y una direccion a partir de el como homologos del cen- 
tro del circulo y la direccion del semieje real positivo. 

La demostracion de Riemann, dada en su tesis doctoral y fundada 
en la integracion de la ecuacion de D’Alembert (§ 91-6, d), adoleda de 
dos defectos capitales: Estudiando la integral definida de una funcion 
indeterminada que debe cumplir determinadas condiciones, admitia que 
existe una cierta funcion para la cual obtiene esa integral su valor mi- 
nimo (este postulado, que en Fisica se utiliza con frecuencia, suele 11a- 
marse principio de Dirichlet). En segundo lugar, admitia sin demostra¬ 
cion que la correspondence biunivoca, continua y conforme de los puntos 
interioi'es a dos recintos, lleva consigo la correspondence de los contornos. 

Senalada la insuficiencia del metodo de Riemann, diversos matema- 
ticos acometieron la empresa de demostrar la existencia de la funcion que 
efectua la representacion conforme de cualquier recinto sobre el circulo, 
estudiando ademas la correspondence de los contornos. A1 fin consiguie- 
ron Schwarz y Neumann, hacia 1870, resolver el problema para tipos 
muy generales de recintos, apoyandose en la teoria del potencial logarit- 
mico (ver c), o sea, la integracion de la ecuacion de D’Alembert 
(§ 91-6, d). Mas recientemente, Koebe, Caratiieodory y Bieberbacii, han 
iniciado una nueva cpoca, abordando la resolucion directa del problema 
de Riemann sin utilizar la teoria del potencial, esto es, combinando sola- 
mente los recursos de la teoria de las funciones analiticas. 

Puesto que puede representarse conformemente un circulo en si mis¬ 
mo por una transformacion homografica (§ 114-4) de modo que se corres- 
pondan, o bien tres pares de puntos de contorno con conservacion del 
sentido de recorrido de este (§ 114, ejercicio 10, a), o bien un par de 
puntos interiores y uno de puntos de contorno, o bien un par de puntos 
interiores y una direccion a partir de cada punto (§ 114, ejercicio 7, lb), 
bastara probar: 

Teor. Todo recinto simplemente conexo R de un piano simple (es 
decir, no multiple, § 116-1) z, con dos puntos a, b de contorno por lo 
menos, se puede transformar biunivoca y conformemente en tin circulo 
mediante una funcion analitica. 

Dem. a,) Sin restringir la generalidad del teorema podemos suponer 
R acotado. En efecto, la funcion w = V (z — a) / (z — b) representa el 
piano doble z ramificado en a y en b, en el piano simple tv, y entonces 
R, que esta en una rama del piano doble 2 , se transforma en un recinto 
del piano simple w tal que su complemento contiene un recinto G, el cual 
por una transformacion homografica puede llevarse a cubrir el exterior 
de un circulo. 

a.) Suponiendo (por a) el recinto R acotado, consideremos para 
ZofR el conjunto C(z„) de las funciones f(z) regulares y univalentes 
(nota I) en R, con f(zo)=0, f'(zo)=l y tales que exista finito: 
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M(1‘) = extr sup | f(z)|. Sea q = extr inf M(f). 
zeR feC(zo) 

Entonces, o bien hay en C(z„) una funcion cp(z) tal que M(cp)=y; <> 
bien hay una sucesion fi, f 2 , ..., de funciones de C(z„), tal que 
lim M(f„)=y. Probaremos que este segundo caso se reduce al primero. 
En el'ecto, como las funciones de la sucesion (f„(z)J- estan acotadas en 
su conjunto en R [pues M(f„)<y + 1 para n suficientemente grande], 
por el principio de acumulacion (nota V, b) podemos seleccionar una su- 
eesion f„. }- contenida en jf„y que tiende a una funcion regular f(z), 

uniformemente en cada dominio interior a R. Esta funcion verifica 
f(z<,)=0, f'(z 0 )=l; por tanto, no es constante y entonces (nota V, c) 
es univalente. Por definicion de -jf,,}-, para cada e> 0 existe r 0 = r 0 (e) 
tal que para r > r 0 es 

M (f ) < q + G o sea | f„ r («) | < Q + £, 2 eG, 

y haciendo sigue |f(z)|<p-)-E en R con lo que fEC(zo), y 

como e es arbitral 1 io: M(f)<p. Ademas, por definicion de q es 
M(f)> y entonces M(f)=o. 

a 3 ) Probaremos que la funcion w = f (z) definida en (a 3 ) representa 
R biunivoca y conformemente en el circulo |w|<o. Como M(f)=o, 
el recinto S transformado de R por f, es parte (propia o impropia) de 
I tv ! < o y tiene al menos un punto de contorno en la circunferencia 
|w[=’e. Si el teorema no fuera cierto, habria en el contorno de S 
un punto a con | ex | < o y entonces cada rama de la funcion biforme 

Wi = q\Iq(w — a) / (q j — aw) 

seria regular y univalente en S. Por otra parte, para | tv | < q es 
| uh | < t> (§ 114, ejercicio 7, 2b) y wi(0)=V—aq. Pongamos 
[XXIX-14] tv< = q s [wl — Wl (0) ]/[</ — Wl (0).wi] , 

entonces, para | Wi | < y es | tv- 1 < q . Pero la derivada 

_dwa_ _ d u>2 dwi 
dw — dici dw 

tom a para tv — 0 el valor (c+|a|)/2V—ay cuyo modulo es >1. En¬ 
tonces tendriamos una funcion 

[XXIX-15] w« = 2w 2 V—ay/(y + |a|), 

perteneciente al conjunto C(zo) y tal que M(w»)<y, lo que contradice 
la definicion de y. Entonces w = f(z) transforma R en todo el circulo 
| w | < y y queda demostrado el teorema de Riemann. 

b) Metodo de representacion conforme de Bieberbach. — 6,) Radio 
de un recinto. — Puesto que podemos adoptar ejes coordenados arbitra- 
rios para representar los recintos, desde ahora en adelante adoptaremos 
como origenes los dos puntos homologos y como semiejes reales positiv«is 
los indicados por dos direcciones homologas. A la repi’esentacion confor- 
me asi obtenida la llamaremos normal. Si f(z) es la funcion que efectua 
la representacion conforme normal de un recinto R sobre el circulo de 
radio 1. el valor de la dilatacion en el origen a correspondiente al cen¬ 
tre, es |f'(a)|; pero si ampliamos o reducimos el circulo, dividiendo su 
radio por |f'(a)|, la dilatacion en el punto a se habra reducido a I. 
El radio l/|f'(a)| del circulo asi obtenido esta, pues, determinado para 
cada punto de R y desempeha importante papel en la demostracion del 
teorema fundamental (ver a) asi como en muchos teoremas de la teoria: 
A cada punto interior de un recinto simplcmcnte conexo R corves. 
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ponde un numero positivo, que llamaremos radio de R en dicho punto. 
Este numero es el radio del circulo transformado conformede R de modo 
que su centro corresponds a dicho punto y que la dilatacion en el sea la 
unidad. 

&„) Principio de minima. — El metodo de representacion conforme 
que vamos a exponer, se apoya en el siguiente teorema: Entre todos los 
recintos que tienen en el punto 0 el mismo radio q, el de area minima es 
el circulo de centro 0. (BlEBERBACH, 1912). 

Decir que el radio de un recinto en el punto 0 es q, equivale (bi) a 
expresar que la funcion analitiea que efectua su representacion conforme 
sobre el circulo de radio q, tiene su derivada en 0 igual a 1. Adoptando 
como variable independiente la que represcnta al circulo, el desarrollo en 
serie de la funcion w serd del tipo: 

[XXIX-16] w = f(z) = * + «*** + Orff + ... + a-*" 4- ••• 

Puesto que el area del circulo, en coordenadas polares, tiene por ex- 
presion 

J* J' r drp dr = jtq 2 , 

y la razon de semejanza infinitesimal en cada punto, entre el circulo y 
el recinto (es decir, la dilatacion) vale |f'(z)|, la razon entre los ele- 
mentos homologos de area es | f' («) | 2 ; luego el area del recinto R trans¬ 
formado del circulo por la funcion [XXIX-16] es: 

[XXIX-17] A = // If'(*)l* rdrd cp* 

Para calcular comodamonte |f'(^)| 2 » observemos que siendo: 
f'(z) = 1 + 2a 2 z + 3a*z 2 + 4a ,* 3 + ... = U + iV , 
si formamos la serie de terminos conjugados, el producto de ambas es: 

| f’(z )| 3 = 1 + P + Q = U 2 + V 2 , 
designando por P y Q, para abreviar, las sumas de las series: 

P = 4oaV + 9«.V -1- 16a,V + ..., 

Q = 2 a 2 r cos(cp + ■$■») + cos ( 2 cp + ■$•#) + ...) 

la primera resulta de agrupar el producto de cada termino por su homo¬ 
logo, la segunda serie resulta agrupando el producto de cada dos termi¬ 
nos no homologos con el producto de sus conjugados. Por brevedad hcmos 
llamado r al modulo de z, cp a su argumento, a, a los modulos de los 
coeficientes a { , y a sus argumentos. 

El area del recinto R resulta, reemplazando en [XXIX-17]: 

A = J° J 2 *r dr dtp + J*° J^Prdrdtp + Qrdrdq. = 

= jt q 2 -f- n(2a»V 4“ 3 o/q 0 + . •.), 

puesto que la integral de Q es nula, por reducirse a eero la integral de 
cada termino entre los limites 0 y 2k. La serie encerrada entre paren- 
tesis tiene positivos todos sus terminos, y por tanto: A > no 2 . 

b 3 ) Limite de error. — Si R difiere poco de un circulo, y es a la 
diferencia de area entre ambos, es decir: 

jt(2a/e 4 + 3a«V + ..•)=<* 

resultan las limitaciones siguientes: 
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“*■ < V -k ’ < Vy.. 

es decir, los coeficientes de la funcion se conservan inferiores a nume- 

ros fijos. Cuanto menor sea la diferencia de areas entre R y el circulo, 

tanto menores seran los coeficientes, y tanto menos diferira cada punto 

z — re l<f del circulo, de su homologo w. En efecto: 

| f (z) — z | = | a 2 z 2 -|- a-jZ 3 + . .. | < a or 2 -f oar 3 + ... , 

y llamando 0 al numero r/q < 1 , es decir r = qO, resulta: 

| i(z) — z\ < e a Va/(2to) + 0 3 Vo/ (3n) + 

+ ... < » 3 VaJ&n) (1 + 0 + 0 s + ...) 


[XXIX-18] 


f(z)—z\ < 




Dada una repi'esentacion conforme entre un recinto y un circulo, con 
dilatacion 1 en el centro, cada punto difiere de su liomologo en menos de 
un numero dado por [XXIX-18], que depende de la distancia al centro y 
de la diferencia de Areas; numero que tiene por limite cero cuando cual- 
quiera de estos numeros ado tiende a cero. 

hi) Representacion conforme aproxvmada. — Dado un recinto simple- 
mente conexo R, la funcion que lo transforma en circulo es regular en 
todo el campo R; pero, en general, su desarrollo. en serie no sera valido 
en todo el, pues puede haber puntos singulares exteriores a R, que disten 
del origen menos que algunos puntos del contorno; por esta razon, para 
poder utilizar el comodo algoritmo de las series, hemos adoptado en (& 2 ) 
como variable independiente z la que representa al circulo. Ahora vamos 
a adoptar como variable z la que representa los puntos de R; mas desapa- 
rece aquel inconveniente considerando funciones enteras del tipo: 

[XXIX-19] w — f (z) = z -j- a 2 z 2 -j- a 3 z n -f- ... -4* a n z" , 

que por ser regulares en todo el piano, transforman el recinto R en re¬ 
cintos finitos R', de una o varias hojas, transformados confonnes de R. 
Entre todos los sistemas posibles de valores reales que pueden recibir 
a., a 3 , ..., a n vamos a elegir el que nos de un recinto R' que difiera lo 
menos posible de un circulo. 

Las areas de R y de R' son: 



y desarrollando, resulta: 


[XXIX-20] A' = J J R [l + 2a,(» + iy)+ ... + na n (x 4-ij/)"- 1 ] . 

. [l + 2a 2 (a; — iy) -\- ... + na n (x — iy ) n_1 ] Ax dy = 

A -f- Ma/ + Na/ + ... + Q,a n ~ -f- Ta 2 a3 + ... -j- U«a + ... -(- Za„, 

habiendo designado por M, N, ..., los coeficientes que resulten despues 
do efectuada la integracion del polinomio real que aparece bajo el signo 
integral. El termino constante del polinomio obtenido es el area A de R. 

Dundo valores convenientes a a 2 , a 3 , ..., a,,, este polinomio llega a 
ndquirir valores tan grandes como se quiera. Basta para ello, por ejem- 
plo, hacer a*, = ... = a„ = 0 y a-i muy grande. Por consiguiente: Las 
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Areas de los recintos transformados de R por todas las funcion&s enteras 
del tipo [XXIX-19] no tienen maximo absoluto. 

Si C es un circulo de centro 0 interior a R, como el transformado 
R' por cualquier funcion contiene al transformado C', y este tiene mayor 
area que C, tambien el area de R' es mayor que la de C. Por consi- 
guiente, las areas de todos los recintos R' obtenidos con todas las fun- 
ciones [XXIX-19], por ser superiores a un mimero fijo tienen un extremo 
inferior a > 0 , y como el polinomio es funcion continua, existe efectiva- 
mente un sistema de valores de a 2 , a» f .... a„ tal que el recinto obtenido 
R' tiene el area minima a, luego: Entre todos los polinomios de grado n 
del tipo [XXIX-19] hay uno que transforma al recinto R en otro de area 
minima. 

Como en un polinomio real el minimo absoluto es tambien minimo 
relativo, calcularemos facilmente el sistema de coeficientes que da el re¬ 
cinto minimo, igualando a cero las derivadas parciales del polinomio 
[XXIX-20], respecto de a s , de a :l , ..., de a„, y resolviendo el sistema de 
ecuaciones lineales asi formado. 

Si en vez del polinomio [XXIX-19] adoptamos otro de grado n > n, 
y aplicamos el mismo procedimiento para determinar sus coeficientes por 
la condicion de minimo, el recinto asi obtenido no tendra mayor area que 
el R' suministrado por el de grado n, puesto que entre los polinomios de 
grado n' figuran, como caso particular, los de grado n, y hemos obtenido 
la menor area que pueden dar todos los polinomios de grado n. Resulta 
de aqui que la aproximacion va en aumento al crecer el grado de los po¬ 
linomios elegidos (al menos no disminuye) ; pero nada puede asegurarse 
a priori respecto del grado de aproximacion que se lograra con polino¬ 
mios de cierto grado. Ni es tampoco necesario, pues una vez calculados 
los coeficientes y dibujado el contorno de R' que este polinomio suminis- 
tra, veremos si la aproximacion lograda es suficiente. Y aunque el con¬ 
torno difiera sensiblemente de una circunferencia, si sabemos calcular el 
radio del recinto (como sucede en los poligonos regulares) la formula 
[XXIX-18] dira para que puntos interiores puede reputarse suficiente 
la aproximacion lograda, y para cuales otros debe recurrirse a polino¬ 
mios de grado superior. 

c) Relacion con la teoria del potencial. — c,) El teorema siguiente 
muestra la equivalencia del problema de representacion conforme con el 
de hallar una funcion de Green (Cap. XXVIII, nota IX, hf) del opera- 
dor de D’Alembert am (§ 91-6, d). 

TEOR.: Id) Sea tv = c p(«, ?) funcion analitica de z en un recinto sim- 
plemente conexo R y su. contorno [', formado por una curva analitica, y 
represente biunivoca y conformemente R en |w| < 1 de mo do que a z = £ 
correspon-da w = 0. Entonces 

[XXIX- 21 ] ^ ln|cp(z,?)| = G(*,y > {,n), d + *n=f), 

es la funcion de Green en R, del operador A% V condicion de contorno 
u — 0 en R, con polo (£, p). 

29) Reciprocamente, si G (x, y, £, p) es la funcion de Green de A u 
en R, la funcion: 

[XXIX-22] tv = tp(z,S) = e?-r(Gtin), 

donde H es conjugada (§ 114-3) de G, representa biunivoca y conforme- 
mente R en \w\ < 1 de rnodo que a 2 = ? = £ + ip corresponde w = 0. 

39 ) Ademas, toda funcion u (x, y) armonica en R y continua cn 
R + R se puede expresar por sus valores en el contorno R mediants la 
formula de Green : 
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[XXIX-28] u (x, y) = J\(a) --- ds , 

siendo s la abscisa curvilinea sobre R y n la normal interior. 

Dem. 19) En el entorno de z = ? es 
[xxix-24] cp ( 2,0 = m*— n + aiiz—sy + ..., 
con a-i 7 ^ 0, pues la representacion es conforme. Por tanto: 

[XXIX-25] In cp(z, f) = In ( 2 — f) + In [a*. + a,{z — f) + ...], 
y entonces 

[XXIX-26] -~-ln|«p(*,ni = -^-Inr + 7 , (r=| 2 -?|), 

donde y es armonica no solo en el entorno de ?, sino en todo R, pues 
f(z) no vuelve a anularse en It. 

Cuando z —> z 0 sl\ | cp(z, f) | —> 1 y entonces In j cp(z, f) | —> 0. 

29) Reciprocamente, la funcion G — (2n) _1 lnr es armonica en R 
simplemente conexo, y entonces tiene una conjugada uniforme (§ 114-3) 
determinada salvo una constante aditiva, y como la conjugada de 
( 2 ?i)' 1 lnr es la funcion multiforme ( 2 n) _ 1 arg(z — ?)» toda conjugada 
II de G es tambien multiforme, incrementandose en 1 cada vez que se 
rodea el punto z = f en sentido positivo. Pero como e' tiene periodo 2m, 
la funcion [XXIX-22] es uniforme, valiendo los desarrollos [XXIX-24] y 
[XXIX-25] . 

Es por [XXIX-22] y [XXIX-25]: 

G + ill = -~ln(p( 2 ,f) = -~ln( 2 -n + l -Q(z,0, 

con funcion analitica de z cn un entorno de f. Por tanto 

<p( 2,0 = (z — , 

y como 

cp,(f,f) = eG&V ^ 0 

la representacion es conforme en el entorno de ?. Tambien lo es en todo 
R, y como es G<0 en R, por [XXIX-22] es |w| = < 1 y cp(z, ?) 

representa R en todo 0 parte del circulo |w| < 1. Pero dado un con 
\uh\ < 1, veremos que corresponde a un punto de R. Pues poniendo 
uh = ea+ib t (a < 0 ), la circunferencia \w\=ea, que contiene a wi, es 
imagen de una curva analitica G = «/(2jt) del piano z. Al recorrerla, 
H aumenta en 1 y por [XXIX-22], w toma todos los valores de modulo 
|wi|, entre ellos wi. 

39) Como cp(z, J) es funcion regular de z en R, y se anula solo en 
z—l, tendremos por § 117, ejercicio 2, y § 115-2, nota 2, si f(z) es re¬ 
gular en R y continua en R + R: 

[XXIX-27] f(n= ^J rf(( )i^y> d *. 

De [XXIX-22] sigue In cp = 2 a(G -f iH), y entonces indicando con 
s la abscisa curvilinea sobre R se tiene: 

[XXIX-28] it = 2jt (-?9- + I ) d.. 

Es 0G/Ea = O pues G = 0 en [’, y ademas 3H/3s=—3G/3n, si n 
indicn lu normal interior, por tanto [XXIX-27] da: 
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[XXIX-29] 


*«>= hwih- 


Poniendo aqui f (z) = u + iv y tomando partes reales se obtiene la 
formula de Green [XXIX-23]. 

c 2 ) Integral de Poisson. — Es el caso especial de la formula de 
Green [XXIX-23] en que el recinto es el circulo |z| < R, a transformar 
por w = cp(z, f) en |w| < 1 , de modo que z = £ se transforme en w = 0 . 
Entonces (§ 114, ejercicio 7, 2 *?) : 

, n R (* —f) 

S z— R 3 

y como en [XXIX-27] hay que formar (<p,/<p)dt para z—t en el con- 
torno, pongamos: 

z = R . e*«, ? = r . eW, (0 < r < R). 

Entonces: 

<Pi iz . , 

<p 2 — a r“ _ z r 

— " Ret'w re-M. I -£ <Jo> — 

Retw — re *0 R — e* w . re -*0 J t 

Rei'» _ re 1 • do — 

— . Reiw — reM Re-*w — re~i 0 J 

_ R 3 —r 3 

~ R a — 2rR cos (co — tfj + r 2 7 ‘ 0> ’ 
y de aqui resulta la integral de Poisson (cfr. § 112-2, ej. 2) : 


[XXIX-30] 


i tp= 


2Rrcos(co — 0) + r‘ 


u(R, (o)do>. 


Aunque esta formula expresa la parte real de una funcion analitica 
en un punto interior por los valores de dicha parte real en el contorno, 
no puede obtenerse simplemente tomando partes reales en la integral de 
Cauchy. 

VII. Integrales eulerianas. — a) Diversas definiciones de la funcion 
Gamma. — of) El producto infinite 


1 + 


g-z/w j- 


converge uniformemente en cada circulo \z\ < -A, como resulta (Cap. XI, 
nota III, e) de la siguiente acotacion de los logaritmos de sus terminos: 

I / . z \ z 1 z* 1 z* 

M 1 + V/“ n = “V » r + TV“ I * 


i + hr + h 


En consecuencia (§ 115-9), dicho producto define una funcion ana¬ 
litica para todo z finito. Definiremos la funcion Gamma r(z) por: 


[XXIX-31] 


—T-r = «e 7a TT 

T(a) n=1 


e -z/w j- 
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siendo y la constante de Euler (§ 22-3, 6 ), y entonces r(z) es analitica 
en todo el piano -propio salvo en los puntos z = 0, — 1 , — 2, ..., dotulv 
tiene polos simples. 

a 2 ) De [XXIX-31] y la defincion de y resulta: 

■—-— — z lim I” el 1 + i + ... + G/fc) - in k]z -j| 1 + -] e~ z / n i I = 

r(z) fc->ooL n=l l\ n I J J 

= Z lim [ k- n (l + -*-)l = 

k —>00 L n=1 \ n I J 

y como puede ponerse k como limite superior del primer producto, pues 
lim[l + (l//c)] a = 1 para k -» oo, resulta la formula de Euler que ex¬ 
presa r(z) como producto infinite: 

[XXIX-32] T(z) = 4" S Ifl + YrY (l + ~r) » 


1 00 
it n 

z n = 1 


(z^-0, -1, -2, ...). 

Esta relacion se escribe tambien: 

r( 2 ) = r lim {r n 1 —+ X T / n-^i 

z k —>co IL n =1 n J / «=1 n J 

y da la siguiente expresion equivalente a [XXIX-32] y tambien debida 
a Euler: 

/x k\k z 

[XXIX-38] r(.)= Jm , ( . + 1) .„(, + M - • 

as) Veremos ahora que para R(z)> 0 vale la siguiente expresion de 
r(z) por una integral impropia, debida tambien a Euler: 

[XXIX-34] r(*) = tz-ie-tdt , [R(z)> 0 ]. 

Jo 

a.n) Para demostrar que la integral [XXIX-34] representa una fun- 
cion analitica en el semipiano R(z)>0 bastard probar (§ 115-9) que 
converge uniformemente en toda faja vertical 0 < e ^ R(z) H. Ila- 
ciendo la descomposicion: 

X co i r 00 

t *-1 e~t dt = J o t z ~ 1 e-t dt + ^ dt , 

vemos que las dos integrales del segundo miembro convergen uniforme¬ 
mente en esa faja, pues los modulos de sus integrandos no superan a los 
integrandos de las integrales convergentes 

c i r°° f 00 t H +i e~t ^ 

J te-idi , J tn-ie-tdt = -- 2 — -dt. 

a 32 ) Para probar [XXIX-34] consideremos la integral 
[XXIX-36] G,.(z) = |l — -J-j”t^-idt = n* ( q (1 — r)n T * l dr , 

(t = nr) ; 

intcgrando reiteradamente por partes resulta 
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[XXIX-43] 


r(z)r(i — z) = 


En particular, para z — l (ver b s ) resulta r*(£) = n y como por 
[XXIX-31] es r(^)>0 resulta: 

[XXIX-44] r(^) = Vn. 

b 3 ) Persistencia de las relaciones funcionales. — La relacion funcio- 
nal [XXIX-41], probada para R(z)>0, se extiende por el teorema de 
identidad de funciones analiticas (§ 315-11, teor. 5) a todo z que no sea 
un entero negativo, pues la funcion r(z -f- 1 ) — zr(z), por ser nula en 
R(z)> 0 , lo es en todo su campo de regularidad. 

Observemos que la relacion de los complementos [XXIX-43] fue de- 
mostrada en b 2 para R(z)<0 por haberse usado [XXIX-41] cambiando 
z por — z. Pero por la misma razon vale para todo z. Como consecuen- 
cia se encuentra de nuevo (ver Oi) que l/r(z) es una funcion entera 
pues l/r(«) = (l/ 3 t)r(l — z)senaz y las unicas posibles singularidades 
del segundo miembro, que serian los polos simples de r(l—z) (ver Oi) 
en 1 — z = 0, —1, —2, es decir z=l,2, 3, son “evitadas” pol¬ 
ios ceros de sen nz. 

bi) Otras propiedades. — La siguiente “ formula de duplicacion” 

[xxix-45] r(2*)r(D = 22*-ir(z)r(z + i), 

que demostraremos en c 7 , es caso particular (n = 2 ) de la siguiente for¬ 
mula de multiplicacion de Gauss y Legendre: 

[xxix-4G] rMr(i + ~ r ) r( « + “--) = 

= 7ll-M*(2jl)Hn-l)r(w«). 

La formula de Stirling [53-14] se generaliza para la funcion r = 

P(z) ~ (z —l)«-i 6 - 2+1 V2jt(z — 1), 
o en la forma mas usual 
[XXIX-47] r(*) ~ **-* e -2 

equivalente a la anterior, pues 


(»-7-y 


(§ 21-5, c). En el campo complejo, el limite 1 del cociente de ambos miem- 
bros de [XXIX-47] se alcanza para z -» co uniformemente en todo an- 
gulo menor que jc y con el semieje real positivo como bisectriz. 

c) Funcion Beta. — La funcion Beta B (p,q) o integral euleriana 
de primera especie en la terminologia de Legendre, se define por: 


[XXIX-48] 


(p,q) = J~ o 


(1 — ») cr-i dx, 


estando xv-i y (1 — a;)<7-i dadas por la determination real de los loga- 
ritmos en e(*>-i)in* y e(< 7 -l)ln(i-a;) respectivamente. La integral es uni¬ 
formemente convergente cuando p y q varian en un par de semipianos 
R(p)>e>0, R(q)>e, pues en tal caso el modulo del integrando no 
supera al integrando de la integral convergente 

j' xe-l(l — *)e-lda:. 

Veamos algunas propiedades importantes de la funcion Beta: 
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c,) Relacion de simetria. — Haciendo en [XXIX-48] el cambio de 
variables x = 1 — t resulta: 


[XXIX-49] 


B (p,q) = B(q,p). 


c 2 ) Si p 6 q es entero positivo se obtiene una expresion explicita 
para B (p,q). — Para q = 1 se tiene 

( 1 1 

B (p, 1) = xv Ida: = — , 

Jo P 

y para </ = w > 1 entero, integrando por partes sucesivamente: 

[XXIX-50] B (p, n) = f 1 xp( 1 — ®)*-2 dx = 

P Jo 


= ~z~ B(p + 1 , n- 1 )= ...=- 


(n-l)l 

P(P + 1) • • • (p + n — 1) ' 


Multiplicando ambos terminos de esta fraction por r(p) resulta por 
[XXIX-41] y [XXIX-42] : 


[XXIX-51] 


B (p,n) = - 


r(p)rO?) 


*• J ' r(p + rc) 

relacion donde veremos (c 5 ) se puede eliminar la restriccion n entero. 

c 3 ) La igualdad de primer y tercer miembro de [XXIX-50] es va- 
lida sin la restriccion n entero y suele escribirse en la forma: 

[XXIX-52] B(p,q + 1) = (q/p)B(p + 1, q). 

Junto a ella son utiles las relaciones: 

[XXIX-53] B (p, q) = B(p + l,q) + B(p,g + 1); 

[XXIX-54] B(p,g + 1)= [q/ (p + q) ]B (p, q ). 

La primera resulta descomponiendo 

B(p, q + 1) = J xv- 1(1 — x) (1 — x)'i-idx 

en dos integrales, una para cada termino del binomio 1 — x; la segunda 
resulta aplicando la primera en el segundo miembro de [XXIX-52]. 

c 4 ) Otras expresion es integrales de B(p, q). — Haciendo en 
[XXIX-48] el cambio de variables x = y/(l-\-yj resultan 1 — x — 
= 1/(1+ 2 /), da; = dj//(l + y) a y los nuevos limites 0, oo; entonces: 


[XXIX-55] 


; ' 9)= X 


00 yp-l d y 

(l + 2 /)»+« 


Descomponiendo esta integral en dos extendidas a los intervalos 
( 0 ; 1 ) y ( 1 ; co) y cambiando y por l/y en la ultima, resulta la si¬ 
guiente expresion integral que pone en evidencia la simetria [XXIX-49] : 


[XXIX-56] 


B (p,q) = 


yp-l -f yq-l ^ 


Jo (1 -\-y)v +< i 

c 5 ) Reduccion de B a r* — Suponiendo primero R(p)> £, R(g)> i, 


r(p)r(«) = 


y rcomplazando x, y por x\ y": 


X co 
\ 


yi i e v dy 
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/<R /*R 

r(p)r(g) = 4 lim x 2 r~ l e~ x ~ da: . y2q-l e v* dy = 
R— >X- Jo JO 

— 4 lim ( j a;2p-i y2g-i e -(a: a +w 2 ) da: dy , 

R— ^co J Jq_ 



Fip:. M3. 


siendo la integral doble absolutamente conver- 
gente en el cuadrado Q r :(0<x<R; 0< 
< y < R; fig. 443), donde el integrando, que 
llamaremos F (a;, y ), es continuo. Como 


F(x,y)| dx dy 


converge a un limite: 

/■co • co 

4 . c 2p-i; e -a s dx . y2q-l j e -y- ( ]y , 

Jo Jo 


se tienc: 


F dx dy — I F dx dy i < 


IF1 dx dy < 


If 1 - 


|F| —> 0 para R —> co. 


Tor tanto: 


ii m f ( F dx dy = lim ( ( F dx dy , 
r—$. co • JQ* R->°=J * ; c lt 

y como la ultima integral es, en coordenadas polares (r, X) : 


( r^rdr f " (r cos X)(/• sen a.) 2( /-i dX , 
Jo Jo 


tendremos: 


zo r *7/ 

r(y)r(y) = 4 e-* -2 r 2 (pi-ql-l dr ,cos2p-lX senSo-i). dX = 

Jo Jo 

= 2r(p + <?) ( cos2p-i)» sen 2 *!- 1 ?. dX 

Jo 

y poniendo cosv. — t la ultima integral se convierte en 

1 f \p~Hl — t)l-l dt = y B (p,q) 

2 J o “ 

y resulta la formula de reduction * 


Reciprocamente, puede expresarse T con B mediante limite por: 


[XXIX-57] 


r(«) = lim m*B(s, n) 
n—>oo 


como consecuencia de [XXIX-50] y [XXIX-33]. 
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[XXIX-58] 


B(p, q) — 


r (p) r(q) 


L A/vm.-ooj p(p-j-q) 

La restriction R(p)>i, R (g)>& se elimina mediante [XXIX-54]. 

c„) Cdlculo de integrates trigonometricas. — La transformation efee- 
tuada en la ultima integral precedente da, reemplazando p y q por ,.p, 

lq: 


[XXIX-59] 


cos^-tx sen</-ix dx = —- 

o 


Las formulas elementales conocidas para el caso en que p y q son 
enteros, dan nuevas relaciones para la funcion Beta. 

c 7 ) Demostracion de la formula de duplicacion [XXIX-45]. De 
[XXIX-58] y [XXIX-48] resulta para q — p: 

= f 1 (1 — ajp- 1 dx , 

r( 2 p) Jo 

y haciendo en la integral la sustitucion x— i — h'Jy, de donde x(l — *) = 
= (1—y)/4, resulta: 

_JL f l ( 1 —V-\ P 1 -^L — 2 1-2 ^ ( (1 — y)p-lyi-ldy = 

r( 2 p) 2 Jo \ 4 J Vy Jo 

= 2 1 - 8 »T(p)r(i)/r( 2 J + i)» 

de donde resulta [XXIX-45] . 


% = 2i-2 1 > ( (1 — y)p-iyl-!dy = 

y Jo 


VIII. Transformacion de Laplace. — a) Definiciones. — Ya hemos 
visto en S 99-3 y 4, ejemplos de transformaciones funcionales dadas poi 
integrales parametricas. De esta clase es tambien la transformacion tun- 
cional siguiente, donde C es una curva cualquiera, abierta o cerrada, del 
piano de la variable compleja t: 


[XXIX-00] 


f (p) = e- p, F(t)dt. 


Se la llama transformacion de Laplace (aunque ya en 1737 considerd 
EULER integrales de esta forma para la integration de ecuaciones diferen- 
ciales), pero modernamente se indica como transformacion de Laplace l . 
el caso especial en que C es el semieje real positivo: 


[XXIX-61] 


f(p) = = e~ pl F (t)dt. 


Esta transformacion [XXIX-61] se llama tambien de t Laplace ordi- 
naria o de primera especie o unilateral, indicandose por Lj, para disti i- 
guirla de la siguiente de segunda especie o bilateral. 

[XXIX-62] f(p) = Ln-iF(t)}- = f e _p, F(t)dt. 

La transformacion [XXIX-61] que trataremos preferentemente hace 
corresponder a cada funcion de variable real F(t) (funcion objeto) de una 
cierta clase (ver b ), una funcion de variable compleja f(p) {funcwn-nim 
qen o transformada de Laplace) que veremos (teor. 9) es regular en un 
semipiano donde la integral [XXIX-61] converge. 

b) Series de potencias y de Dirichlet; integrales de Laplace S ri km 
jes y de Laplace. — En muchas cuestiones es util observar la analogi.v 
entre las expresiones [XXIX-61] y 
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[XXIX-63] 


<P(«) = 2 FnZ ", 


oomo aptas para representar, en una parte del piano complejo, una funcion 
analitica. Basta observar, ademas de los teoremas 2, 5, 8 y 9 de mas ade- 
lante, que con el cambio de variable z = e~ v [de donde \z\ = e" ,l<p) , R(p) = 
= parte real de p] la serie [XXIX-63] supuesta de radio de convergencia 
r, se transforma en la serie 


[XXIX-64] 


2 F„e~ pB , convergcnte en R(p) > —In r, 


es decir en un semipiano, que es a la vez semipiano de convergencia 
simple y absoluta. En cambio, hay un semipiano de convergencia simple, 
y otro en general distinto de convergencia absoluta, en el algoritmo mas 
general de las series de DlRlCHLET: 

[XXIX-65] 2 a n e' l " p 

n=o 

donde los exponentes l n forman una sucesion creciente no acotada, mientras 
los coeficientes a n son complejos cualesquiera. Estas series presentan nota¬ 
ble analogia con las integrales de Laplace, y ambas estan comprendidas 
en las llamadas integrales de Laplace-Stieltjes : 


[XXIX-66] 


e- p ‘ d G (£), 


resultando [XXIX-61] si G (£) admite derivada integrable (§ 78-2) F(£) 
y [XXIX-65] si G(£) es una funcion de saltos (§ 78-5) : 


[XXIX-67] 


G (£) — 2 On 


con salto (real o complejo) a„ en t=l„. 

Con frecuencia se consideran integrales [XXIX-66] con extremo in¬ 
ferior impropio, definiendose entonces 

r co /•co 

[XXIX-68] e- pl d G (£) = lim <r p ‘dG(£) , 

Jo e —> +0 ./ g 

W —> + 00 

cuando este limite existe, en cuyo caso se dice que [XXIX-66] es conver- 
gente. Cuando esto ocurre para algun p diremos que G(£) es LS -trans¬ 
formable. 

En nuestra exposicion nos concretaremos en lo posible a integrales del 
tipo [XXIX-61] y diremos que F(£) es L -transformable si cumple las 
condiciones: 

61) Esta definida para todo £ > 0 y es acotada e integrable (R) en 
cada intervalo [£i, £ 2 ], (0 < U < £ 2 < oo); 

r T 

6 2 ) Para todo T > 0 existe | F (£) | d£, eventualmente como integral 

Jo 

(R-C) (§ 80-1) con extremo singular 0; 

6.i) Existen un numero real o complejo p 0 y un numero positivo 
r > 0, tales que converge: 

r co o co 

[XXIX-69] e- p o'F(£)d£= lim <r p o'F(£)d£. 

Jr w —> co Jr 

Es facil ver que entonces existe el numero, llamado integral de La¬ 
place 
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[XXIX-70] f F(£)d£ = lim \ e- p o‘F(£)d£. 

J. e —> + 0 J £ 

u —> + co 

Ejemplo 1. Si F(£) cumple 6 a y b, y es acotada: |F(£)|<K, eg 
L-transformable pues verifica b 3 siendo p„ un complejo de parte real posi- 
tiva: R(po) > 0. En efecto: 

J* 8 |e~VF(£) | d£ < K J’V* B( V d£ < K e~‘ “‘V d£ = 

= K —-> 0 si r ^ oo (s > r) , 

R(p 0 ) 

y entonces convex-ge [XXIX-70] por el criterio de Bolzano-Cauchy. 

Este razonamiento muestra que con las condiciones 
[XXIX-71] 6i, 6., |F(£)| < K , 

la integral [XXIX-61] converge absolutamente en el semipiano abierto 

F(P) > 0- Analogamente las condiciones 

[XXIX-72] 6„ 6 2) |F (£) | < K e at , (areal), 

aseguran convei’gencia absoluta en el semipiano abierto R(p) > a. 

c) Convergencia absoluta y simple. — Teor. 1. Si la integral de La¬ 
place [XXIX-61] converge absolutamente para p = p 0 , entonces converge 
absolutamente en el semipiano cerrado R(p)> R(po). 


|e~ p, F (£) | dt 


= />- 


- p o'F(£)|d£ 


e- p »' F(£)| d£ 


r co 

Por teor. 1, la integral |e- p, F(£)|d£ converge o bien para todo 

Jo 

p real (y entonces para todo p complejo) o bien para ningun p real (y en¬ 
tonces para ningun p complejo), o bien los p reales que hacen convergence 
o no la integral forman una cortadura en el campo real (§ 7-6, d) de nu- 
morn -frnrtpvn n. nprt.prieeiente a una u otra clase, v entonces: 


Teor. 2 . El campo de convergencia absoluta de la integral de Laplace 
es un semipiano abierto R(p) > a, o cerrado R (p) ^ a (semipiano de 
convergencia absoluta ), si se conviene en que a (abscisa de convergencia 
absoluta) es a = — oo, 6 a = + co si el “semipiano” es respectivamente 
todo el piano, o el conjunto vacio. 

Propiedades analogas valen para la convei’gencia simple, es decir, 
cuando no se especifica si es absoluta o condicional. 


Teor. 3 . Si la integral de Laplace [XXIX-61] converge para p == 7*, 
entonces converge tambien para todo p con parte real mayor'. R (p) J' 

> R(Po). 

Definiendo la funcion continua de u, i(u; p) por: 

[XXIX-73] f (w; p) = fV p 'F(£)d£ si u > 0 , f(0; p) 0 , 
Jo 

existe por hipotcsis: 
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[XXIX-74] lim f(w; p c ) = f(p 0 ) , 

u —» co 

y por tanto es f (u; p 0 ) acotada: 

[XXIX-75] |f(u; p 0 ) | < K. 

Integrando por partes se tiene [0 < r < s, R(p) > R(p n )] : 

j 8 e-* K F(t) d t = f V<*-V'|VVF(i)]d t = 

_ - e- |p -V r f(r;po) + (p — p„) ( V<" V' f (i; Po )dt. 

J r 

Consideremos los tres terminos de este ultimo miembro para r-> + 0 , 
s -f co. El primero tiende a cero en virtud de [XXIX-75] por tender a 
cero el primer factor; el segundo tiende a f (0; p») = 0 ; por tanto, bastara 
probar que existe finito el limite de la integral del ultimo termino, lo que 
se logra por [XXIX-75] por el razonamiento de ejemplo 1, que asimismo 
muestra que la convergencia de la integral impropia es absolutei, es decir: 

Teor. 4. Si la integral de Laplace [XXIX-61] converge para, p = p„, 
puede representarse para R(p) > R(p«) por la integral absolutamente 
convergente 

[XXIX-76] (p — p 0 ) J e~ (p ~ p 0 u f(t;p 0 )dt . 

Con razonamiento analogo al que nos condujo al teor. 2, resulta de 

teor. 3 [donde la condicidn es R(p) >R(p 0 ) y no > R(p 0 )]; 

Teot. 5. El campo de convergencia de la integral dc Laplace es un 
semipiano R (p) >c ( semipiano de convergencia) incluido eventualmente 
su contorno R(p) — c o parte de el, si se conviene en que c (abscisa de 

convergencia,) es c = — co 6 c= + co, si el “semipiano” es respectiva- 

mente todo el piano o cl conjunto vacio. 

Los ejemplos siguientes muestran distintos comportamientos en la 
recta R(p) =c, contorno del campo de convergencia: 

Ejemplos: 2. 


F(t) 


0 si 0 < t, < 1 

lit- si t > 1 



e <“ 
t 2 


dfc 


Es c = 0 y la integral converge (absolutamente) en todos los puntos 
de la recta R (p) = 0. 


3. F(t) = 


0 si 0 < t < 1 

1 It si t > 1 


f(P> = 



Es c = 0. La integral diverge en p = 0, pero converge (condicional- 
mente) en los demas puntos de la recta R(p)=0, pues para y 7 ^ 0 
real es (§ 80-8, nota 2 ) : 


f dv) 




cos yt 
~t 


df —i 


sen yt 

r 


d t . 


r co 

4. F(t) = 1; f(p) = ) e~ pt dt converge (absolutamente) hacia 

J 0 

1 p para R(p)>0, pero es divergente u oscilante para R(?>)<0. Pon- 
dremos: 
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[XXIX-77] L\l\ = - , c = a- 0 . 

Es evidentemente c < a, pero contrariamente a lo que ocurre con las 
series de potencias (donde solo puede haber convergencia condicional en 
el contorno), puede ser c < a, y se prueba con ejemplos que en la rela¬ 
tion — oo<c<a<-j-co pueden presentarse todas las combinaciones po- 
sibles de signos < e =p que son en numero de 2” — 1 = 7, ya que debe ex- 
cluirse el caso de signos todos =. 

d) Los ejemplos siguientes muestran como comenzar la construc- 
cidn de una tabla de transformadas de Laplace. Para los ejemplos 6 a 8 
debemos usar la aditividad, expresada por: 

[XXIX-78] L{CiFi(t) + CiFt(t)}- =c 1 LjF 1 f + c 2 L]F 2 }-, (c, constantes). 

Ejemplos: 5. 

p co p co 

F(t) = e" 1 ; f(p) = e- pl e"‘ dt = d t , 

J 0 •' 0 

y entonces 

[XXIX-79] Ue l, \ = ^ J , R(p) > R( 6 ). 

Para b = 0 resulta [XXIX-77]. 

6 . De cos avt= l (e iut + ) sigue por la aditividad y [XXIX-79], 

si R(p) > 11 (<») j: 

= v 

0 sea: 

[XXIX-80] L-] cos cot J- = “r^r » R (P) > I I («>) I • 

7. Analogamente, de sen co t= (e iwt — e- iul )/(2i) sigue: 

[XXIX-81] Ljsen co t\ = , R(p) > |I(«)|- 

8 . Asimismo, de las definiciones de las funcionse hiperbolicas (§ 29-1) 
sigue por [XXIX-78] y [XXIX-79], si R(p) > |R( 6 )|: 

[XXIX-82] Ljch bt\ = 5 M sh bt\ = 

p 00 

9. F (t) = t k ; f (p) = e~ pl t' ! dt. Si k es real se tiene, por 

• 0 

[XXIX-39] (con r = t, s = p, z = k -j- 1) : 

[XXIX-83] \ , k > — 1, p > 0, 

y por prolongacion analitica para todo p con R(p)> 0, pues Ljt' 1 !- es fun- 
cion analltica de p en ese semipiano, como veremos (teor. 9). Tambien 
vale [XXIX-83] para k complejo con R(/c) >—1 

En particular 

[XXIX-84] L \r\ = , [n = 0 , 1, 2, ...; R(p) > 0]. 
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10. Consideremos la llamada funcion salto unidad en t = b: 


[XXIX-85] 

Se tiene: 


_ f = 0 para t < b, 
Kl> “1 = 1 para t > b. 




R(p) > 0 


Indicando, como es usual en Calculo operacional (Apendice III) con 
l(t) la funcion salto unidad en t — 0 , o simplemente funcion salto unidad 
o funcion de Heaviside [fonction brusque unite ; fonction echelon unite ; 
unit step function; Sprungfunktion, tambien indicada por Y(t) 6 U({)]: 


[XXIX- 86 ] 


_ f = 0 para t < 0 , 

y> — | _ i para t > Qf 


sera F(t)=l(t— b) y entonces: 


[XXIX-87] 


L\l(t-b)[ = 


R (p) > o, 


que para b = 0 da [XXIX-77] en la forma L-jl(t) J- = 1/p. 

Ejercicio 1. Por integraciones por partes demostrar la relacion: 

7» n 

fVVfV OOl ¥ I An * /A 1 \ I U V I 


[XXIX- 88 ] 


L-{t n .i(t —&)}- 


Mr>.i (t — b) }■ = ... = 


= + —— 4- n(n — 1)6n '* + + "LI 

L P P* P* + • • + pitti J » 

que comprende [XXIX-84] (6=0) y [XXIX-87] (n=0). 

e) Connergencia uniforme. — Teor. 6 . 

Z Si la integral de Laplace [XXIX-61] es im- 
propia en t = 0, converge respecto de dicho ex¬ 
treme singular uniformemente en cada semi- 
p piano R(p)> h. 

Pues para cada e > 0 puede lograrse que 



!J> 


F(t)df < 


F (t) | dt 


Fig. 444. 


[XXIX-89] 


si m < v < 8 (e), independiente de p en 
R (P)>h. 

Teor. 7. Si [XXIX-61] converge en 
p = p 0 , converge unif ormemente respecto de 
su extremo superior en cada region angular 
infinita (dngulo de Stolz, fig. 444): 

Arg (p — p u ) I < ■»!> < in . 


Observemos que en la region definida por [XXIX-89] es (fig. 444) : 

I P —Pol _ _1_ ^ _1_ 

R(p- Po) cos cp cos -41 

s. oo 

Poniendo o(f) = | e-Por F(r)dr, para cada e > 0 habra un t 0 =U(z) 
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tal que 
partes: 


Q(t) \ <e para t > t 0 . Por otra parte se tiene, integrando por 
f * e~ pt F(t) dt = ( e~ (p ~ p o )> [e- p 0 'F(t)]dt = 

J r r 


— [_ e -<p-p 0 )» 0 (t)] — (p —p 0 ) ( e- (p - p o ) ‘ o(t) dt , 

r ^ r 

y entonces, si s > r > t 0 (e) : 

I V p ' F(t) dt < e- n(p -V* I 0 (s) I + e- R(p - p o ,r | o(r) | + 

• r 

+ | P — Po | ( e _K<p ' p 0 ) ‘ | 0 (t) | dt < e- |!(p_p 0 ) * . e -f 

• r 

f co 

+ e- R(p - p « )r . f. + | P —Po | e . J e -«o>-V‘dt = 

r 

= sTe- n<p - p 0 ) * + e~ nip ~ p </ r + I f- J 30 . I- e -«( P -P„)r] < E [2 + —1 - 1 . 

L R(p — Po) J L cos ip ] 

Teor. 8 . La integral de Laplace [XXIX-61] converge unif ormemente 
en todo dominio acotado interior al semipiano de convergencia. 

Resulta de los dos teoremas anteriores, pues, respecto del extremo su¬ 
perior, un tal dominio puede incluirse en un rectangulo de lados paralelos 
a los ejes, interior al semipiano de convergencia, y por tanto en un an- 
gulo [XXIX-89]. 

Estas propiedades bastan para demostrar la analiticidad de f(p) 
(ver /), por lo que senalamos, sin demostracion, estos otros teoremas refe- 
rentes a la convergencia uniforme: 

a) Si la integral [XXIX-61] converge absolutamente en p — p 0 , con¬ 
verge unif ormemente en el semipiano R(p) > R(p 0 ). 

P) Si [XXIX-61] es unif ormemente convergente en la recta 
R(p) = lc, tambien lo es en el semipiano R(p) > k. 

y) O bien [XXIX-61] converge unif ormemente en todo semipiano, 0 
bien en ninguno, 0 bien existe una “abscisa de convergencia uniforme” u, tal 
que en el semipiano R(p) > lc hay convergencia uniforme si Jc > u, y no la 
hay si k < u. En los dos primeros casos pondremos respectivamente 
u — — 00 , u = -)- 00 . 

El semipiano R(p) > u se llama semipiano de convergencia uniforme, 
jpero en el la convergencia no es necesariamente uniforme! 

f) Regularidad. — Teor. 9. La funcion f (p) definida por [XXIX-61] 
es analitica regular en el semipiano de convergencia R(p) > c. Sus infini- 
tas derivadas se obtienen derivando respecto del pardmetro p bajo el signo 
integral : 

r co 

[XXIX-90] f<">(?>) = (— I)-J o e~ pl t n F (t)dt . 

Resulta del teor. 8 en virtud de la extension del teor. 1 de £ 115-9 se- 
nalada en nota 3 de ese paragrafo. 

Por la analogia con las series de potencias senalada en b, podria 
creerse que f(p) debe tener por lo menos una singularidad en la recta 
R(p)=c, contorno del semipiano de convergencia. Que esto no ocurre ne¬ 
cesariamente lo muestra el ejemplo siguiente: 
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Ejemplo 11. La integral 

» OT CO 

f(p) =J e' p ‘ e' sen e‘ d t =J ~~ ^p ~ ’ 

tiene abscisa de convergencia c = 0 (§ 80, Ej. 2, b). Para R(p)> 0 se tiene 
por integration por partes: 

J CD 

cos CC 

—--p— dx , 

1 * 

y como esta integral converge para R(p) > — 1, [XXIX-91] prolonga ana- 
liticamente f (p) al semipiano R(p) > — 1. Por sucesivas integraciones 
por partes puede probarse que f (p) es una funcion entera. 

g) Propiedad operational fundamental. — Teor. 10. Si las dos fun- 
ciones F (t) y F '(t) son h-transformablcs, existc y es finito el limite 
F(0 + ) = lim F(t) para t -» + 0, y para todo p interior a los semipianos de 
convergencia de ambas integrates [XXIX-01] y 

[XXIX-92] = \ tV F(t) dt , 

J o 

se tiene 

[XXIX-93] LlF'(t)[=pL]F(t)|-F(O t ) . 

Sea p„ un valor de p donde converjan [XXIX-61] y [XXIX-92]. De 

[XXIX-94] ) e~ p o' F' (t)dt = [e~"»'F (t)]“ + Po f e~"o'F(t)dt , 

J r r K r 

y la existencia de limites de ambas integrates para r —> + 0 y -b co, 
sigue que la funcion continua e'V F (t) tiene limites finitos para £-» + 0, 
y para t -» -f oo. Entonces, por una parte, es acotada: 

[XXIX-95] I e’VF(t)| < K , 

y por otra existe finito F(0‘) pues lim e~ Pa ‘ F (i)= lim F(£)- 

t -» + o t -> + o 

Si p esta en las condiciones del enunciado puede elegirse el preceden- 
te po tal que R(p) >R(p«), entonces por [XXIX-95] es 

| e~ v> F (t) | = | e -< p - p o>‘ . e -Po'F(£)| = e~ nip ~ p ° )t . | F(t) | < 

< K . e" B(p 'V‘ -> 0 para t -> + co 

y por [XXIX-94], escrita con p en lugar de p 0 , haciendo r 0, s + co, 
resulta [XXIX-93]. 

Si F(0 + )=0, es L-jF'(t) [ = pL|F(f)[ y a la derivation de F(f) 
corresponde la multiplication por p de su transformada. 

Si F(£), F'(£), •••» F lr) (t) son L-transformables se tiene sucesiva- 
mente para p interior a 2, 3.r + 1 semipianos de convergencia: 

[XXIX-96] L]F"(t) [ = pL-|F'(t)j- — F'(0 + ) = 

= p 9 L]F(tU — pF(0 + ) — F'(0 + ) ; 

[XXIX-97] h\F"'(t)\ = pL]F"(t) [ — F"(0 + ) = 

= p :i L]F(t) } — p 2 F (0 + ) — 

— pF'(0 + ) — F"(0 + ) ; 


[XXIX-98] L] F (r) (t) J- = p r h\ F (t) [ — p r_1 F (O') — 

... _^f (, - 2 , (0 + ) — F ( ~»(0 + ) . 

Si tanto la funcion F(£), continua para t > 0, como su funcion in- 
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tegral j F(r) dr = <£(£), son L-transformables, por ser $'(£) r=F(t), 
o 

<I»(0) 0, sera por [XXIX-93] L-j F (t) [ = pL]#(()[, o sea 


[XXIX-99] 


L ! F(r)dr • = — L-j F (£) [ , 


es decir, a la operation de integration indefinida corresponde la division 
por p de la transformada de Laplace. 

h) Cambios lineales de variables. — h,) A partir de una funcion 
L-transformable F (t) formemos la nueva funcion 

[XXIX-100] F t (t) =F(at—b) .l(at — b) , (a>0,b>0) 

(donde el segundo factor es innecesario si se supone, como suele hacerse, 
que F (r) — 0 para r<0). Poniendo r — at — b, de donde t = ( t-\- b) /a, 
resulta: 

C 00 

L-jFiJ- = e->“F(at — b) A(at — b) dt = 

0 

1 C 00 

=-e' 6 "/ 0 c-Pr/a F(r) . l(r)dr = 

a J -h 


— - c -bp/a I e-PT/' 1 F (r)dr , 

a J 0 


es decir 
[XXIX-101] 


fi(p) = f 
a 


e-bp/a f 


En especial, la transformada de Laplace de F,(f) =F (at), (a > 0) 


[XXIX-102] 


fi(p) = - f 

a 


y la de F,(f) = F (t—b). 1 (£_ 6 ), (6 > 0) es: 

[XXIX-103] f,(p) =e- b "f(p) . 

hs) Hagamos ahora un cambio lineal en la variable p de f (p) ; 
poniendo 

[XXIX-104] f,(p) = f(ap + P) , a > 0 , 

cimlquiera sea P (real o complejo) fi(p) queda tambien definida en un 
m-miplano. Se tiene (a t = r): 

r 00 i r 00 t 

fi (p) = e~ ( *P*P u F(t) dt =- e -pr[e-^r/aF(—)]dr , 

• o a - 0 a 


XXIX 106 ] 


F At) = — F — e-pt/a . 


Id 11 «•:;i>i• iul F f, (p) =f(ap) es L-transformada de 


| XXIX 100] 


Fi(i) = 1 F ( t - 

a \ a 


,v I (p) f (p -| (5), de 
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[XXIX-107] F a (t) =e-(XF(t) . 

i) Las propiedades vistas en f, g, y h, permiten ampliar la lista de 
transformadas de Laplace de los ejemplos 2 a 10 o reencontrar algunas 
de ellas. 

Ejemplos: 12. De [XXIX-77] resulta [XXIX-87] en virtud de 
[XXIX-103]. De lamisma [XXIX-77] resulta [XXIX-79] por [XXIX-107] 
con 3 = — 6 . De esta [XXIX-79] resulta por [XXIX-90] : 

[XXIX-108] = (-1)” p ^ b = 

_ ( IN- (~ l ) n ^ ! _ n] 

~ ( p — b )" +1 " (p-6)"*’ 

que tambien resulta de [XXIX-84] en virtud de [XXIX-107] con = —6. 

13. Para F(t) = t n es F(0) =F'(0) = ... = F‘"-»(0) =0; F (n, (*) = 
z=n\, F (B+ 1 ) (O=0; entonces, aplicando [XXIX-98] con r = n •+• 1 resulta 

L-jF (n+ 1 ) (t) \ = 0 = p ntl L-!t n [ — nl , 

y de aqui [XXIX-84]. 


Ejercicios: 2. Hallar [XXIX-81] aplicando [XXIX-96] a F(t) = 
= sen u> t. 

3. De la relacion (que resulta del cambio de variables x = V pt, de 
donde da = Vp dt/ (2 \Tt), y [87-4]) : 


[XXIX-109] L-jt-iy =J e- p ' t-idt = J e " 2 da = - j , 

deducir por [XXIX-90]: 

[xxix-iio] M= — 5+1) - |*r » 

(»= 0 , 1 , 2 , ...) . 


j) Convolucidn de funciones. — El producto de dos funciones L-trans- 
formables no es necesariamente L-transformable; por ejemplo lo es f * 
(ejercicio 3) pero no t~ i . t~ 4 = t~\ Pero veremos que existe entre las 
funciones L-transformables F(t), G(£)> ••• una operation binaria F >1< G 
con propiedades analogas a las del producto, cuyo resultado se transforma 
por L en el producto de las transformadas: L(F ^ G[= L-{F}-. L(G}-. 

Buscando una pauta en la analogia senalada en 6 , observemos que 
dos series de potencias 


CO CO 

[XXIX-111] SF.*" = f(«) , 2 G»z B = g(z) , 

n — 0 n 0 

para z interior a arnbos circulos de convergencia, se pueden multiplicar 
por la regia del producto de Cauchy dando: 

CO n CO 

2 (2 F? G n _„ ) z n = 2 H. 2 " = f(z) . g(z) = h(z) , 

n = 0 i> = 0 »=° 

es decir, considerando las funciones [XXIX-111] como transformadas de las 
sucesiones de coeficientes ]Fn[, ]G„[, su producto corresponde a la ope¬ 
racion de formar, a partir de las sucesiones ]F«y, -{G ra }-, la nueva sucesion 
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[XXIX-112] H n = F 0 G„ + F iGn-i + ... + F„G 0 = 2 F, G n — v 

v = 0 

Lo analogo a [XXIX-112] sera formar a partir de las funciones F (t), 
G (t), la nueva funcion 


[XXIX-113] 


(t) = fW) G (t — r) dr , 
J o 


llamada convolucion o producto de composicion (fr. composition; it. pro- 
dotto di composizione; i. convolution; al. Faltung = plegamiento) de las 
dos funciones (/ adores) F y G, e indicada por F(t)^G(t). 

La convolucion tiene una gran importancia en la teoria de la transfor¬ 
mation de Laplace, debido a que su transformada es el producto (or- 
dinario) de las transformadas de los dos factores: 


[XXIX-114] 


L(F * G[ = L]F[ . L-jGj- . 


Las condiciones de validez de [XXIX-114] estan dadas por teoremas 
analogos a los de Cauchy (§ 22-6, 6 3 ), Mertens y Abel (§ 22-6, In) para 
producto de series. Demostraremos solamente el siguiente teorema (de 
Horn-Borel), analogo al de Cauci-iy: 

Teor. 11. Si las integrates de Laplace L(Fy y L|Gy son ambas ab- 
solutamente convergentes para p = p„, entonces es tambien absolutamente 
convergente en p 0 la integral L]F ^ G), y verifica [XXIX-114]. 

Se tiene, en efecto, siendo D el primer cuadrante del piano tv: 

/* CO /% CO 

L-jFj-. L-jG) = j e-P r F(r)dT. j e~P v G(v)dv = 

= J~ e-Pir-*) F( r )G(i;)dr dv 

y la convergencia absoluta de la integral . 
doble permite integral’ “por triangulos*’ 

(fig. 445) obteniendose: 


f |j’ t F(r)G(t — r)dr| dt = 


= L(F*G) . t _L \ 

Ejemplos: 14. Si F (t)=t a ~ 1 (a>0). I \ r 

G(t) = t"' 1 (b > 0), es F*G=H(t)=z Ol f *" 

( t 0-1 ^ — r) 6-1 dT = B(a, 6 ) . t -+6_1 , Fig. 445 . 

• ( 0 

' " ,, "l 1 C.(a, b) la funcion beta de Euler definida por [XXIX-48]. Por 
| X X1X I M] sera entonces para R(p) > 0: 

/-co CO - CO 

H(a, 6 ) e~ pt t ° + * _1 di = ( e~ pT T”' 1 dT 

• 0 ^0 •' 0 
1 l ft 11 | \XI\ 39] [valida para R(s) > €] resulta: 

n(a, b) r(6)_ 

P 0+6 p° p 6 ’ 

<• Ill’ll | XXIX 58]: B(a, 6) =Z r(a)r(6)/r(a-p 6). 
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15. For ser 


l(t— b ) ^ F(t ) = f 1 {t — r— b) F(r) dr = ( F (r) dr 

J ft ft 


resulta de [XXIX-87] y [XXIX-114] : 


[XXIX-115] 


F(r)dr j = — 


que generaliza [XXIX-99]. 

El producto de composicion tiene las propiedades del producto ordi- 
nario. Las distributivas respecto de la suma 


[XXIX-116] 


F (Gi -f G 2 ) = F * G, 4- F * G 2 
(F, + F.) *G=F, *G + F. *G 


son inmediatas. La conmutativa 
[XXIX-117] F * G = G * F 

resulta por el cambio de variables t — r = u en [XXIX-113] y la aso- 
ciativa: 

[XXIX-118] (F * G) * K = F * (G * K) 

resulta de [XXIX-114] por tener ambos miembros la niisma transformada 
de Laplace f(p) . g(p) . k(p) (cfr. k ) . Indicaremos esta convolucion rei- 
terada por F G >j< K. 

k) Unicidad de la transformation inversa. — Volviendo a la analogia 
senalada en b con las series de potencias, recordemos que en [XXIX-63] 
no solo los coeficientes F„ determinan la funcion cp (z) sino que reciproca- 
mente esta funcion determina la sucesion ] F„ de coeficientes, ya sea me- 
diante sus derivadas por F„ = q>' n) (0) /n\, ya mediante integrals por 
[115-23]. La L-transformada f (p) solo podra determinar la funcion-objeto 
F(t) univocamente, si convenimos en considerar identicas dos funciones 
casi iguales o equivalent&s (L) (es decir, § 95-2, def., iguales salvo en un 
conjunto de medida nula), y veremos en l que F(t) puede calcularse a 
partir de f(p) mediante una integral en el campo complejo. Tambien hay, 
entre otras formulas de invei’sion, expresiones de F(f) mediante las deri¬ 
vadas de i(p). 

Puesto que nos limitaremos a funciones F(t) integrables (R-C), de 
entre ellas las Fi (t), F 2 (t), casi iguales, son aquellos cuya diferencia N(t) 

tiene funcion integral nula : f N(r)dr = 0. En particular, si Fi(t) 

‘ o 

y Ftit) son continuas, deben ser identicas, pues si fuera N(£ 0 ) 0, di- 

gamos N(f o ) = a>0, habria un e>0 tal que N(£) > la > 0 para 

J .fo —e /"to-be 

N(T>dr = 0 seguiria I N(r)dr>ac>0. 
o J o 

Probaremos el siguiente teorema de unicidad: 

Teor. 12. La transformada de Laplace f (p) de una funcion continua 
F (t) es identicamente nula solo si lo es F (t). En consecuencia, dos funcio¬ 
nes continuas diferentes no pueden tener la misma trasformada de 
Laplace. 

Este teorema resulta del siguiente (M. Lerch, 1903) : 


Teor. 13. Si la transformada de Laplace f (p) de una funcion con¬ 
tinua F (t) se anula en una infinidad de puntos cuyos afijos p == p 0 + nr 
(n = 0 , 1 , 2 , .. .) forman una progresion aritmetica de razon o diferencia 
positiva r > 0, es F(t) = 0 [y entonces f (p) = 0]. 
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I’ues poniendo f (p) en la forma [XXIX-76] resulta de la hipotesis 

r u ‘ 

e' nr ' f (£; p 0 ) d£ = 0 , n = 1 , 2 , f(t;p«) continua; 

• o 


y con el cambio de variable e' r ‘ e= x, f (— 


5 Po) = qj(*) : 


[XXIX-119] 


a?* -1 qp (as) da- = 0 


n = 1 , 2 , ... 


Pero cp(cc) es continua en 0 < x < 1, definiendo cp(0) por cp(0) = 
= lim f(£;p 0 ); y por ser denso el sistema \l, x, x 2 , ... [ (§ 97-6) resulta 

t or, 

de [XXIX-119] cp (£«) = 0, de donde f(£;pb) = 0 con lo que, por anularse 
tambien su derivada e'VF(t), es F(£) =0. 

1) Formula de inversion de Melon. — Para la transformacion de La¬ 
place [XXIX-61 ] vale la formula de inversion de MELLIN (tambien llama- 
da de Mellin-Fourier o de Riemann) : 

[XXIX-120] -i-f (p)«*' = { = J (t) £ * > ® 

que puede obtencrse formalmente (ver § 99 - Ej. 3) de las formulas de 
reciprocidad para la transformacion de Fourier. 

Pero [XXIX-120] no vale sin ciertas restricciones. Veamos una de- 
mostracion basada en la teoria de las funciones analiticas y restringida a 
una clase de funciones f(p) suficientemente amplia para las aplicaciones 
mas frecuentes. 

Teor. 14. Si f(p) es analitica en un semipiano R(p) > o 0 y en el es 


[XXIX-121] 
[XXIX-122] 
entonces existe 

[XXIX-123] 


f (p) I < Mip |-' 1 , h> l, 
Up) = Up), 


lim | 
t — > oo J a—ir 


rc-\-iT 

j f (p) e pt dp = F (t) 


para todo a > o n , y define una funcion F(f), real para t. real, indepen- 
diente de o(> ct„) , cuya transformada, de Laplace es f (p), es decir, re- 
suelve [XXIX-61] como ecuacion integral en F (£). 

Diremos que F(£) es la antitransformada de Laplace de f(p), escri- 
bicndo F (£) =L” l ]f (p) 

Dem. La integral en [XXIX-123] puede escribirse 

i . e at ij [f (a — ir)e- iTt + f (o -)- ir) c ,rf ]dr 


imiiicndo f (<t ir ) =u(o, t) -f -i v(rrr) con u y v reales, con lo que por 

| \ \ I \ 122] es f (fi — it) = u — iv, [XXIX-123] se escribe en la forma 

1 f 20 

|\\l \ 124 | co-i | [u(ct, t) cos — v(o, r) sen t£] dr = F (£) 

n J 0 

11 iiitmiIn forma real dr la formula de inversion. 

l‘"i | X X I X 121 I, tanto u como v son < M (a 1 -| r") V a , y entonces cl in- 
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tegrando de [XXIX-124] es < 2 M (<r + r 2 )^/ 2 , y como h> 1, la integral 
en [XXIX-124] converge absolutamente y uniformemente en t. 

Para probar que F (t) dada por [XXIX-123] no depende de a(> o 0 ) 
se aplica el teorema de Cauchy (§ 115-2, c) para obtener 




e vt dp = 0 


siendo C el contorno rectangular de vertices a ± ir, o' ± ir, y se observa 
que para r —> oo tienden a cero las integrales sobre los lados horizontales. 
Por ejemplo, por [XXIX-121] 

i /•o-'+tr at C ° 

f (p)e pt dp < , r e p ‘dp-»0 . 

I J ff+ir T 

Probemos ahora que la transformacion de Laplace de la funcion dada 
por [XXIX-123] 6 [XXIX-124] es f (p). Se tiene para R <p.) > a: 

ic 00 C 00 

L„ ,\F(t) 1- = —— g-Pot e<rf dt [u cos rt — v sen r t] dr . 

'’ ,0 Jt Jo Jo 

Por la convergencia uniforme respecto de t de la integral interior, 
puede invertirse el orden de integration y se tiene, retornando a la forma 
compleja: 




1 ra-\-ir (" 00 

- 1 - lim f (p)dp e (p - p o>'d t = 

2ru t oo >' —t'r * o 

i . lim JM- dp = , 

2ai T —^ oq a—ir V P° 


como se ve aplicando el teorema de Cauchy (§ 115-2 c), al contorno del 
semicirculo a derecha del diametro (o — ir, cr + tr), haciendo luego 
r—> co y teniendo en cuenta [XXIX-121]. 

Obs. Como se ve, en [XXIX-120] debe tomarse el valor principal de 
Cauchy de la integral impropia. La formula de Mellin da una mveision 
de la transformacion de Laplace bilateral Ln, en cuyo caso el segunclo 
miembro de [XXIX-120] es siempre F (t). Pero Ln se reduce aL = Lisi 
F{t) =0 para t < 0. 


m) Antitransforviadas de funciones rationales. — Sea 
[XXIX-125] i (p) = -q In¬ 


fraction irreducible, es decir P y Q polinomios sin ceros comunes. Vere- 
mos que la antitransformada existe, y puede expresarse facumente, solo 
si la fraccion es propia, es decir, si el grado de P es menor que el de Q. 

mi) Si P(p)/Q(p) es propia, admite (§ 46-4, bs) una descomposicion 
en fracciones simples como [46-6]. De la linealidad de L sigue la de L 
v entonces basta conocer la antitransformada de una fraccion simple: 
A/(p — a)\ Ahora bien, de [XXIX-84] (con n-1 en lugar de n) y 
hi resulta 


U t n ~ l e at [ = ~ 


(n — 1 ) ! 


(p —a)" 


y entonces 


_A 

(P — «)' 


= A L ’ 1 


1 

(p —a)’ 


(n — 1 )! 
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Kjkmi-lo 16. De 


"liruo: 


J_if 1 1 , i i 1 

» 2 +l ) 2 4 [_ (p + *) 3 (p— i)* p + i P — ij 


(P 2 +1) 


= [— te~ u — te il -f ie"“ —ie u ] = 


= -~ 2 ~ (sen t — t cos t) . 

mA Demostraremos ahora que una transformada de Laplace no pue¬ 
de tener un polo en p — oo y en consecuencia: 

Las fracciones rationales impropias, y en particular los polinomios 
no son antitransformables. 

Elio es consecuencia del teorema siguiente: 

Teor. 15 Si la integral [XXIX-61] converge para p = p 0) entonces, 
uniformemente en cada dngulo de Stolz [XXIX-89], f (p) -> 0 para p oo. 
En especial f(p) —> 0 para p —> oo en cada semirrecta Arg (p — p„) = a, 

|a| < £jt. 

Pongamos 

f Tl /* Ta _ co 

f(p) = e- p, F(t)dt + e- p, F(t)dt -f e- p, F(4)di . 

J o j Tl J Tu 

Por teor. 6 , dado e > 0 puede determinarse Ti suficientemente peque- 
no para que en el semipiano R(p) > R(p 0 ) sea 

I r Tl 

e- pl F(t)dt < -f- , 

\J 0 .5 

y por teor. 7 se puede determinar Ta suficientemente grande para que en 
la region [XXIX-89] sea 


^00 

j e - p ‘F(t)dt < -®- 


Fijados Ti y T 2 se puede determinar o suficientemente grande para 
que si R(p) > a, sea: 

I a Ta Ta 

e- p, F(t)dt < e-°Ti f |F(i)|di<—;®- , 

Ti J Tt 6 

y entonces, si p esta en la region [XXIX-89] y es R(p) > a, resulta 
I f (P) I < e. 

m :i ) Veremos en Ap. Ill, 10, f, que no obstante lo visto en m 2 , puede 
ampliarse el concepto de funcion de modo que tambien los polinomios sean 
antitransformables. 

Otro ejemplo de funcion que no es L-antitransformable es f(p) = e~ ap 
(pero lc es aplicable, como veremos en Ap. Ill, lo dicho para los polino- 
nuos). Probemos al menos que no puede existir una F(t) continua tal 
quo L-, l 1 '(/;)[ —e “ p . En efecto, en tal caso seria por [XXIX-90] : 

L { ' J* 1 } = V = V <- T5- 

i'ii couL'ndiccidn con el teorema 12. 
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Bibliografia. — 1. Muchos de los cursos y tratados generales de 
Analisis matematico traen capitulos o secciones mas extensas sobre la 
teoria de las funciones anallticas de variable compleja. Entre ellos deben 
destacarse, ante todo, los grandes tratados franceses (citados en Cap. VI 
nota VI, 5) de Goursat y Valiron, que dedican gran parte de su conte¬ 
nd 0 a un tratamiento detenido del tema. El primero dedica gran parte 
de su volumen II (79- ed., 1949) a una exposicion ampliada y modernizada 
por J. Favard; el tratado de Valiron dedica unas 200 paginas de su vol. I 
a un enfoque general y moderno de la teoria, con enfasis en los metodos 
geometricos y la teoria de la representacion conforme, terminando con 
funciones elipticas y funciones anallticas definidas por integrales, y los 
primeros capitulos de su vol. II a temas mas especiales: funciones alge- 
braicas y sus_ superficies de Riemann, sirviendo de base al capitulo si- 
guiente sobre integrales abelianas, y finalmente funciones anallticas de va- 
nas variables y metodo de las funciones mayorantes con aplicacion a la 
teoria de las ecuaciones diferenciales. 

Tambien tratan el tema, aunque en forma sucinta, II. von Manooldt 
( vol III) A Duschek (vol. Ill) (citados en Cap. XVIII, nota III, 1), 
los iibros de J. Rey Pastor citados en Cap. VI, nota VI, 2, especialmente 
Elementos de la teoria de funciones ; el vol. II de Courant (citado en 
Cap. VI, nota VI, 2) y en fragmentos distribuldos en el texto fundamental 
y notas complementarias Severi (citado en Cap. IV, nota III, 1). 

2. Breve introduccion en un nivel elemental da el libro de 

K. Knopp: Elemente der Funktionentheorie (Sammlung Goschen, de 
Gruyter, Berlin, 1936), con traduccion inglesa de F. Bagemilh: Elements 
of the theory of functions (Dover, Nueva York, 1953), 
que puede servir de preliminar al siguiente (ya citado en Cap. XI, nota 
IV, 3), que constituye una introduccion mas completa al tema, siguiendo 
hneamientos clasicos: 

IC. Knopp: Funktionentheorie. I: Grundlagen der allyemeinen Theorie 
der analytischen Funktionen (59- ed., 1937) ; II. Anwendungen und Weit.er- 
fuhrung der (digemeinen Theorie (Sammlung Goschen, de Gruyter, Ber¬ 
lin; 5?- ed., 1937), con traduccion inglesa de F. Bagemilh; Theory of func¬ 
tions', Part I: Elementary theory, Part II: Advanced theory (Dover, Nue¬ 
va York, 1953). ' 

Traduccion castellana de J. G. Alvarez Ude de los dos tomitos prece- 
dentes en un solo volumen es: 

K. Knopp: Teoria de funciones (Labor, Barcelona y Bs. As., 1926). 

Una introduccion estimulante, a la vez simple y sustancial, da la 
obra: 

J. F. Ritt: Theory of functions (Kings Crown Press, Nueva York, 

1947). 

Trata con detenimiento la teoria clasica, topicos de in teres para las 
aplicaciones y funciones especiales, el libro, que supone pocos conocimien- 
tos en el lector, y trae numerosos ejcmplos: 

H. Dorrie: Einfuhrung in die Funktionentheorie (Oldenbourg, Mu¬ 
nich, 1951). 

Otras obras de introduccidn a la teoria general son las de Phillips y 
M. 0. GonzAlez (citadas. en Cap. XI, nota IV, 3), asi como: 

D. R. Curtiss: Analytic functions of a complex variable (Open Court, 
La Salle, 1926) ; 

W. F. Osgood: Functions of a complex variable (Pekin, 1936; Ste- 
chert, Nueva York, 1938) ; 

T. M. Mac Robert: Functions of a complex variable (Macmillan, Lon- 
dres; 39- ed., 1947). 

Muy didactico, con buena seleccion de temas, es el libro de Pincherle 
( citado en Cap. XI, nota IV, 3). 

Con extensa seecion sobre el material preliminar topologico y de va¬ 
riable real, da una introduccion rigurosa y autocontenida la obra: 
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theory ° f functiom ° f ‘ com » lex 

nead?s XC m “li 6 , TSw?” 1 - ctm - los , temas ^ndamentales claramente deli- 

S,mPleS ’ da la breve ° bra “ n numer ° sas 

de amliti ° he (Zanichelli, Bolonia, 1952; reimpr. 

, i ^, na ® x POsicion lucida y de rico contenido sobre topicos seleccionado« 

tt S\™f, en /°r\ dE deStacar Ios as P ec tos P ge°o S radtricos°y a iaa 

d *= 

1954K VALIR0N: Fonc ti°ns analytiques (Presses Univ. de France, Paris, 

(citada^n ^ ^ ^ ^ 

rio a ™‘ a - 

&r f ~ 

(Me Grlw-HaNue™ T&mS«. * plications 

Tambien oi-ientado hacia las aplicaciones esta: 

AnlfSnf-inlTZZi fspringef Berto V* 

s r T Ve r y p^T e ^\ al ™ troducci ° n a al R' un °s tdpicos da: 

P?t^Lond e rea, 6 2Ted“?9S) ° f “* *•<«- 

haya?de a aplUrTa teerte d C ” S ° desttaad ° a *1™™* Q™ 

saS: =£-t-.s-s-: s 

Pless°a ?cZZX L Zr\ S t) a ^ ** fUnZM di — •»**«• 

ssiTSiSaS?* 

MANN, S ’ n ’ fllncione ^ subarmonicas, superficies de Rie- 

^ T ^ 3 sr^ W; 
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Notable por su profundidad, densidad de estilo y original presenta¬ 
tion es la excelente obra traducida del polaco por E. J. Scott, que cubre 
un material considerablemente mayor que el usual en textos de introduc¬ 
tion, con detenida consideracion de los fundamentos topologicos y valiosoe 
piercicios * 

S. Saks y A. Zygmund: Analytic functions (Monografje Matematycz- 

ne, XXVIII, Varsovia, 1952). , . . , 

Mas detallado y riguroso que otros de su tipo y con frecuente uso de 
las demostraciones mas recientes, es el texto introductorio con aplicaciones 
a la hidrodinamica y teorla del potencial, y material suplementano que sirve 
de eiercieios y de indicacion de desarrollos mas avanzados: . 

L. Bieberbach: Einfuhrung in die Funlctionentheorie (Verlag tur 
Wissenschaft und Pachbuch, Bielefeld; 2$ ed., 1952). 

Contiene muchas novedades de exposicion y mejoras respecto de ia 
presentacion tradicional de temas especiales y destaca el punto de vista 
geometrico, la excelente obra cuya selection de material (sobre todo en el 
vol. II) esta en gran medida condicionada por el mteres de su autor y 
contiene constantes referencias a su Reelle Funlctionen (citado en Cap. 

’ C CaratheodoRY : Funlctionentheorie (2 vols.; Birkhauser, Basilea, 
1950); traduction al ingles de F. Steinhardt: Theory of functions of a 
complex variable (Chelsea, Nueva York; vol. I y II, 19o4). 

Destaca el caracter esencialmente topologico* de muchos de los teore- 
mas basicos, con demostraciones adecuadas a su enfoque, la excelente breve 

eXP °M C1 MORSE: Topological methods in the theory of functions of a com¬ 
plex variable (Annals of Math. Studies; n<? 15. Princeton Umv. Press, 
1947). 

5. En las obras anteriores se sigue el metodo fusionista de las teorias 
de Cauchy, Riemann y Weierstrass; en cambio, se adopta sistematica- 
mente el metodo de Weierstrass en: . . . .... , m 

G. Vivanti : Elementi della teoria delle funzioni analitiche (lioepn, 

Milano, ^ecdmendable para profundizar el estudio en las tres 

dnccmones es^^^ Lehrbuch der Funlctionentheorie; Band I: Elemente 
der Funlctionentheorie (1931) ; Band II: Moderne Funlctionentheorie (Teub- 
ner, Leipzig, 1934; reeditados por Chelsea, Nueva Yoik, vol. I, 4- ed., 
1945, vol. II, 2^ ed., 1945) ; 

asi Osgood: Lehrbuch der Funlctionentheorie (2 vols., Teubner, 

Leipzig, 1928-32). 

Excelente comparacion de los tres metodos establece: _ 

A Hurwitz y R. Courant: Funlctionentheorie : Allgememe Funktio- 
nentheone und Miptische Funlctionen <H DE ™z); Geomrf™^ Funk- 
tionentheorie (Courant) (Springer, Berlin, 3- ed., 1929, reimpr. Inter 

pues ? M exposed6n & dl Hurwitz ^egun Weierstrass, sigue la de r Co ™^T' 
casi tan extensa, dedicada a los metodos geometricos, con amplia exposi¬ 
cion de la representation conforme. , „ . 

Tambien con acertado equilibrio entre los metodos geometricos y ana- 
llticos, da una exposicion clara y precisa la siguiente pnmera parte del 
primer volumen de un tratado sobre teoria de funciones i ue > T " 0 v , 0 ^ bs ^ ^ , ;^ 
su tltulo, abarca temas tanto o mas avanzados que la mayor parte de los 

libros^d^teona^ ^ ^ P ISO t: (Traite de theorie des fonction s; Tome I) 
Principes, methodes generates. Fascicule I. (Gauthier-Villars, Pans, 1953). 

G A las transformaciones lineales en relacion con la geometria de 
Lobatchewski dedica el capitulo II de su primer tomo, la obra siguiente, 
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que destina los dos primeros de los cinco capitulos de su segundo tomo al 
principio de modulo maximo y funciones armonicas en el piano: 

G. JULIA: Principes geometriques d’analyse (I, 1930; II, 1932; Gau¬ 
thier-Villars, Paris). 

Importantes aplicaciones de la integracion en el campo complejo a una 
gran diversidad de campos de la Matematica, trae: 

E. Lindelof: Le calcul des residus (Gauthier-Villars, Paris; reeditado 
por Chelsea, Nueva York). 

7. Sobre funciones uniformes esta la clasica monografia: 

G. Julia: Leqons sur le fonctions uniformes d point singulier essenticl 
isole (Gauthier-Villars, Paris, 1924) ; 

y desarrollos posteriores en el tema se encuentran en las dos obras si- 
guientes, que basadas en gran parte en investigaciones recientes, son obras 
especializadas de orientacion moderna: 

R. Nevanlinna: Eindeutige analytische Funlctionen (Springer, Ber¬ 
lin; 2 ^ ed., 1953); 

H. Witticii: Neuere Untersuchungen iiber eindeutige analytische 
Funlctionen (Springer, Berlin, 1955). 

8. Sobre superficies de Riemann dan adecuadas introducciones los 
libros de Aiilfors (citado en 4), y Bieberbach (citado en 5). Un tratado 
general de orientacion moderna, que trata sobre superficies de Riemann 
y funciones analiticas sobre ellas, incluyendo resultados de la ultima de- 
cada, es: 

II. Behnke y F. Sommer: Theorie der analytische Funlctionen einer 
komplexen Ver Under lichen (Springer, Berlin, 1955). 

Tambien con especial consideracion de los resultados mas recientes 
esta: 

A. Pfluger: Theorie der RiEMANNsc/ien. Fldchen (Springer, Ber¬ 
lin, 1957). 

En este tema es clasico el profundo libro, cuya primera edicion data 
de 1913 y ha sido completamente rehecho para su tercera edicion: 

H. Weyl: Die Idee der Riemannschen Flache (Teubner, Stuttgart, 
3?- ed., 1955). 

Da una introduccion a la teoria de las superficies de Riemann abs- 
tractas,_tepria que ha experimentado un considerable desarrollo despues de 
la aparicion de la precedente obra de Weyl, y especialmente en el ultimo 
cuarto de siglo, el excelente y moderno tratado: 

R. Nevanlinna: Uniformisierung (Springer, Berlin, 1953). 

Tratamiento profundizado de este tema da la obra de orientacion 

moderna: 

S. Stoilow: Leqons sur les principes topologiques de la theorie des 
fonctions analytiques (Gauthier-Villars, Paris, 1938; 2 ^ ed., amplia- 
da, 1956). 

Aportes originales de varios autores trae: 

Contributions to the theory of Riemann surfaces (Annals of Math. 
Studies, n 9 30; Princeton Univ. Press, 1953). 

9. Un valioso tratamiento de la teoria de las singularidades da el li¬ 
bro de Dienes (citado en Cap. XI, nota IV, 2). 

Contiene muy importantes cuestiones, tratadas con todo rigor, el 
opusculo que trata sobre funciones acotadas, sumabilidad, teoremas tau- 
berianos, singularidades, comportamiento en el contorno, teoremas de Pi¬ 
card y conexos: 

E. Landau : Darstellung und Begriindung einiger neuerer Ergebnisse 
der Funlctionentheorie (Springer, Berlin; 2?- ed., 1929; reimpr.: Chelsea, 
Nueva York, 1946). 

10. Sobre prolongacion analitica da demostraciones detalladas de los 
teoremas fundamentales, y solo esbozadas en otros, lo que le permit© alcan- 
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zar enorme contenido de material valioso y completamente al dia en 
tamaho reducido, la obra con numerosas referencias: 

L. Bieberbach: Analytische Fortsetziing (Ergebnisse der Math., Sprin¬ 
ger, Berlin, 1955). 

11. Algo sobre funciones enteras en general exponen Bieberbach 
(citado en 5) y TiTCHMARSH (citado en Cap. XI, nota IV, 3), y mas hay 
en la clasica monografia de 

0. Blumenthal: Lecons sur la theorie des functions entieres d’ordre 
inf ini (Gauthier-Villars, Paris, 1910) ; 

pero muy poco al lado del gran cuerpo de doctrina sobre las funciones de 
orden finito, elaborado por obra de Laguerre, Poincare, Borel, Hadamard, 
Picard, Valiron ... 

Excelente exposicion esencial sobre las funciones enteras contienen las 
conferencias de 

G. Valiron: Fonctions entieres (Union Matematica Argentina, Bs. 
As., 1947). 

Obras siempre actuales sobre funciones enteras son: 

G. Valiron: Lectures on the general theory of integral functions 
(Toulouse, 1923) ; 

E. Borel: Lecons sur les fonctions entires (Gauthier-Villars, Pa¬ 
ris, 1923). 

Una exposicion de conjunto de los progresos en los ultimos 30 anos 
-sobre funciones de tipo exponencial, conteniendo en los capitulos introduc- 
torios las propiedades generates de las funciones enteras de orden finito, 
asi como propiedades especiales de las funciones enteras con ceros negati¬ 
ves, y funciones de orden < 1, da la obra: 

R. P. Boas, Jr.: Entire functions (Academic Press, Nueva York, 

1954). 

Trata fundamentalmente sobre funciones analiticas (enteras o no) de 
orden finito en un angulo: 

M. L. Cartwright: Integral functions (Cambridge Tracts, n9 49; Cam¬ 
bridge Univ. Press, 1956). 


12. A la exposicion sucinta de diversos topicos de la teoria general, 
sigue el estudio de diversas funciones especiales en el campo complejo en 
la obra de Whittaker y Watson (citada en Cap. XI, nota IV, 2). Un 
estudio mas moderno y com.pleto de diversas funciones trascendentes en el 
campo complejo da la obra de Erdelyi, Magnus, Oberhettinger y Tri- 
comi (citada en Cap. XXV, nota IV, 5). Tambien pueden consultarse Cou- 
rant-Hilbert (citado en Cap. XVI, nota IV, 4), Lense (citado en Cap. 
XXV, nota IV, 2), y las obras sobre funciones esfericas (citadas en Cap. 
XXIII, nota V, 6) y de Bessel y conexas (citadas en Cap. XXVII, nota 

IV, 7). 

Sobre la funcion ? de Riemann esta la excelente obra, version mo- 
dernizada y muy ampliada de otro libro del mismo autor (Cambridge 

Tracts of Math, and Math. Ph., 1930) : . 

E. C. Titchmarsh: The theory of Riemann Zeta-function (Clarendon 

Press, Oxford, 1951). 


13. Se presentan diversas definiciones equivalentes de analiticidad, 
con numerosas referencias historicas, en la breve exposicion: 

L. Heffter: Begriindung der Funktionentheorie auf alien und neuen 

Wegen (Springer, Berlin, 1955). 

Concisa presentacion de condiciones de analiticidad trae la monogra¬ 
fia de . 7-7 

P. Montel: Logons sur les fonctions univalentes et midtwalentes 
(Gauthier-Villars, Paris, 1933). 

14. Presta mas atencion a la representacion conforme que otros li- 
bros de su tipo la excelente introduccion con material clasico: 
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H. Hornich: Lehrbuch der Funktionentheorie (Springer, Viena, 
1950U 

Con claridad de estilo trata los aspectos teoricos y practicos de la re¬ 
presentacion conforme la obra de orientacion moderna, con abundantes y 
valiosos ejercicios, cuya ultima parte da una excelente introduccion a los 
mas recientes progresos de la teoria: 

Z. Nehari: Conformal mapping (McGraw-Hill, Nueva York, 1952). 

La teoria es cuidadosamente expuesta, desde los conceptos fundamen- 
tales hasta los teoremas de existencia, unicidad y distorsion, en la breve 
y excelente introduccion: 

L. Bieberbach: Einfiihrung in die Konforme Abbildung (Sammlung 
Goschen; de Gruyter, Berlin; 4^ ed., 1949); trad, inglesa de F. Stein- 
hardt: Confonnal mapping (Chelsea, Nueva York, 1953). 

Trae un nuevo capitulo (teorema general de uniformizacion) con res- 
pecto a la edicion de 1932, la adecuada obra: 

C. Caratheodory : Conformal representation (Cambridge Univ. Press; 
2* ed., 1952). 

A la representacion conforme de recintos simple y multiplemente co- 
nexos se refieren respectivamente: 

G. Julia: Logons sur la representation conforme des aires simplement 
connexes (Gauthier-Villars, Paris; reimpr., 1950); 

G. Julia: Logons sur la representation conforme des aires multiplement 
connexes (Gauthier-Villars, Paris; 1934). 

De mucha utilidad para quienes deban usar representaeiones confor- 
mes en las aplicaciones, es la coleccion, ordenada de acuerdo con las fun¬ 
ciones que efectuan las representaeiones (y no por las propiedades geo- 
metricas de estas), con referencias a demostraciones, que no se incluyen 
de acuerdo con el caracter puramente descriptivo de la obra: 

H. Kober: Dictioyiary of conformal representations (Dover, Nueva 
York, 1952). 

Contiene un adecuado capitulo sobre practica de la representacion con¬ 
forme el libro de Bieberbach citado en 4. 

Resultado de un Symposium de 1949 sobre el tema de su titulo es: 

Construction and applications of conformal maps (Nat. Bureau of 
Standards; Applied Math. Series; n9 18; Washington, D. C., 1952). 

Dos resumenes sobre el comportamiento de la frontera en la repre¬ 
sentacion conforme son: 


L. LtAitegno y A. USTROWSKi : Kcpresentation conforme a la frontiere: 
domaines generaux (Memor. Sci. Math. n9 109) ; domaines particidiers 
(Memoi. Sci. Math., n9 110), Gauthier-Villars, Paris, 1949. 

Iniciacion ilustrativa, ya antigua, sobre representacion conforme la da 
el cursillo: 


J. Rey Pastor: Teoria ; de la representacio conforme (Confs. recog. 
por E. Terradas; Inst. Est. Catals.; Diput. Barcelona, 1915). 


15. Muchos tratados generales de Analisis, como Vallee Poussin 
(citado en Cap. VI, nota VI, 4), Valiron (citado en Cap. VI, nota VI, 5), 
Courant (citado en Cap. VI, nota VI, 2), traen breves exposiciones sobre 
integrales eulerianas. Estudio mas detenido hacen Whittaker y Watson 
(citado en Cap. XI, nota IV, 2) y en version actualizada la obra de 
Erdelyi, Magnus, Oberhettinger y Tricomi (citada en Cap. XXV, nota 
IV, 5). 

Una obra claramente escrita, con numerosas referencias y muy ade¬ 
cuada para uso praetico en union con las tablas de Jahnke-Emde (cita¬ 
das en Cap. VII, nota II, d ), es: 

F. Losch y F. Schoblik : Die Facultat (Gammafunktion) und ver- 
ivandte Funktionen mit besonderer Beriicksichtigung Hirer Anwendungen 
(Teubner, Leipzig, 1951). 
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ticas que trae una buena introduccion a este tema es el de Pincherle 
citado en Cap. XI, nota IV, 3. 

17. Para las funciones de varias variables complejas es todavia util 
el segundo tomo del tratado de Osgood citado en 5. 

Una exposicion modema y sintetica, basada en gran parte en resul- 
tados de sus autores y con numerosas referencias es: 

H. Behnke y P. Thullen : Theorie der Funktionen mehrerer kom- 
plexer Verdnderlichen (Ergebnisse der Math., Springer, Berlin, 1934; 
reimpr.; Chelsea, Nueva York). 

De distinta orientacion son las obras mas modernas, la segunda de 
las cuales es una monografia sobre funciones automorfas de varias 
variables: 

S. Bochner y W. T. Martin: Several complex variables (Princeton 
Univ. Press, 1948) ; 

C. L. Siegel: Analytic functions of several complex variables (Prin¬ 
ceton Univ. Press, 1950). 

18. Muchas colecciones de ejercicios incluyen temas de funciones de 
variable compleja. Entre ellas debe destacarse expresamente la obra de 
P6 lya y Sz6go (citada en Cap. V, nota IV, 2). 

Acompanante de la segunda obra de Knopp citada en 2 es la colec- 
cion (ya citada en Cap. XI, nota IV, 3) : 

K. Knopp: Aufgabensammlung zur Funktionentheorie (Sammlung 
Goschen, do Gruyter, Leipzig). I Toil: Aufgaben zur elementaren Funk¬ 
tionentheorie (2$ ed., 1931). II Teil: Aufgaben zur hbheren Funktionen¬ 
theorie (4^ ed., 1949). Traduccion inglesa: Problem book in the theory of 
functions. Vol. I: Problems in elementary theory. Vol. II: Problems in 
advanced theory (Dover, Nueva York, 1953). 


ApEndice I 


HOMOGENEIDAD DIMENSIONAL 


a) Introduccion. — La teoria matematica en que se basa el llamado 
“Analisis dimensional” es de caracter puramente algebraico y trata de 
las “funciones dimensionalmente homogeneas” que definiremos oportuna- 
mente (/). Estas constituyen una generalizacion de las funciones homoge¬ 
neas elemcntales, con homogeneidad referida no solo a uno sino a varios 
factores de proporcionalidad. El primer estudio sistematico de esta clase de 
funciones y su adecuada aplicacion a la Fisica fue realizado por T'. Ehren- 
fest-Afanassjewa *. 

Con el llamado teorema n (0, que constituye la medula del Analisis 
dimensional, se logra en la investigacion experimental reducir el numero 
de variables que deben tenerse en cuenta en la cuestion que se estudia; 
esto facilita extraordinariamente la formacion de graficas empiricas, por 
lo que el Andlisis dimensional se ha convertido en un importante instru- 
mento matematico de los experimentadores. 

b) Magnitud y medida. — A cada rama de la Fisica se le puede 
hacer corresponder una imagen logica mas o menos representativa de un 
cierto grupo de hechos (por ejemplo, la Mecanica, la Termodinamica, el 
Electromagnctismo). Dicha imagen postula un cierto numero de ideas 
primitivas, algunas de las cuales son las llamadas magnitudes. Hasta que 
no interviene la medicion puede hablarse de fenomeno, pero no de mag¬ 
nitud. A diversas manifestaciones fisicas que aparecen en gradacion com¬ 
parable de unos casos a otros se les atribuye la calidad de pertenecer a 
una misma especie de magnitud. 

Def. 1. Medir es hacer corresponder a cada uno de los grados o es- 
tados en que aparece una misma especie de magnitud segun determina- 
dos criterios de igualdad y de orden, un numero o sistema de numeros 
(escalares, vectores, tensores), de tal manera que ese numero o sistema 
de numeros pueda concebirse como variable, es decir, conservando la igual¬ 
dad y el orden, como correspondiente a cada uno de los estados (llamados 
cantidades) de la magnitud en cuestion. 

Def. 2. Llamaremos procedimiento de medicion a la atribucion de 
valores numericos a magnitudes medibles mediante un sistema de pres- 
cripciones constituido tanto por determinadas operaciones fisicas repro- 
ducibles como por operaciones matematicas. 

El procedimiento de medicion se supone por hipotesis, invariable 
con el tiempo y demas circunstancias que se postula no intervienen en 
la medicion. Segun nuestras costumbres mentales, atribuimos la abso- 
luta invariabilidad a las operaciones logicas y matematicas. Por lo tanto, 
se tiende a extender el dominio del calculo matematico en la determina- 


* T. Eiirenfest-AfanasSJOWA : Dimcnsionnbenriff und Iiau phyaikaliachen Glc.ichun- 
licn. Math. Ann. (1915) (77), 259-276; Dimensional Analysis viewed from, the Standpoint 
of the theory of similitudes. Phil. Mac. (1926), 1, 257-277. 



510 


AP. I. HOMOGENEIDAD DIMENSIONAL 


Ap. I -b 


cion de medidas. Actualmente los esposos Destouci-ies-Fevrier (ver k), 
tratan de establecer un sistema axiomatico y aun nuevos metodos deductivos 
no clasicos que formalicen logicamente las operaciones inherentes a todo 
procedimiento de medicion, particularmente en Mecanica cuantica. 

Def. 3. La magnitud se llama escalar si el sistema de numeros que 
la determina se reduce a uno solo; dicha magnitud se supone siempre 
independiente del sistema de referencia. 

A este caso nos referiremos en lo sucesivo, pues la definicion de 
magnitudes vectoriales y tensoriales, como velocidades, aceleraciones, fuer- 
zas, deformaciones elasticas, constante dielectrica de los cristales, etc., 
deriva generalmente de la aplicacion de calculos matematicos a los re- 
sultados de mediciones escalares (§ 63). 

La correspondencia biunivoca entre cantidad escalar y medida no 
puede ser cualquiera: a mayor cantidad debe corresponder mayor medida. 
Ademas de poder determinar cuando una magnitud se da en rnenor, igual 
o mayor grado que otra de la misma especie, RuNGE (citado en k), intro¬ 
duce el criterio de postular fisicamente lo que se entiende por diferencia 
menor, igual o mayor en los grados de dos casos, respecto de la diferen¬ 
cia en los grados de otros dos casos. De los distintos procedimientos de 
medicion aplicados al con junto de manifestaciones flsicas que se han es- 
tructurado en una determinada especie de magnitud, diremos originan 
una medida regular aquellos que traducen numericamente segiin medidas 
el anterior criterio de Runge. Por esto establecemos: 

Df,f. 4. Postular fisicamente que el procedimiento de medicion adop- 
tado da una medida regular querra decir que supondremos por definicion 
fisicamente igual la diferencia de dos cantidades con respecto a la de 
otras dos, cuando y solo cuando lo mismo ocurra para sus medidas. 

Esto nos lleva a la eleccion de unidad de medida y con ella a la 
de sus multiplos y submultiplos. Si segun un determinado procedimiento 
de medicion la variable x de un intervalo real I da una medida regular, 
otro procedimiento cualquiera de medicion de la misma magnitud que 
conserve el orden determinara una medida relacionada con la anterior 
mediante una funcion univoca y monotona f(x) ; para que este valor fun- 
cional sea tambien una medida regular es necesario y suficiente que para 
d cualquiera fija, sea constante respecto de x la diferencia 

[Ap. 1-1] f(» + (i) — i(x)=k(d). 

Este tipo de ecuacion funcional, estudiado ya por Cauchy, tiene co¬ 
mo solucion clasica dentro de las funciones medibles (L) y acotadas, la 
f uncion lineal: 

[Ap. 1-2] f(x) = lx + h , 

con ?„ = f(l)—f(0)r=k(l) y h = f(0). 

En efecto, de [Ap. 1-1] se obtiene 

k(d -j- z) = i(x d-\- z) — f(rc)= i{x -\- d + z) — f(* + d) + 

+ f (a?+ d) — f (a:) = k (z) + k(d), 
y al ser f(x) integrable, resulta 

r d +* rd rd+z r d 

k(f)d£ = k(t)di + k (f) dt = k(t)dt + 

Jo Jo J rf Jo 

+ ( k(rf4-r)dr = C k(t)dt 4- zk(d) 4- ( k(r)dr . 

Jo Jo Jo 

Permutando entre si z y d, se deduce de lo anterior zk (d) = dk (z ). 
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As! para z = 1 y k(l) =1 queda f (d) — f (0) = k(d)= Id, como que- 
rlamos demostrar. 

Asi para este tipo de ecuacion funcional, la solucion que dio Cauchy 
para funciones continuas, es tambien la correspondiente a conjuntos fun- 
cionales mas amplios. 

Def. 5. La funcion [Ap. 1-2] define lo que llamaremos una trans- 
formacion por semejanza de la medida x en la f(x), ordinariamente 11 a- 
mada cambio de origen y de unidad de medida. El termino h fija el ori- 
gen de las medidas, el factor de multiplication o razon de semejanza X 
la cantidad que se toma como patron unitario de comparacion en el nuevo 
sistema de medidas. 

Suponer que el procedimiento de medicion admita solo esta clase de 
cambios de medida implica que para x 2 y Xi cualesquiera y x 0 fijo, el 
cociente 


[Ap. 1-3] 


f(Xs)— f(Xn) Xg - Xo 

f(Xi)-f(Xo) ~ Xi - Xo 


independiente de X y h, sea el mismo para cualquier sistema [Ap. 1-2] 
de unidades adoptado; reclprocamente, [Ap. 1-3] tiene la forma [Ap. 1-2] 
para x a variable y x B , x, fijos. As! considera Bridgman (citado en k) 
esta suposicion que el llama postidado de la significacion absoluta de la 
magnitud relativa. 

En definitiva, queda demostrado: 

Teor. 1. Postular que nuestro procedimiento de medicion cs regular, 
quiere decir que esta propiedad sera invariante respecto de todos los cam¬ 
bios de origen y de unidad de medida dados mediante una transf ormacion 
por semejanza [Ap. 1-2] y solo entonces. 

Def. 6 . Dado por postulado fisico un procedimiento de medicion re¬ 
gular, definiremos como cantidad de una magnitud escalar de unidad U 
al simbolo xU, donde x es un numero real cualquiera llamado medida de 
dicha cantidad respecto de la unidad U. 

Segun la aplicacion concreta a que se refiera la definicion anterior, 
la unidad U recibe distintos nombres, por ejemplo, centimetro, grado, 
litro, etc. 

Para X numero real (positivo por las razones que se veran en c() 
y fijo respecto del conjunto x, si en xU se pone 


[Ap. 1-4] 
resultara 


U = XU 


tt>0) 


xU = xU 


[Ap. 1-5] 


x = Xx 


(X> 0) 


admitiendo que es valida la ley asociativa para el simbolo xU. 
Por definicion tendremos asl: 


Def. 7. La transf ormacion homotetica (o por semejanza con conser- 
vacion de los origenes) dada por [Ap. 1-5] determina una nueva medi¬ 
da x de la misma cantidad referida a la nueva unidad U que se supone 
relacionada a la antigua U mediante [Ap. 1-4], ordinariamente llamada 
cambio de unidad de medida. 

En la practica es importante no confundir la relation [Ap. 1-5] que 
liga las medidas con la [Ap. 1-4] que liga las unidades. 

Asi las medidas transformadas se obtienen de las primitivas multi- 
plicando estas por un mismo factor que es la razon de semejanza si la 
nueva unidad de medida es igual a la antigua dividida por dicho factor. 
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Las distintas escalas de medicion de una misma especie de magnitud 
quedan determinadas por la position del punto cero y del punto nnidad 
en dicha escala. 

Sin embargo, postular que los numeros de medidas deben cambiar 
inversamente a las magnitudes de las unidades no es necesai'io para ser 
posible ia medicion misma. 

La teoria fisica establece entre las magnitudes a que se refiere y 
con el concurso de la observacion experimental, relaciones matematicas 
que se expresan mediante ecuaciones llamadas leyes fisicas, donde even- 
tualmente intervienen coeficientes numericos resultantes de la teoria mis¬ 
ma o de elementos experimcntales. 

El desarrollo de la teoria fisica en euestion podra hacer preferible 
no complicar la expresion matematica de ciertas leyes fisicas que adqui- 
riran entonces categoria de principios, cuando estas dejasen de cumplirse 
rigurosamente respecto de las medidas de magnitudes dadas por las ope- 
raciones fisicas que las introducian en la teoria. Esto nos lleva tambien 
a modificar ( perfeccionar) el procedimiento de medicion de dichas mag¬ 
nitudes por adecuadas correcciones, las que adquieren sentido fisico bajo 
el postulado de que nuestro sistema de medida continue .siendo regular. 

c) Teoria de las magnitudes absolutas continuas. — Esta es una teo¬ 
ria en que se define como magnitud a todo con junto de entes abstracto3 
(llamados cantidades de la magnitud en euestion) entre los que se ha 
establecido una relacion de orden (que define la igualdad y la compara- 
cion ordenada de menor a mayor de dos cantidades de una misma magni¬ 
tud escalar) y una ley de composicion ( suma de dos cantidades de una 
misma espccie de magnitudes) que satisfagan axiomas cuya interpreta¬ 
tion concreta pueda. verificarse mas o menos intuitivamente. Pero fuera 
del caso de la longitud en que los postulados gcometricos que la funda¬ 
mental en particular los de congrueneia, verifican aquellos axiomas o 
bien aquellos donde la ley de composicion entra declaradamente en la de¬ 
finicion del concepto de magnitud que se considere, las manifestaciones 
fisicas que suelen tomarse como determinadas especies de magnitudes no 
son.aptas en general para que en ellas reciban un significado concreto 
aprioristico e intuitivo dichos axiomas: por ejemplo, temperaturas o ten- 
siones el.ectricas. Si se examinan los procedimientos de medicion por los 
que se introducen muchas magnitudes fisicas, incluso en la magnitud 
tiempo, se vera que en general no existe a priori ninguna ley de compo¬ 
sicion que determine el procedimiento, sino que al reves, este fija conven- 
cionalmente lo que luego se entiende por suma de cantidades de la mag¬ 
nitud en euestion. 

Los axiomas de la antedicha teoria se refieren primero al criterio de 
igualdad entre. cantidades tal que cumpla las condiciones reflexiva, sime- 
trica y transitiva (§ 1-5). Ademas la suma entre cantidades, ha de cum- 
plir las leyes uniforme (§ 2-4, a), conmutativa, asociativa (§ 2-4, b) y 
modular que introduce la cantidad nula 8 (para toda cantidad A es 
A-\-0 — A). Tambien la relacion de orden debe ser estricta o total, es 
decir (§ 2-7), cumple las propiedades transitiva, lineal, irreflexiva y asi- 
metrica. Ademas deben verificarse el axioma de Arquimedes-Eudoxo 
(§ 6-5, b), la ley de monotonia de la suma (§ 2-5) y la divisibilidad de 
cualquiera de las cantidades de la magnitud en euestion (dados la canti¬ 
dad A y el numero natural n cualesquiera, existe otra cantidad D, 11a- 
mada parte alicuota rc-esima de A, tal que es nD = A ). 

En dicha teoria, si la cantidad nula 8 es primer elemento en la re¬ 
lacion de orden de la magnitud en euestion (menor que cualquier otra 
cantidad no nula), la magnitud se llama absoluta; si se postula en cam- 
bio que cada cantidad A tiene una cantidad — A llamada su opuesta, 
tal que A + (— A ) = 6, la magnitud se llama relativa. 

Adoptando una cantidad determinada U como patron o tipo de re¬ 
ferenda, llamada unidad de medida, siendo sus partes alicuotas las taii- 
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dades alicuotas positivas, los postulados o axiomas anteriores permiten 
asignar a cada cantidad A un numero real a llamado su medida, sin mas 
que considerar que U tiene medida 1 y formar el par de sucesiones mo- 
notonas contiguas respecto de la cantidad A mediante U y sus partes ali¬ 
cuotas que den las aproximaciones por defecto y por exceso vistas en la 
teoria del numero real (§ 7-4). 

En realidad es en base de la representacion numerica (§ 7-7) dada 
por la medida de una especie de magnitud que puede atribuirse a esta 
las propiedades anteriores y no que estas propiedades sean en general 
verificables direetamente para con ellas fundamental 1 la representacion 
numerica que de la medida de la magnitud en euestion. 

En la evolucion del procedimiento de medicion que va precisando la 
definicion de una determinada magnitud, a partir de simples nociones 
cualitativas de nuestros sentidos se pasa a nociones cuantitativas dadas 
por la “evaluation” de un “instrumento-escopio” que posee una escala 
graduada en forma arbitraria. 

En principio, este instrumento-escopio podra no dar una medida re¬ 
gular (def. 4) y el “perfeccionamiento” de nuestro procedimiento de me¬ 
dicion que iremos logrando no tan solo por el mejoramiento tecnico de 
los aparatos y dispositivos que entren en el procedimiento, sino tambien 
por el desarrollo de nuestra teoria que adoptara para esta como princi- 
pios determinadas formas de ciertas leyes fisicas tomadas como funda- 
mentalcs, consistira en convertir dicho instrumento-escopio en un “instru- 
mento-metro” tal que nos de la medida regular quo por definicion con- 
vencional corresponda a la magnitud en euestion. Entonces, la simple 
suma de indices dada por el instrumento-metro proporeiona la ley de 
composicion de la magnitud, si tomamos como origen de medidas las de 
la magnitud “nula” en la ley que se considere. 

En ciertos casos (longitudes, areas, masas, fuerzas, etc.) la ley de 
composicion que se considera como “suma” de cantidades de una misma 
especie de magnitud entra declaradamente en la definicion del concepto 
correspondiente y entonces dicha ley de composicion dada direetamente, 
determina en las medidas x de nuestro instrumento-escopio una funcion 

[Ap. 1-6] x, = s(»i; Xu) 

tal que la cantidad correspondiente a la medida x, sea suma de las can¬ 
tidades correspondientes a las medidas Xi y x a . 

Nuestro instrumento-escopio se convertira en instrumento-metro que 
de una medida regular (def. 4), en cuanto sepamos transformar la es¬ 
cala x en una escala y de medida regular mediante una funcion 

[Ap. 1-7] y = y(*) 

que cumpla 

[Ap. 1-3] y(».) = y(*x) + y(a^) , 

o mas brevemente y s = y% -f- y«, para x, = s(ah; x»), supuesto que en am- 
bos instrumentos se haya tornado como origen de escalas la medida de la 
cantidad “nula” en la ley de composicion considerada. 

Supuesto, pues, que a la cantidad nula 8 le corresponda la medida 
x = 0, para que se cumplan las propiedades axiomaticas citadas ante- 
riormente para la suma, supondremos ademas que la funcion s(xi;* 2 ) 
es univoca, simetrica en ambas variables 

[Ap. 1-9] s(x 1 ;x 2 ) = s(x s ;xi) , 

da una ley de composicion asociativa al verificar 
[Ap. 1-10] s[s(xi; x 2 ); x a ] = s[xi; s(x 2 ; x s )] , 

satisface la ley modular 
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[Ap. 1-11] s(*i;0) = 

y es estrictamente monotona, es decir 

[Ap. 1-12] x-> < s 2 implica s(*i;a: 2 ) < s(aji;&) , 

y analogamente para Xi. 

De estas condiciones se deducen las relaciones s(0; a? 2 ) = cca y 
s(0;0)=0, y ademas, el siguiente teorema: 

Teor. 2. Si la funcion s(xi;x s ) verifica las condiciones [Ap. 1-10], 
[Ap. 1-11], [Ap. 1-12], y es continua, entonces la medida continua x res- 
recto de la ley de composicion [Ap. 1-6] cumple: 19) el axioma de Arqui- 
medes-Eudoxo (§ 6-5, b) ; 2*'’) el axioma de divisibilidad. 

El problema de hallar la funcion [Ap. 1-7], a menos de una trans- 
formacion homotetica (def. 7) mediante la funcion [Ap. 1-6] que deter- 
mina la “suma” de cantidades (por definicion conventional entre las me- 
didas del instrumento-escopio) es analogo al resuelto en la teoria clasica 
para hallar la medida de una magnitud a partir de los axiomas teoricos 
que se supone cumple. Dicho problema queda resuelto en virtud del teo- 
rema siguiente: 

Teor. 3. Sea un procedimiento de medicidn que asicjne univocamente 
una medida positiva a toda cantidad no nula y cero a la 0 nida, tal que 
las medidas varien monotonamcnte con continuidad en un intervalo [0, ft], 
y sea [Ap. 1-6] una ley de composicion definida para x% y x 2 pertene- 
cientes a [0, 6]. Si dicha ley de composicion [Ap. 1-6] cumple la ley 
modular [Ap. 1-11], la ley asociativa [Ap. 1-10], la Icy de monotonia 
estricta [Ap. 1-12] y viene representada por una funcion continua, en¬ 
tonces existe una funcion [Ap. 1-7] que transforma la escala dada x en 
otra y, de manera que esta determine una medida continua estrictamente 
creciente en [0,6] que es regular al cumplir _[Ap. 1-8]. Toda otra me¬ 
dida regular y(x) con las mismas propiedades esta relacionada con la 

anterior mediante y(x)=Xy(x) con ). > 0. Bajo las hipotesis anteriores, 
resulta que la ley de composicion dada debe cumplir la ley conmutativa 
[Ap. 1-9]. 

Observese que no es la comodidad do utilizar la escala [Ap. 1-7] lo 
quo “convierte en magnitud” las indicaciones graduadas x, sino lo que 
debe entenderse en cada caso como “suma” de cantidades [Ap. 1-6] de 
la magnitud en cuestion. Aqui es donde reside la convencion basica para 
definir mediante la ley de composicion una u otra especie de magnitud. 

Supuesto que tenga sentido fisico caracterizar como “nula” una de- 
terminada cantidad de la magnitud que se considere, el concepto de me¬ 
dida regular implica cl de ley de composicion (por simple suma aritme- 
tica [Ap. 1-8]) y reciprocamente (teor. 3). Pero como el postulado fi¬ 
sico establecido para introducir el concepto de medida regular (def. 4) 
no involucra el estado de la magnitud que haya de corresponder a medida 
cero, sera preferible on general caracterizar fisicamente el concepto de 
la magnitud en cuestion mediante el criterio determinante de una medida 
regular que por la ley de composicion; en particular tal ocurre, por ejem- 
plo, para la temperatura, el potential, el tiempo y aun la longitud apli- 
cada a niveles de una u otra altura. 

En la mayorla de las aplicaciones, la cantidad “nula” suele ser de 
indole parametrica. Por ejemplo, en la definicion de velocidad, tanto el 
origen de los tiempos como el de los espacios es convencional, pero es 
esencial tenerlo en cuenta en el cambio de unidades; por esto se define 
en funcion de incrementos. 

d) Magnitudes fundamentals y derivadas. — Generalmente el pro¬ 
cedimiento de medicion de una magnitud es indirecto, es decir, se observa 
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una accion o propiedad originada por la magnitud a medir; entonces el 
valor de aquella accion debe ser una funcion univoca de la cantidad de 
la magnitud que se mide. Por regia general, el resultado de la medida se 
lee sobre una escala lineal (recta o circular) al hacer corresponder un 
segmento o arco a cada cantidad o estado (6) de la magnitud en cuestion. 

La circunstancia de que una magnitud fisica se mida por una accion 
secundaria que ella origina da lugar a una relacion entre la unidad de 
medida adoptada para la magnitud y la unidad o unidades que interven- 
gan en el procedimiento de medicion constituldo por dicha accion; la rela¬ 
cion mencionada se expresara por una ley fisica. Por otra parte, la mag¬ 
nitud en cuestion puede ser introducida en la teoria fisica que conside- 
remos mediante una definicion logico-teorica que la presenta como mag¬ 
nitud derivada de otras magnitudes fundamentals de dicha teoria. Esta 
definicion tendra significado fisico si se refiere a un cierto fenomeno ob- 
servable. 

Ejemplo 1. La velocidad, tal como se la define ordinariamente, es 
una magnitud derivada, con significacion fisica en el fenomeno del movi- 
miento. La medimos dividiendo el numero que mide una longitud por el 
numero que mide el tiempo necesario para recorrerla, abreviadamente: 
dividiendo la longitud por el tiempo, aunque expresarse asi ya era consi- 
derado insensato por J. Thomson. Pero en este estudio no es ineludible 
tomar la longitud y el tiempo como magnitudes fundamentales. Si toma- 
mos como procedimiento de medicion del tiempo (aunque solo sea ideal- 
mente al prescindir de las dificultades de su realization practica) la pro¬ 
pagation de la luz en el vacio, fenomeno al que atribuimos la caracteris- 
tica de un movimiento rectilineo de velocidad constante c, el tiempo a su 
vez podra considerarse como magnitud derivada de la longitud y esta 
podra tomarse como unica magnitud fundamental. 

Def. 8 . En un determinado con junto de fenomenos fisicos queda es- 
tablecido un sistema de magnitudes fundamentales, si en ellas son inde- 
pendientes entre si los factibles cambios de unidad de medida regular 
(def. 7). 

Def. 9. Alguna ecuacion o sistemas de ecuaciones que expresan leyes 
fisicas, al ser resueltas respecto de determinadas magnitudes, permiten 
su definicion logico-teorica, convirtiendolas en magnitudes derivadas de 
las magnitudes fundamentales establecidas. 

Cada magnitud derivada es la expresion de una ley fisica cuya ecua¬ 
cion es la que sirve de definicion a dicha magnitud: su concepto fisico 
vendra determinado por el fenomeno a que se refiere la ley fisica con 
que se la define en sentido logico. 

Hay que observar especialmente que el limite entre magnitudes fun¬ 
damentales y derivadas no esta trazado de un modo fijo e invariable por 
condiciones naturales, sino que es bastante arbitrario y depende de las 
reglas especiales que estimamos aptas para la definicion de nuestros sis¬ 
temas de medidas (cfr. ejemplo 1). La estimacion de las magnitudes que 
podamos tomar como fundamentales en el caso que se investigue, es de¬ 
cir, de las magnitudes a las que podamos atribuir unidades de medida 
independientes entre si dentro del fenomeno investigado, es importanti- 
sima para la aplicacion eficaz del analisis dimensional ; esta estimacion 
esta ligada intimamente con la consideracion de las variables dimensiona- 
das (incluyendo en ellas las constantes fisicas, def. 13) que deban inter- 
venir en el caso estudiado. 

Veamos ahora que la formula matematica que expresa la medida de 
una magnitud derivada mediante la de las fundamentales, puesta en for¬ 
ma explicita, ha de tener su segundo miembro monomial (es decir, igual 
a una constante que multiplica a potencias de las medidas de las mag¬ 
nitudes fundamentales) para que se cumpla la condicion de que los cam- 





51G 


AP. I. HOMOGENEIDAD DIMENSIONAL 


Ap. I -d 


bios de unidades de la magnitud derivada se efectuen mediante una 
transformacion homotetica (def. 7), es decir, para que el procedimiento 
de medicion de la magnitud derivada, ahora puramente teorico y dedu- 
cido de su definition logica, proporcione una medida regular con origen 
detemninado (teor. 1). Conviene hacer notar que la demostracidn mate- 
niatica es valida solo para medidas positivas y se basa en la hipotesis 
fisica de que los factibles cambios de unidades de las magnitudes funda- 
mentales son entre si independientes (def. 8 ), es decir, sus medidas pue- 
den tomarse como variables independientes en la ley fisica del fenomeno 
que sirve de definicion a la magnitud derivada en cuestion; tambien se 
basa en el proposito de que la magnitud derivada pueda ser definida por 
la misma funcion respecto de las nuevas unidades, lo que implica que los 
coeficientes que pueden entrar en diclia funcion deben ser invariantes 
respecto de los cambios de unidades (def. 7) de las magnitudes funda- 
mentales, es decir, deben ser constantes nildimensionadas (def. 11). Ten- 
dremos asi: 

Teor. 4. Restringidas las medidas variables de las magnitudes a 
tomar valores positivos, sea 

[Ap. 1-13] x = f (tfi, q a , .. q m ) 

la funcion continua de las medidas positivas q,, qa, ..., q m de las mag¬ 
nitudes fundamentals que define la medida positiva x de una magnitud 
derivada (def. 9). Dadas transformacioncs homoteticas cualesquiera (def. 
7) de razones positivas 

[Ap. 1-14] q, = X«q, , (h > 0) , % = 1, 2, ..., m , 

de las medidas de las magnitudes fundamentales y definida la nueva 
medida x de la magnitud derivada por la misma ecuacion [Ap. 1-13] 
respecto de las nuevas medidas q, de las magnitudes fundamentales 
[Ap. 1-15] a = f(?i, qa, ..., q m ) , 

donde f es el mismo operador que antes, tendremos que dicho operador 
tiene la forma monomial 

[Ap. 1-16] » = Cq q a > . q,> , 

(C > 0, constante nildimensionada) 

cuando y solo cuando la medida de la magnitud derivada se transforme 
homoteticamente con razon positiva 

[Ap. 1-17] x = lx , ( l > 0) , 

es decir, cuando y solo cuando [Ap. 1-13] defina la magnitud derivada 
mediante una medida positiva regular con origen determinado (teor. 1 ). 

Observese que en el teorema 4 la position del cero que ha de corres¬ 
ponded a la cantidad “nula” en las magnitudes fundamentales y deriva¬ 
das, juega un papel principal. Para transformaciones por semejanza en 
general con cambio de origen y unidad de medida (def. 5), se tiene: 

Teor. 5. La unica magnitud derivada dada mediante funciones con- 
tinuas que puede quedar definida por el mismo operador respecto de las 
magnitudes fundamentales transformadas por semejanza, de manera que 
la transformacion inducida en la magnitud derivada sea tambien por se¬ 
mejanza, es la magnitud derivada funcion lineal de una sola magnitud 
fundamental : 

x = aq -f- b. 

Como una magnitud derivada funcion lineal de una sola magnitud 
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fundamental puede considerarse por el teorema 1 que es solo un cambio 
de medida regular de dicha magnitud fundamental, para transformacio¬ 
nes generales por semejanza y no tan solo homoteticas [Ap. 1-14], no 
existiran magnitudes derivadas no triviales que conserven la regularidad 
de la medida. 

Asi pues, toda magnitud derivada vendra dada por una funcion del 
tipo [Ap. 1-16] con origen de medidas invariante, es decir, la cantidad 
“nula” de las magnitudes consideradas jugara ahi un papel esencial. 

Para no caer en la confusion advertida anteriormente (5), es im- 
portante observar que la relacion [Ap. 1-16] obtenida entre medidas, se 
convierte en la relacion entre unidades (que estan en razon inversa de 
las medidas respectivas, def. 7) : 

[Ap. 1-18] CU = USi Uf 3 .. . U n ° m , 

donde se ha designado por U i, Ua, . .., U m las unidades de las magnitu¬ 
des fundamentales, por U la unidad de la magnitud derivada en cues¬ 
tion y por Ua' 12 , ..., £7m“ m las unidades de las magnitudes derivadas 
teorica e implicitamente definidas por los respectivos numeros qi® 1 , qa' 13 , 

..., q m m tornados como sus medidas. 

Asi pues, una ley fisica puede servir para dar una definicion logica 
nominal explicita de una magnitud derivada referida a otras tomadas co¬ 
mo fundamentales; entonces el concepto fisico de la magnitud derivada 
vendra determinado por el fenomeno a que se refiere la ley fisica con que 
se define logicamente. Esta definicion depende matematicamente del coe- 
ficiente C y de los exponentes a,, a 3 , .... a m de las potencias de la expre- 
sion monomial que dicha definicion debe toner para que en la nueva mag¬ 
nitud introducida se cumpla que el cambio de unidades se efectua tam¬ 
bien por una transformacion homotetica. En las definiciones de magnitu¬ 
des derivadas que se utilizan en la Fisica suele tomarse C = 1, aunque 
esto no sea necesario; asi ocurre con las unidades electrostaticas ordi- 
narias que se distinguen de las llamadas racionales por el factor V4jt. 

Ahora estamos en condiciones de dar las definiciones siguientes: 

Def. 10. En las formulas [Ap. 1-16] entre medidas y [Ap. 1-18] 
entre unidades que introducen una magnitud derivada, cl exponente de la 
potencia de cualquier magnitud fundamental se llama exponente de di- 
mensidn o simplemente dimension de la magnitud derivada con respecto 
a la magnitud fundamental correspondiente y la formula dimensional de 
una magnitud derivada es el conjunto de exponentes de las varias mag¬ 
nitudes fundamentales que se presentan en la prescripcion de medida para 
la magnitud derivada; se atribuyen simbolos a las magnitudes tomadas 
como fundamentales y para la magnitud derivada se escriben esos sim¬ 
bolos con el exponente correspondiente. Una magnitud fundamental tie¬ 
ne dimension 1 respecto de si misma y 0 respecto de las demas funda¬ 
mentales. Asi, tanto estas como las derivadas, se llamaran magnitudes 
dimensionadas. El factor de multiplicacion X en [Ap. 1-17] de la magni¬ 
tud derivada se obtendra aplicando la formula dimensional a los factores 
X, de las magnitudes fundamentales que figuran en [Ap. 1-14]. 

Def. 11. Una magnitud de medida [Ap. 1-16] o unidad [Ap. 1-18] 
referida al sistema de unidades fundamentales U i, Ua, ..., U m , se llama 
nildimensionada si tiene nulos todos sus exponentes de dimension: a ,= 

Por tanto, el cambio de unidades fundamentales no modifica el valor 
de la medida de una magnitud nildimensionada. Un numero puro debe 
considerarse como una magnitud nilidimensionada. Una magnitud puede, 
ser nildimensionada respecto de un sistema de medidas fundamentales y 
no serlo respecto de otro sistema distinto. 
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e) Constantes dimensionadas. — La medida de una magnitud dcbe 
escribirse siempre en forma concreta referida al concepto de cantidad 
(def. 6), es decir, especificando la unidad a que se refiere. Ademas, la 
medida de una magnitud nunca es un numero exacto; debe sobrenten- 
derse siempre sin equivoco cual es el error probable de la determinacion; 
en general, se sobrentiende que el valor escrito tiene sus cifras exactas 
(Cap. V, nota II. b). 

Ejemplo 2. Si se escribe la formula que da la resistencia F a la 
rotura por traccion de un hilo de acero de diametro d en la forma F = 
= 66cf J , esta solo es valida cuando F se mide en kilogramos-fuerza (kgr) 
y d en milimetros (mm)*. Por tanto, lo correcto es escribir: 

[Ap. 1-19] F kgr = 65 (dmm) a . 

Evidentemente, si expresamos F y d en otras unidades, la formula 
[Ap. 1-19] con el mismo coeficiente 65 no sera ya valida. Sin embargo, 
la formula [Ap. 1-19] expresa algo importante que debe ser independiente 
de la unidad de medida, la ley fisica por la cual la resistencia a la 
rotura por traccion cs proporcional al cuadrado del diametro del hilo y 
esto debera poder formularse en las unidades de medida que deseemos. 
Al ser 1 kgr = 9,8 N ** y 1 mm = 10" a m podremos poner F kgr = 

= (9,8.F)N = F N; d mm = (10" 3 .d)m = rfm, y por tanto en F = 

= 65d J , si en lugar de la medida F ponemos la medida F y en lugar de 

la medida d ponemos la medida d, estos nuevos numeros verificaran la 

ecuacion F = (65.9,8/10'"). d a . Esto equivale a haber considerado que el 
coeficiente 65 tenia la dimension kgr/mm 3 , es decir, 65 kgr/mm* = 
== (65.9,8/10'°) N/nr, y entonces [Ap. 1-19] se convierte en 
[Ap. 1-20] FN = (65.9,8/10'°) . (dm) 3 . 

Def. 12. Un coeficiente de una ecuacion de una ley fisica (tal el de 
las formulas [Ap. 1-19] y [Ap. 1-20]) que para la conservation de la 
validez de dicha ecuacion, deba transformarse segun la misma regia que 
expresa la dimension fisica de una magnitud derivada (def. 10) en un 
cambio de unidades aplicado a las medidas de magnitudes dimensionadas, 
se llama constante dimensionada. 

* Para el simboiismo de las distintas unidades fisicas se siguen las recomendaciones 
del informe aprobado en Amsterdam (julio de 1948) de la Comision de Simbolos, Unida¬ 
des y Nomenelatura (CSUN) de la IJnidn Internacional de Fisica Pura y Aplicada 
(IUPAP) auspiciado tambien por la UNESCO. Recordemos que las magnitudes fisicas 
seran impresas en caracteres italicos (F, d, t) y que las unidades y operadores matema- 
ticos seriin impresas en caracteres romanos (cm, s, dS, exp at, grad V, sen x, [l^t-im] 
indicando litros 2 toneladas metros, mA indicando miliamperio). Todos estos simbolos 
no seran seguidos por un punto. La coma o el punto se utilizan solamente para separar 
la parte entera de la decimal; para facilitar la escritura de los numeros grandes pueden 
dividirse en grupos de tres cifras, pero esos periodos no deben separarse por puntos o 
comas. Se consideran los prefijos de unidades: 


pico . 

.... p 

= 10' 12 . 

nano .... 

... n = 10-° , 

micro . ., 

.... Ii. 

= io-® 

mili .. .. 

. . . . m 

= 10- 3 , 

centi ... . 

_ c = 10-2 , 

deci .... 

.... d 

= io-i 

rleca 

. ... da 

= 10 

hecto ... 

.... h = 10 2 

kilo .... 

.... k 

= 10 s 

mesa .. . 

.... M 

= 10® 

giga .... 

O 

II 

o 

tera .... 

.... T 

= 10“ 


** N = newton, nombre que ha prevalecido sobre el de “vis” propuesto por Giorgi; 
en realidad, con respecto al llamado valor normal de la gravedad p N := 9,800 65 m/s a , em 
1 kgr = 9,806 65 N = 980 665 dyn, donde dyn dina. 
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Ejemplo 3. La dimension de la constante dimensionada de la ecua¬ 
cion [Ap. 1-20] en el sistema MLT es [N . nr 3 ] = [ML^T 3 ] y para ex- 
presarla en el sistema cegesimal (CGS) basta aplicar la ultima formula 
dimensional asi: 

[Ap. 1-21] (65.9,8/10"°)kg m " 1 s ~ 3 = (65.9,8.10 7 )gcm' 1 s* 2 . 

Puede comprobarse que si en [Ap. 1-19] expresamos F en dyn y d 
en cm, el coeficiente debe ser numericamente igual al segundo miembro 
de [Ap. 1-21]. 

Con las constantes dimensionadas, las ecuaciones de las leyes fisicas 
entre magnitudes dimensionadas (def. 10 ) conservan su validez en cual- 
quier cambio de unidades. Tiene gran importancia el siguiente teorema 
de demostracion trivial: 

Teor. 6. (Bridgman). Una ecuacion de forma arbitraria que repre- 
sente exactamente los resultados de las mediciones en un sistema fisico 
mediante un sistema determinado de unidades fundamentales, puede ser 
transfurmado en una forma tal que quede valida para mediciones efectua- 
das con unidades distintas de las anteriores u otras magnitudes tomadas 
como fundamentales, sin mas que afectar a cada magnitud cuya medida 
entre en la ecuacion con un factor de dimension reciproca y de valor nu- 
merico igual a la unidad en el sistema primitive. 

A veces sucede que la forma de la ecuacion permite refundir dos 
o varios de esos factores en uno solo, por ejemplo, para la ecuacion 
[Ap. 1-19] en vez de introducir dos constantes dimensionadas, una para 
F de dimension kgr " 1 y otra para d de dimension mm -1 , nos ha bastado 
considerar que el coeficiente 65 quedaba multiplicado por 1 kgr mm' 3 . 

Def. 13. En las formulas monomiales los distintos factores del teo¬ 
rema 6 se rel'unden en uno, dando lugar a las llamadas constantes fisicas, 
cuyo valor y dimension dependen de las unidades tomadas como funda¬ 
mentales en la teoria fisica que se considere. 

Si la formula explicita monomial se toma como definition de una 
nueva magnitud derivada (d), al atribuir a esta la dimension fisica de 
su segundo miembro, la constante se reduce a un ndmero puro, tornado 
generalmente, aunque no siempre, igual a la unidad. Pero dicha magni¬ 
tud derivada se puede considerar siempre como fundamental sin mas que 
atribuir a la constante dimensionada, la dimension que haga compatible 
ambos miembros de la ecuacion referente a la ley fisica que ligue las 
magnitudes en cuestion; el valor de dicha constante y su dimension fisica 
dependeran del sistema de unidades fundamentales elegidas segun respec- 
tivos procedimientos de medicion. 

Ejemplo 4. El concepto de masa inerte introducido mediante uno de 
los principios de la Mecanica newtoniana, no debe confundirse con el 
de masa gravitatoria que interviene en la ley de gravitation universal. 
Se cemprende la distincion recordando los conceptos de masas magneticas 
o electricas introducidos por las leyes de Coulomb. Pero asi como la 
fuerza (action dinamica manifestada por aceleraciones de masas inertes) 
en el caso electrico es proporcional al producto de las cargas electricas 
(causa) y no al de las masas inertes cuya aceleracion provoca ( efecto ), 
en el caso gravitatorio dicha fuerza es precisamente proporcional a las 
masas inertes (por eso, segun ya comprobo Galileo, todos los cuerpos en 
el vacio caen en el mismo lugar con igual aceleracion), lo que permite 
identificar la masa inerte a la masa gravitatoria. Esta identification toma 
significado profundo con Einstein, radicando la profundidad no en con¬ 
ceptos mas o menos artificiales, ni en convenciones o definiciones arbi- 
trarias, sino en su trascendencia respecto de las leyes que rigen los feno- 
menos gravitatorios e inerciales. Ann aquel concepto se identilica tambien 
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al de. masa cinematica manifestada en el choque por la energia cinetica 
que tiene el movil chocante. 

Introducida la fuerza por la ley de Newton de la Dinamica: 

[Ap. 1-22] f = ma , 

con dimension [MLT •] en el sistema MLT, en este mismo sistema, de 
la ley de gravitacion universal del mismo Newton 

[Ap. 1-23] F = G irwnis/r 2 

se deduce muy sencillamente la dimension de la constante G, pues debe 
ser [MLT- 2 ] = [G] . [M 2 L~ 2 ], y por tanto [G] = [AFbC/T" 2 ] . 

Su valor es 

[Ap. 1-24] G = 0,6664.10"“ (N . m7kg 2 ) = 0,6664.10"“ (kg-’mV). 

Nn un sistema astronomico de medidas sera oportuno introducir la 
fuerza como magnitud derivada mediante la ley gravitatoria de Newton 
[A p. 1-23], haciendo en ella G = 1, es decir 

[Ap. 1-25] f = viims/r 3 , 

y entonces tendria la dimension [M 2 L" 2 ]. Para adecuar (/) a esta dimen¬ 
sion la ecuacion [Ap. 1-22] bastara introducir en ella una constante di¬ 
mensional Ic, 

[Ap. 1-26] F = k.ma , 

que de para Ic la dimension f/c] = [M 2 L 2 ]I [MLT" 2 ] — [ML~ S T 2 ]. 

Hacer coherentes [Ap. 1-22] y [Ap. 1-25] significa suponer la masa 
como magnitud denyada de la longitud y del tiempo, es decir, depen- 
i.icnte de la distancia r quo influye en la accion gravitatoria y do la 
aceleracion a que esta accion provoca dinamicamente sobre cada una de 
las masas en cuestion, dando: 

[Ap. 1-27] nhOn = = mm./r*. 

Asi resultara [F] = [MLT~ S ] = [M 3 Zf 2 ], es decir, [M] = [LT" : ] que 
convierte a Ic y C en numeros nildimensionados (def. 2), dando para 
J* dimension [F] = [LT'], que hace homogenea [Ap. 1-22] por 
[FP ] = [L P"-] . [LT 2 ] y [Ap. 1-25] por [L*T~*] = [Z/'T -2 ] 3 /[L] 2 . 

Nn es e sistema astronomico, se definiria la unidad astronomica de 
masa asm como aquella que en [Ap. 1-27] hace m, = m ! =l para 
r__ 1 y a L — a» == 1. Entonces, cualquiera de las [Ap. 1-22] o [Ap. 1-25] 
servira para definir la unidad astronomica de fuerza “asf” como la que 
lmpnme en la “asm” la unidad de aceleracion o como la atraccion mutua 
con que actuan entre si dos “asm” a la unidad de distancia. Si en este 
sistema astronomico adoptamos para unidades de longitud y tiempo el 

y , s ». a P^ ar 1-22] y [Ap. 1-23] en el sistema MKS con 

el valor [Ap. 1-24] obtendrenios 

1 asf = 1 asm . m/s 2 = 0,6664.10"“ (kg" J mV 2 ) . 1 (asm) 2 /nr , 
de donde 

1 asm = 1 (mV) = 1,5.10 10 kg ; 

1 asf = 1 (mV) = 1,5.10“ N = 1,53.10° kgr. 

Si hubiesemos tornado otras unidades LT en el sistema astronomico 
(por ejemplo, para L en lugar del metro de la milla = 1 609,315 m o el 
parsec _ 3,083 8.10“ m) hubiesemos obtenido otros valores sustantivos 
para las unidades astronomicas de masa y fuerza. Asi, para L = 1 mi = 
= 1 609 m resultaria aproximadamente en “asm” que 1 (mi7s 2 ) = 

7 1 4 1 /1 09 ” (™ 8/sS ) = 6,26.10“ kg y en “asf” que 1 (miVs 4 ) — 1 609 4 
(m 4 /s 4 ) = 1,007 77.10 23 N. 7 

A pesar de esta ultima y clara utilizacion, para quienes atribuyen 
un significado intrinseco a las dimensiones fisicas, pueden parecerles pa- 
radogicas las relaciones [M] = [L'T" 2 ] y [F] = [L 4 r*], que traducen so- 
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lamente las leyes combinadas [Ap. 1-22] y [Ap. 1-25] mediante [Ap. 1-27]; 
sin embargo, lo que podria parecer paradogico es dar exclusividad a la 
ley [Ap. 1-22] sin considerar la [Ap. 1-25] (o viceversa) para atribuir 
dimensiones fisicas a la fuerza, si los habitos mentales imbuidos por la 
tradicion didactica no hubiesen perturbado la clara vision de la naturaleza 
de las dimensiones fisicas. 

Max Planck cita el sistema astronomico de medidas como ilustra- 
cion del convencionalismo de las dimensiones fisicas y hace notar que 
“buscar las dimensiones reales de una magnitud, no tiene mas sentido 
que buscar el nombre real de un objeto. Muchas eontroversias infructuo- 
sas de la literatura fisica, particularmente las concernientes al sistema 
de medidas electromagneticas se hubiesen evitado si se hubiese tenido en 
cuenta debidamente dicha observacion”. 

El sistema astronomico LT es al MLT en Dinamica lo que el sistema 
de Gauss es al sistema Giorgi en Elcctromagnetismo. 

El ejemplo anterior muestra que no tiene sentido hablar de las “di¬ 
mensiones” de una magnitud antes de establecer el sistema de medidas 
en el cual se deben determinar las dimensiones. No hay “dimensiones 
verdaderas” de una mag-nitud y una formula dimensional no tiene nada 
de absoluto ni esoterico; eso si, indica algo importante y ello es la tra- 
bazon con que unas magnitudes tomadas como “derivadas” se ligan a 
otras tomadas como “fundamentales” en la teoria fisica que se estudie. 
Si la ley fisica que implica dicha trabazon interviene on el aspecto del 
fenomeno que se estudia, sera csencial considerar en este la formula di¬ 
mensional que indique la dependcncia implicita que liga las magnitudes 
que entran en el fenomeno. Para la aplicacion del Analisis dimensional 
al estudio de un determinado fenomeno conviene considerar el numero de 
variables dimensionadas (incluyendo en ellas las constantes dimensiona- 
das) lo m^s pequeno posible, referidas a magnitudes fundamentales (de 
medicion independiente) en el mayor numero posible, pues aquellas ori- 
ginan incognitas de un sistema lineal de ecuacioncs proporcionadas por 
estas, sistema que resulta tanto mas determinado cuanto mas ecuaciones 
con menos incognitas haya. Pero en dicho fenomeno se podran tomar como 
do medida independiente, sin introducir nuevas constantes dimensionadas, 
solo a las magnitudes que no estan ligadas por definiciones o ecuaciones 
que implicitamente representen leyes fisicas que gobiernon el fenomeno 
en el, aspecto_ que de este se estudie. El criterio para saber esto ultimo 
habrd de derivar de la experiencia. 

Asi pues, las dimensiones fisicas, tal como se las ha definido ante- 
riormente, se introducen en base a las prescripciones mediante las cuales 
se consiguen los numeros de medida que corresponden al proceso fisico 
en cuestion. En muchas experiencias existen ventajas eligiendo las pres¬ 
cripciones de medida de un modo especial, segun el caso. Varios sistemas 
posibles de medidas pueden distinguirse en la clase y numero de las 
magnitudes fundamentals elegidas; todo depende del caso presentado y 
en cada caso se ha de elegir el sistema no-contradictorio mas apto. 

/) Homogeneidad dimensional. — Sento Fourier el principio de que 
todas las relaciones o ecuaciones matematicas que se refieren a leyes fi¬ 
sicas deben tener sus terminos con la misma dimension fisica. Este prin¬ 
cipio de Fourier no es necesariamente cierto; si se consideran relaciones 
que en la caida de un grave incluyan la distancia s de caida, la velo- 
cidad v y el tiempo t, sera s = hgt 3 ; v = gt, y sumando ambas 

[Ap. 1-28] s -f v = gt + Igt 2 , 

donde no todos los terminos tienen la misma dimension en el sistema 
MLT. Seria deficiente definir como homogenea, la ecuacion que tuvicse 
todos sus “terminos” de la misma dimension, porque matemdticamentc lo 
apropiado es referirse en general a funciones en donde el concepto “U:r- 
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min° no intervenga: por ejemplo en las aplicaciones a funciones dadas 
por graficas. 

Sea y=cp(x 1 ,x 2 , ...,x n ) una funcion de n variables, donde m re¬ 
presents un operador que aplicado a las variables independientes Xi, 
f s ’ da el valor de la variable dependiente y. Supongamos que 

Jas variables Xj, y son medidas de magnitudes dimensionadas (def. 10). 
mcluyendo en ellas las constantes dimensionadas (def. 12) que interven- 
gan en la funcion cp, referidas a un determinado sistema de magnitudes 
fundamentales de unidades U„ Us, ..., U m y que efectuamos en estas 
un cambio de unidades dado por transformaciones homoteticas [Ap. 1-14]; 

entonces las magnitudes dimensionadas tomaran nuevos valores x,, . 2 . 

*»> y. 

Def. 14. La funcion 

[Ap. 1-29] y — cp (Xi, x s , ..., x») 

se llama dimensionalmente homogenea cuando v solo cuando para cuaL 
quier transformation homotetica de las unidades fundamentales 

[Ap. 1-30] Ui = Xx U, , U,= hU 3 , ..., U m = X,„U m 
se tiene que las nuevas medidas se relacionan por 
[Ap. 1-31] y = (p(Xi, x s , ..., x„) , 

donde cp es el mismo operador que antes; es decir, la ecuacion [Ap. 1-291 
es invariable respecto del grupo de transformaciones homoteticas de las 
unidades fundamentales a que se refieren las variables dimensionadas 

y, x h Xa, . . ., Xn. 

Ejemplo 5. De acuerdo con esta definicion, una funcion definida 
poi una grafica es dimensionalmente homogenea cuando y solo cuando la 
giafica no varia al cambiar de cualquier modo las unidades fundamenta¬ 
les de referenda. I or ejemplo, en el sistema L sea el area S de un cua- 
ui ado de lado l, representada por una grafica parabolica de ordenada S 
y abscisa /; siempre que la medida de la ordenada se transforme regu- 
larmente segun la dimension [ L ■*] (def. 10), la grafica sera valida res¬ 
pecto de cualquier transformacion homotetica de la unidad de longitud. 

Ya sabcmos (teor. 6) que podemos transformar una ecuacion cual- 
quiera en dimensionalmente homogenea por introduccion de constantes 
dimensionadas (def. 12) que deben considerarse en la funcion estudiada 
como magnitudes dimensionadas (def. 10). 

Algunos autores llaman adecuar una ecuacion a la introduccion de 
las constantes dimensionadas que la convierten en dimensionalmente ho- 
mogenea. Respecto de dicha homogeneidad dimensional y los teoremas del 
Analisis dimensional que a ella se refieren hemos de considerar las cons- 
tantes dimensionadas como argumentos variables en las transformaciones 
[Ap. 1-30] (cfr. ejemplo 4). 

Dep. 15. Llamaremos dimensionada respecto de un sistema de uni- 
aades fundamentales Ui, Uz, ..., £/,„ a una expresion que por un cambio 
(.e unidades de medida para dichas magnitudes fundamentales del tipo 
nomotetico [Ap. 1-30], teniendo en cuenta la consecuente transformacion 
de las constantes dimensionadas que figuran en ella, se reproduce multi- 
plicada por un monomio de la forma 

Xi a * Li 02 ... X m 

donde a,, a 2 , son las dimensiones de dicha expresion. 

Si la expresion es la funcion cp, segundo miembro de [Ap. 1-29] y 
tf-i, as, .... a„ son las dimensiones de su primer miembro y, resultan si- 


Ap. I -/ 


HOMOGENEIDAD DIMENSIONAL 


523 


nonimas las locuciones “funcion dimensionada” (def. 15) o “funcion di¬ 
mensionalmente homogenea” (def. 14). Estas funciones forman una clase 
especial de las que estudia el Analisis matematico y la teoria del Ana¬ 
lisis dimensional es precisamente la teoria matematica de caracter nura- 
mente algebraico de esta clase de funciones. 

Dep. 16. Una funcion dimensionada (o dimensionalmente homoge¬ 
nea) de dimensiones nulas, es decir, que queda invariante para todo cam¬ 
bio [Ap. 1-30] de unidades fundamentales, se llama nildimensionada. 

Supongamos que respecto del sistema de unidades fundamentales Ui, 
Ua, .... U m la magnitud dimensionada y en [Ap. 1-29] tiene la dimension 

[y] = [Ui“i US* .. . U ™ ] y las x t las [aq] = \XJ x al * US 1 * ... u" lm ] 

(i = 1 , 2 , . . ., n), sintetizadas en la siguiente matrix dimensional (? = 

= 1,2 ,...,m): 



Xx 

Xz ... 

X n 

y 

Ui 

a u 

On .. . 

a nl 

at 


Si mediante las transformaciones homoteticas [Ap. 1-30] pasamos a 
un nuevo sistema de unidades de las mismas magnitudes fundamentales 
anteriores, la definicion 7 y el teorema 4 j’ustifican que si escribimos la 
medida de cada magnitud dimensionada en forma concreta, tal 

V (US* US* ... U“ m ) 

m 

sc obtenga la nueva medida por mera sustitucion de las antiguas uni¬ 
dades en las nuevas mediante [Ap. 1-30], es decir: 

[Ap. 1-33] y(XS‘ Ui a i ... \ m ) = yXS* ... X* m ( US* ... f/“ m ). 

rn in m m 

Esta regia practica es muy util y asi la hemos aplicado en el ejem¬ 
plo 4. 

Asi, las medidas nuevas de las variables de la def. 14 en funcion de 
las antiguas seran (j = 1 , 2 , ..., n) : 

[Ap. 1-34] y = yXx°i XS* ... X m , x, = x, X* n ... x‘ in , 
Sustituyendo en [Ap. 1-31] queda 
[Ap. 1-35] XS* ... X™ cp (xj, xz . .. x,f) = 

= cp(?. 1 °u ... X^' n xi, ... Xx’ a ... «,). 

Las definiciones 14 y 15 son equivalentes a decir: 

Teok. 7. La funcion cp (x lt ..., x„) es dimensionalmente homogenea 
(o dimensionada de dimensiones a x , « 2 , ..., a m ) cuando y solo cuando la 

ecuacion [Ap. 1-35] es una identidad en las variables x lt a-. 

Ai, Xz, ..., X m . 

Ejemplo 6 . La fuerza F de arrastre de un liquido incompresible, 
c e velocidad v, densidad o y viscosidad dinamica p, sobre una esfera lisa de 
diametro d, vendra dada por una funcion de la forma F = ip(v, d, q, p) que 
tiene por matriz dimensional [Ap. 1-32] en el sistema LTM: 
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n 

Q 

d 

V 

F 

L —1 

—3 

1 

1 

1 

T —1 

0 

0 

—1 

—2 

M 1 

1 

0 

0 

1 


La ecuacion [Ap. 1-35] aqui es 

h xr* x m F = cp(i, xr 1 v, x, d, xr* Km q, xr'kr 1 x m p) 

que debe verificarse identicamente en X h X,, X m> si la funcion es di¬ 
mensionalmente homogenea. Es inmediato comprobar que ello ocurre si 

[Ap. 1-37] f — q v s d~. <i) (vd y/p) 

con <j> funcion arbitraria; observese que las expresioncs F/(nv 2 cF) v 

aoS lrX,ul SmZfZdcs 16>i 8 eXPrtSi ° neS tal6S las llamare - 

=1 n y la forma de aplicarlo consiste en establecer por 

mctodo siStematieo ecuaciones de tipo [Ap. 1-37] para la ley incognita <p, 
demostrando no tan solo su suficiencia, sino tambien su nccesidad (?). 

Caso particular del teorema 7 expresado por la identidad [Ap 1-351 
es el siguxente: L 1 J 

Una suma cl F varios terminos es dimensionalmente homo- 
jcnea cuando y solo cuando todos los terminos tienen entre si y con la 
suma la misma dimension. 

i "3 s , s j ec aacion [Ap. 1-20] tiene la forma y = xi + + ... + Xn , 

la identidad [Ap. 1-35] se convertira en 


XSi XS> ... XJ (*!+...+ x n ) = Xi a u ... \ lm xi+ ... + X° nl ... X° nm x . 

y al serlo en las x h debera cumplirse (§ 18-2) : 

ta" 1 Xu* 3 ... X ” = b'u Xi" 33 ... X lm — — 5 0,11 ) a " 3 /«»» 

identicamente en las X,, y por tanto: 

a, = a l{ = a 3( = ... = a, tl , (i = 1 , 2 , ..., m) , 

como queriamos demostrar. La condicion hallada asi necesaria, se com- 
fieiente inme( ^batamente, mvirtiendo el razonamiento, que es tambien su- 

Observese que la ecuacion [Ap. 1-28], aunque sea verdadera para 
cualquier sistema de unidades fundamentales LT, no es dimensionalmente 
a Por dada [Ap. 1-28] en [cm, s], si pasamos a 

S™ * ? m = r s • 10 T “5 v cm/s =: v . 36 m/h; g cm/s 2 = g . 360 2 m/h 2 ; 
ts — t. 3800 h, la [Ap. 1-28] se transforma en 

s. 10 2 + (v/36) = (g f/36) + F.10 3 , 

ecuacion distinta a la [Ap. 1-28], aun cuando no como resultado de la 
transformation de [Ap.. 1-28], sino por las igualdades separadas s = 
— , v — gt ,~sea tambien verdadera la antigua ecuacion en las nuevas 

medidas: s + v — gt -f- Igt*. 

Ecuaciones del tipo [Ap. 1-28], que siguen siendo verdaderas (aun¬ 
que acaso no mvanantes en las transformaciones homoteticas de las me¬ 
didas) para cualquier cambio de unidades [Ap. 1-30] de las magnitudes 
fundamentales, se llaman por algunos autores completas (aunque acaso 
no sean dimensionalmente homogeneas). Por no hacer esta distincic'.n, 
autores clasicos en la cuestion como Bridgman complican innecesariamente 
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con excepciones los teoremas del Analisis dimensional, en particular el 
basico teorema n, al referirlos a ecuaciones completas en lugar de di¬ 
mensionalmente homogeneas como es adecuado hacer. Birkhoff (citado 
en k) demuestra que toda relacion binomia o trinomia completa es dimen¬ 
sionalmente homogenea, asi como que cualquier relacion completa es equiva- 
lente a un conjunto de relaciones nildimensionadas. 

. T- Eiirenfest-Afanassjewa ha introducido un concepto de homoge- 
neidad generalizada mucho mas amplio (§ 67, ejercicio 6 ). 

En su aplicacion al Analisis dimensional, por el teorema 4 basta 
considerar el caso en que 

= 9 ’*' 1 ••• Q~ ,m . (i- 1 , 2 , ...,n), 

y por el teorema 7 el factor de homogeneidad resulta monomial. 

Un estudio detenido de las f unci ones homogeneas generalizadas se 
encuentra en: R. San Juan: Rev. Acad. Madrid, T. 39 (1945), pags. 

9) Resumen de postulados biisicos del Analisis dimensional. — La 
aplicacion del Analisis dimensional a los problemas practicos se basa en 
la hipotegis de que la solucion del problema se expresa mediante una 
ecuacion dimensionalmente homogenea en terminos de los “argumentos” 
(variables del fenomeno en cuestion y constantes dimensionadas) que en- 
tran en el problema. Esto sera siempre posible (teor. 6 ), aunque en todo 
caso la hipotesis se justifica por el postulado fisico inicial de haber su- 
puesto regular (b) el sistema de medidas para las magnitudes funda¬ 
mentales adoptadas, por el hecho de que las ecuaciones basicas de la 
bisica que van introduciendo nuevas unidades derivadas (def. 9 ) son di¬ 
mensionalmente homogeneas (def. 14) y por postular, aun en el caso no 
trivial de que haya menos constantes dimensionadas que variables fisi- 
cas, que en toda investigacion fisica se conservan tambien dimensional- 
mente homogeneas las relaciones deducibles algebraicamente de dichas 
ecuaciones que sirvan para expresar matematicamente la teoria corres- 
pondiente, sin que aparezean ecuaciones artificiales del tipo [Ap. 1-28]. 

En resumen, aparte los postulados que justifiquen atribuir a diver- 
sas manifestaciones fisicas la propiedad de ser cantidades de una misma 
especie de magnitud (b), el Analisis dimensional de un determinado con- 
junto de fenomenos fisicos puede basarse en los siguientes postulados: 

I. Existe un sistema de magnitudes de medidas q tt q», ..., q m no 
negatives cnyas respectivas unidades U u U„ ..., U m pueden fijarse in- 
dependientementc unas de otras, tales que para numeros positivos cuales- 
quiera Xi > 0 independientes entre si, admiten transformaciones homo- 
te ticas: 

[Ap. 1-38] q t = Xi q t , Ui = Xi Ui, (Xi > 0), (i= 1,2,..., m ). 

(Por ejemplo, en las teorias o cuestiones mecanicas, suele tomarse 
m = 3, con la longitud L, el tiernpo T y la masa M). 

II. Existen magnitudes derivadas cuyas medidas no negativas x vie- 
nen dadas por una funcion continua de las medidas no negativas q { de 
las magnitudes fundamentales 

[Ap. 1-39] x = f(g„ q 2 , ..., q m ), (*§0; ^ 0) 

que es independiente de las unidades elegidas. Esto querra decir que si 
se cfectuan en las magnitudes fundamentales transformaciones homote- 
ticas cualesquiera [Ap. 1-38] y respecto de las nuevas medidas q, se con 
siilcra que la vueva me did a x de la magnitud derivada viene dada por 




526 


AP. I. HOMOGENEIDAD DIMENSIONAL 


Ap. I -g 


[Ap. 1-40] X — f(qi,q<,...,q m ), 

con el mismo operador f que en [Ap. 1-39], resulte qne el cambio de 

medidas x en x de la magnitud denvada es tambien una transformation 
homotetica 

[Ap. 1-41] * = lx , (X > 0) 

con X funcion de las Xi, pero no de las g*. 

III. Es posible decidir por un proceso teorico-experimental que una 
variable dimensionada y de una magnitud queda determinada por otras 
ciertas variables dimensionadas x lt x 2 , ..., x n , en el sentido de que exists 
una funcion dimensionalmente homogenea (def. 14) que las relatione 

[Ap. 1-42] y = cp (ajj, x 2 , ..., x n ). 

Por el teorema 4, el postulado II equivale a decir que existen mag¬ 
nitudes derivadas, cuyas medidas positivas vienen dadas por una expre- 
sion monomial 

[Ap. 1-43] x = C qd* qd* ... q ™ (C > 0 constante nildimensionada) 

independiente de las unidades, en el sentido que bajo las transformaciones 
[Ap. 1-38], la x se transforma tambien homoteticamente mediante 

[Ap. 1-44] x = XS* IS* ... x“j a: 

Los exponentes a, reciben el nombre de dimensiones (fisicas) de la 
magnitud de medida x, referida al sistema de magnitudes fundamcntales 
(dcf. 10). Estas pueden considerarse que tienen una dimension igual a 
la. unulad y las demas nulas. Si todas las dimensiones son nulas, la mag¬ 
nitud x es nildimensionada (def. 11). Todas estas magnitudes (incluyendo 
las constantes dimensionadas, def. 12 ) se llaman dimensionadas o dimen- 
sionalmente homogeneas. 

Por el teorema 7 y. definicion 15, el postulado III equivale a decir 
que una variable dimensionada y queda determinada por otras ciertas va¬ 
riables dimensionadas Xi, x 2 , ..., x„ mediante una funcion dimensionada 
(no necesariamente monomial), cuyas dimensiones son las de la variable 
dimensionada y. 

La validez del postulado I se ha discutido mucho. La introduccion de 
constantes dimensionadas efectuada en el teorema 6 lo justifica. 

Si un determinado fenomeno flsico (por ejemplo, la propagacion de 
la luz) relaciona por una ley varias magnitudes fundamcntales (tales L 
y 1 ), dicha ley podria servir para establecer una ecuacion [Ap. 1-39] 
que haga una de ellas derivada de las otras. Sin embargo, por el teo¬ 
rema 6 podemos conservar nuestro antiguo sistema de magnitudes funda- 
mentales, es decir, de medidas independientes [Ap. 1-38], y expresar la 
ley que relaciona las magnitudes fundamentals mediante la introduccion 
de nuevas magnitudes derivadas (por ejemplo, la constante c de dimen¬ 
sion [L2 W ] en la propagacion de la luz). Es lo que tambien se ha hecho 
al introducir la constante G de gravitacion universal (ejemplo 4) para 
hacer compatible esta ley con la medida independiente de la masa M, la 
longitud L y el tiempo T. Podemos prescindir de ella al precio de consi- 
derar M como magnitud derivada de L y T. 

Asi, pues, para establecer el sistema de magnitudes fundamentals 
del postulado I, mediante el uso de adecuadas constantes dimensionadas, 
podemos tomar como tales, es decir, de medida independiente, las que 
nosotros queramos, aunque existan fenomenos fisicos que las relacionen 
para condicionarlas entre si dentro de la teoria construida. Pero si estos 
fenomenos fisicos que las condicionan entre si, no influyen en el proble- 
ma estudiado, sera desventajoso en el analisis dimensional que se realice, 
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desdenar esta circunstancia. Y asi no hemos de olvidar que hacer deri- 
vada una magnitud que en el problema estudiado pudiese tomarse como 
independiente o fundamental, es equivalente a haberla tornado como fun¬ 
damental y al mismo tiempo hacer intervenir “sin necesidad” en el pro¬ 
blema la constante dimensionada que en este caso hay que incluir en la 
ley del fenomeno no influyente que servia para introducir dicha magni¬ 
tud como derivada. 

h) Productos nildimensionados. — Las expresiones monomias dadas 
por productos entre medidas variables de magnitudes dadas: 

[Ap. 1-45] y = Xi k i x 2 k * ... x n 

intervienen fundamentalmente en el Analisis dimensional. 

Si las dimensiones de las magnitudes correspondientes a las varia¬ 
bles (xi, x 2 , ..., x n ; y) respecto de un sistema de unidades fundamenta¬ 
ls U i, V 2 , ..., [7 m estan dadas por la matriz [Ap. 1-32], los exponentes 
del producto [Ap. 1-45] satisfacen al teorema: 

Teor. 9. El producto y es dimensionado (def. 15), es decir, la ecucu- 
cion [Ap. 1-45] es dimensionalmente homogenea (def. 14), cuando y solo 
ciiando los exponentes (7ci, fa, ..., fa) son solution del sistema de ecrua- 
ciones lineales 

[Ap. 1-46] an fa -f- On ki ... -}- a n i fa = ct< , (i= 1 , 2, ..., m). 

En efecto, la condicion es necesaria, pues si el producto [Ap. 1-45] 
satisface la ecuacion [Ap. 1-35] para cualquier cambio de unidades 
[Ap. 1-30], aqui habra de ser identicamente en las 1 y las 


IS* ... X 


= fa * 1 " 11 ... X 


xS* ... X " 


y por tanto identicamente en las X: 


XS*Xi a *... X m = fa*i a n + *s<>a + ... Vm+ . 


de donde se deduce [Ap. 1-46], Invirtiendo el razonamiento, es inme- 
diato ver que la condicion [Ap. I-4G] es suficiente. 

Si concebimos las magnitudes de medidas x 2 , ..., x m , y como vec- 
tores de m componentes dadas por las columnas de la matriz' [Ap. 1-32] 
el teorema 9 equivale a decir que el vector correspondiente a la magnitud 
de medida y pertenece a la multiplicidad vectorial determinada por los 
vectores correspondientes a las magnitudes de medidas x h x 2 , ..., a: n . 

El teorema de Rouch6-Frobenius sobre sistemas lineales (§ 15-5) 


Teor. 10. Dadas las variables dimensionadas [Ap. 1-32], exists un 
producto de la Jorma [Ap. 1-45], cuando y solo cuando la matriz de las 
n prvmeras columnas de [Ap. 1-32] tiene la misma caracteristica que 
dicha matriz [Ap. 1-32]. 

Especial importancia tienen los productos definidos por: 


. d ef. 17. Un producto de la forma [Ap. 1-45] referente a las va¬ 
riables [Ap. 1-32], se llama nildimensionado si Ox = Oi= ... =. a m ■=$ 
(cfr. def. 11). 

Entonces, segun [Ap. 1-46] del teorema 9, se tiene: 


Teor. 11. La condicion necesaria y suficiente para que [Ap. 1-45] 
sea un producto nildimensionado es que los exponentes hi satisfagan el 
sistema lineal de ecuaciones homogeneas 


[Ap. 1-47] an fa -{- an fa -f- ... -f- a„i far r 0 , (i= 1, 2, ..., m) , 
(ruyos coefitientes son los niimeros a ti dados por la matriz dimensional 
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Xi x 3 ... x„ 

[Ap. 1-48]- 

L i j du cl< ... a n * 

Asi, segun el teorema 11, los productos nildimensionados que se pue- 
dan formar con las magnitudes de medidas Xi, x 2 , ..., x n vendran deter- 
minados por los exponentes ki, k 2 , ..., k„ solucion del sistema homogeneo 
[Ap. 1-47] 

Alterando convenientemente el orden de las ecuaciones e incognitas 
podemos suponer que el menor principal de la matriz del sistema corres- 
ponde a las r primeras filas y r primeras columnas, con lo que a todo 
sistema de valores cualesquiera kr*l, kr+ 2 , • ■ . , k n , tornados como parame- 
tros indeterminados, corresponderan valores k, t kz, ..., lc r ya univoca- 
mente determinados mediante 

[Ap. 1-49] tti( ki -j- ... -f- Ctrl kr — —■ (Ctr+l, i 7Cr+l -f- ... -f- 7c„) , 

(» = 1 , 2 , ...,r) , 

cuyas soluciones halladas por la regia de Cramer (§ 15-4) podemos ex- 
presar mediante 


[Ap. 1-50] 
donde 


k) — Ctr+l, I kr* 1 -f- Ctr , 2 , I kr+Z -j" ... -{- (In, ) kn 

U= 1. r) . 


(tr+1,1 — - ((Xi, I ®r+(j 1 -f- 0.2,1 dr+1,2 -|- ... -(- (ti ■ Or+(,r) , 

(j = 1, 2, ..., r; i = 1,2, ..., w — r) , 


siendo a„,> = con A,„ adjunto del elemento a,„ en el determinate 

A del sistema de Cramer [Ap. 1-49]. 

Los vectores de n componentes 


— (Or+ 1 , 1 , Ctr+l, 2 , 


Ctr+l ,r, 1 , 0 , . . ., 0 ) 


[Ap. 1-51] 


Ctr+ 2 , r, 0, 1, . . ., 0) 


L fri-r — 1 > (In) 2 , • • *f CtnyT) 0, 0, • • • y 1) 

son linealmente independientes (§ 60-2), porque de 

h* fi -}- hi fa -j- ... -j- hn- r f n-r — 0 

aplicada a sus n — r ultimas componentes se deduce: hi — 0 , (i = 1 , 2 , ..., 
n — r). 

De [Ap. 1-50], [Ap. 1-51] y el teorema de Rouch£-Frobenius (§ 15-5) 
deducimos que todas las soluciones del sistema [Ap. 1-47] vienen dadas 
por la combinacion lineal: 

[Ap. 1-52] k = /ur +1 fl “f- fcr+a f a + ... + knfn-r , 

donde k r + 1 , k r + 2 , ..., /c„ son numeros arbitrarios, y fi, f 3 , ..., f»- r forman 
lo que se llama una base (Cap. XVII, nota I, b) 6 un sistema funda¬ 
mental de soluciones, siempre linealmente independientes. Queda asi de- 
mostrado: 


Teor. 12. En el espacio vectorial E„, las soluciones k del sistema 
[Ap. 1-47] de m ecuaciones homogeneas con n incognitas y matriz de 
caracteristica r, forman un subespacio lineal E„- r , una de cuyas bases 
puede ser la [Ap. 1-51] como sistema fundamental de soluciones, coda 
una de las cuales se obtiene haciendo en [Ap. 1-50] igual a la zmidad 
una incognita parametrica y nulas las demds. 

Si r = 1, el subespacio se llama hiperplano vertorial; si r = rt — 2, 
el subespacio sc llama piano vectorial; ambos conceptos coinciden para E*. 
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El concepto de ortogonalidad permite dar una forma muy elegante 
a los resultados anteriores. Dados los m vectores de n componentes por 

[Ap. 1-53] a\ = (ctii, Oai, .. On<) , (i = 1,2, ... ,m) 
el sistema homogeneo [Ap. 1-47] puede escribirse 
[Ap. 1-54] a',.k = 0, a'„.k = 0, ..., a' m . k = 0, 

es decir; 

Teor. 13. El subespacio E„- r de las soluciones k de [Ap. 1-47] (teor. 
12), es el subespacio lineal suplementario (Cap. XVII, nota I, b 3 ) for- 
mado por los vectores de E„ que son ortogonales a todos los del subes¬ 
pacio E r , de dimension r, subtendido por los vectores [Ap. 1-53] (sub¬ 
espacio ortogonal a E r en E„). 

Si eonsideramos el sistema homogeneo traspuesto de [Ap. 1-47] : 

[Ap. 1-55] aulc'i -f a J 2 fc ' 2 + ... + a lm lc' m = 0 , (j = 1, 2, .. ,,n) , 
de matriz dada po;* las componentes de n vectores de E m : 

[Ap. 1-56] a ,= (a ix , a,a, m ) , (j = 1,2, ..., n) , 

(con la misma caracteristica r que la matriz [Ap. 1-48] del sistema 
[Ap. 1-47], traspuesta de la anterior), entonces el sistema [Ap. 1-55] 
tendra m —r soluciones k\, k' 2 , ..., k' m - r linealmente independientes y 
que en E„, determinan el subespacio ortogonal al determinado por los n 
vectores [Ap. 1-56]. Para que [Ap. 1-46] tenga solucion es necesario y 
suficiente que el vector a de componentes cl, a 2 , .. . ra m pertenezca al sub¬ 
espacio determinado por los vectores [Ap. 1-56] (Teorema de Roughs 
Frobenius, § 15-5); por esto y lo anterior queda asi demostrado: 

Teor. 14. La condicion necesaria y suficiente para que el sistema 
[Ap. 1-46], escrito en forma vectorial de E„: 

[Ap. 1-57] a'i. k = a,, a' 2 . k = a 2 , ..., a' m . k = a m 

sea resoluble es que el vector a de componentes (cl, cl, ..., a m ) de E m 
sea ortogonal al subespacio lineal de dimension m — r, solucidn del sis¬ 
tema homogeneo traspuesto [Ap. 1-55], es decir, que se cumpla: 

[Ap. 1-58] a . k'i = 0, a. k ' 2 =0, ..., a.k' n - r = 0, 

donde k'i, k' 2 , ..., k'm-r forman un sistema fundamental de soluciones de 
[Ap. 1-55]. La solucion del sistema no homogeneo queda determinada a 
menos de una solucion del sistema homogeneo corrcspondiente dada por 
el teorema 12. Pues la diferencia de dos soluciones del sistema [Ap. 1-46] 
es solucion del sistema [Ap. 1-47]. Es decir, si existe y es k n una solu¬ 
cion particular del sistema [Ap. 1-46], todas sus demas soluciones ven¬ 
dran dadas por k = k„ + Av+, fi + ... + 7c„ donde f,, f 2 , ..., f n .„ for¬ 
man un sistema fundamental de soluciones [Ap. 1-51] del sistema homo¬ 
geneo [Ap. 1-47]. 

El problema del cambio de base, es decir, de hallar las componentes 
de los vectores de un mismo subespacio lineal referido a distintas bases, 
se reduce tambien a la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales. En 
efecto, referido un subespacio lineal a una base antigua de m vectores 
unidades linealmente independientes, sea en ella un vector a de compo¬ 
nentes antiguas (cl cl, ... a m ) y una nueva base de n vectores unidades, 
dados en funcion de la antigua mediante [Ap. 1-56]. Entonces, el sistema 
de ecuaciones lineales [Ap. 1-46], equivalente a la igualdad vectorial 

[Ap. 1-59] a = ki -)- k 3 a 2 -j- ... —(— 7c n a n , 

sirve para buscar las nuevas componentes (7c,,7c 2 , ...,7c„) de ese vector a 
respecto de la nueva base [Ap. 1-56]. La discusion de [Ap. 1-46] nos 
dud si la nueva base de referenda es supcrabundantc, estriata o insu- 
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ficiente para la expresion de todos los vectores del subespacio. Por haber 
supuesto los vectores a, pertenecientes a dicho subespacio, la dimension 
m de esta no quedara superada por la caracteristica r de la matriz 
[Ap. 1-56]. As! queda demostrado: 

Teor. 15. Supuesto referido un subespacio lineal a una base antigua 
de m vectores unidades linealmente independientes, y dada como nueva 
base formada por los n vectores [Ap. 1-56] del subespacio, las nuevas 
componentes {k lf k 2 , ..., k„) de todo vector a de componentes antiguas 
(eh, a 2 , ..a m ) se obtendrdn por resolucion del sistema lineal [Ap. 1-46]. 
Si la caracteristica r de la■ matriz del sistema [Ap. 1-46] es igual a la 
dimension m del subespacio, la resolucion de [Ap. 1-46] es siempre po- 
sible para cualquier vector a del subespacio; entonces la base [Ap. 1-56] 
es estricta o superabundante segun que el numero n de vectores ai sea 
igual o mayor que la dimension m del subespacio. Si la caracteristica r 
de [Ap. 1-56] es menor que la dimension m del subespacio, habra algun 
vector a de este linealmente independiente de los ai, la solucion de 
[Ap. 1-46] sera entonces imposible y la base sera insuficiente; en par¬ 
ticular, siempre que el numero n de vectores base es menor que la di¬ 
mension m del subespacio. 

Pero es importante observar que aun cuando sea n ^ m, si la ma¬ 
triz [Ap. 1-56] tiene caracteristica r < m, la nueva base [Ap. 1-56] 
sera tambien insuficiente. 

El teorema 12 nos da el conjunto de productos nildimensionados que 
pueden formarse con las magnitudes de dimensiones [Ap. 1-48]. El teo¬ 
rema 14 permite saber si existen, hallandolos, productos dimensionados 
[Ap. 1-45]. 

El teorema 15 resuelve el problema del cambio de magnitudes fun- 
damentales en numero y calidad. 

La estructura lineal de los sistemas [Ap. 1-46] y [Ap. 1-47] per¬ 
mite tratar a las magnitudes de medidas Xi, x 2 , ... x n como vectores 
de m componentes dados por la matriz [Ap. 1-48]. Pero es importante 
hacer notar que para este tratamiento vectorial de caracter puramente 
formal no necesitamos imponer a las magnitudes de medidas Xi ninguna 
hipotesis fisica fuera de la de haber admitido una medida regular (6), 
hipotesis basica para la introduccion de las funciones dimensionalmente 
homogeneas (/), es decir, de las invariantes a las transformaciones ho- 
moteticas [Ap. 1-30] en las unidades de medida, funciones que son las 
estudiadas por el Analisis dimensional. 

Ejemplos: 7. Si queremos representar el sistema MLT mediante la 
longitud = [L], la energia E = [ML 2 T' 3 ] y la aceleracion a=[LT' 2 ] o 
bien la longitud = [L], la masa = [Af], la velocidad v = [L2” :1 ] y la ace¬ 
leracion a=[LT~'~ ] o bien la longitud = [L], la velocidad v = [LP' 1 ] y 
la aceleracion a = [LIT' 2 ], tendremos las respectivas matrices dimensio- 
nales: 



L 

E 

a 

L 

M 

V 

a 

L 

V 

a 

M 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

L 

1 

2 

1 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

T 

0 

—2 

—2 

0 

0 - 

-1 

—2 

0 

—1 

—2 


de caracteristicas 3, 3, 2 que dan para el primer caso base estricta, en 
el segundo base superabundante y en el tercero base insuficiente (donde 
no tendran representation las magnitudes que dependan de la masa). 

8 . Si queremos representar una energia E de 10 erg = 10 g cm 3 s' 3 , 
pasando del sistema CGS al que tenga por unidades fundamentales 
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1 kgr = 980 665 g cm s" 3 , 1 cel = 100 cm s' 2 , 1 h = 3 600 s, habrd 
quo aplicar el teorema 15 y la transformation [Ap. 1-30]. Si llamamos: 

f 1 g cm s ' 2 = F = (1/980 665) kgr , 

I Ap. 1-60] J 1 cm s'* = a = (1/100) cel , 

[ s = t = (1/3 600) h , 

tendremos la matriz dimensional 



F 

a 

t 

E 

M 

1 

0 

0 

1 

L 

1 

1 

0 

2 

T 

—2 

_o 

1 ! 

—2 


a la que corresponde el sistema k, = 1, ki + k 2 = 2 , — 2 Id — 2 fc, + k 3 = — 2 
con solucion k, = k»=l, k» — 2, dando 


10 erg = 10 g cm 2 s ' 2 


10 (Fa,n = 10 --^. 


1 cel 1 h 3 
100 ‘ 3600 s — 


_ 1 

~ 980 665.36 3 Tl0 rr 


kgr cel h 3 . 


Otro procedimiento intuitivo es pasar de las expresiones dimensiona- 
les exponenciales [Ap. 1-18] y [Ap. 1-45] y a las lineales [Ap. 1-46] to- 
mando logaritmos formalmente. Asi, de [Ap. 1-60] se obtendria 


In g -f In cm — 2 In s = In F , In cm — 2 In s = In a , In s = In t , 


de donde se despejan In g, In cm y Ins para expresar g = Fa' 1 , cm = at 2 , 
s == t, y finalmente 

10 erg = 10 g enr s ' 2 = 10 (Fa -1 a 3 1* t~ 2 ) = 10 (Fat 3 ) = 

- 10 ( 1 kgr 1 ceI 1 h 8 \ _ k g r cel h 8 

\ 980 665 ' 100 ' 3600®/ ” 980 665.36 3 .10 5 * 


Estudiemos ahora la multiplicidad de productos nildimensionados que 
puedan formarse con dichas magnitudes de medidas x h x 2 , ..., x n - Sean 
los siguientes productos nildimensionados: 

[Ap. 1-61] III = *>*>... «*;• , (i=l,2,...,p) , 
con exponentes dados por la matriz (i = 1 , 2 , .. .,p) : 


[Ap. 1-62] 



Xi 

x 2 

X n 

Ft, 

kn 

k, n 

■ ■ kin 


Def. 18. Estos productos [Ap. 1-62] nildimensionados se llaman in¬ 
dependientes si ninguno de ellos es igual al producto de potencias de los 
demas; es decir, si no existen numeros constantes hi, h 2 , ..., h P distintos 
de los simultaneamente nulos hi = h 2 = ... = h P = 0 , tales que se cumpla 


[Ap. 1-63] 



identicamente en las medidas variables Xi, x», ..., x n . 


Entonces se cumple: 
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Teor. 16. Los productos nildimensionados Hi. IIs, .... II v son in¬ 
dependientes cuando y solo cuando las filas de la matriz [Ap. 1-62] de 
sus exponentes son linealmente independientes. 

En efecto, la condicion es necesaria, piles si los productos son inde¬ 
pendientes y supusieramos una dependencia lineal entre las filas de la 
matriz [Ap. 1-62], existirian valores no todos nulos hi, h 2 , ..., h p tales 
que 

[Ap. 1-64] hiku -{- hikui -f- h p k P i = 0 , (i = 1, 2, ..., n) 

y entonces seria 


n * 1 tl? ... n % = *»• ... «.•= 1 , 

identicamente en x h x 2 ,..., x,„ contra la independence de los productos 
considerados. La condicion es tambien suficiente, pues si las flias de la 
matriz [Ap. 1-62] son linealmente independientes y supusieramos depen- 
dientes los productos nildimensionados dados, existirian valores no todos 
nulos hi, ha, ..., h p tales que se cumpliria [Ap. 1-63], es decir: 




V + ... + 


+ , , + h * —, 1 

V pn — J- 


identicamente en las x,, x 2 , ..., x n , lo que implicaria la anulacion de los 
exponentes expresada por el cumplimiento de [Ap. 1-64] y entonces las 
filas de la matriz [Ap. 1-62] no serian linealmente independientes con¬ 
tra la hipotesis de suficiencia considerada. 


La interpretacion vectorial del teorema 16 es la siguiente: Los pro¬ 
ductos nildimensionados I[ t concebidos como vectores de n componentes 
dados por los exponentes kn, km, ..., km forman, segtin los teoremas 
11, 12 y 13, el espacio vectorial ortogonal al espacio vectorial determi- 
nado por la matriz [Ap. 1-63], es decir la [Ap. 1-48] tomada por filas, 
y def. 18 que hemos dado de dependencia de los productos nildimen¬ 
sionados II i coincide por el teorema 16 con la que corresponde al ser 
concebidos como vectores de las n componentes antedichas. 

Por el teorema 12, el subespacio vectorial en el espacio de n compo¬ 
nentes que forman los productos nildimensionados, tiene dimension n — r, 
si r es la caracteristica de la matriz (a /( ) dada en [Ap. 1-48], y cual- 
quiera de esos productos nildimensionados se podra representar como de- 
pendiente de n — r de ellos que sean independientes enti’e si y se tome 
como base de la multiplicidad formada por todos los productos nildimen¬ 
sionados. Dicha base podra ser un sistema fundamental de soluciones dado 
rutinariamente por las igualdades [Ap. 1-51]. Esto nos sugiere la si¬ 
guiente definition: 


Dee. 19. Un conjunto de productos nildimensionados de las varia¬ 
bles dimensionadas Xi, x 2 , ..., x n se llama completo si cada producto en 
el conjunto es independiente de los demas y cualquier otro producto nil- 
dimensionado de dichas variables se puede expresar como producto de 
potencias de los productos nildimensionados del conjunto dado. 

El teorema 12 demuestra: 


Teor. 17. Cualquier sistema fundamental de soluciones del sistema 
lineal de ecuaciones homogeneas [Ap. 1-47] pro-porciona los exponentes 
de un conjunto completo de productos nildimensionados de las variables 
dimensionadas Xi, x 2 , ..., x„. Reciprocamente, los exponentes de un con¬ 
junto completo de productos nildimensionados de las variables x x , x 2 , ..., 
x n forman un sistema fundamental de soluciones del sistema lineal de 
ecuaciones homogeneas [Ap. 1-47] 

El teorema 13 demuestra: 


Teor. 18. El numero de productos de un conjunto completo de pro¬ 
ductos nildimensionados de las variables dimensionadas x lf x 2 , ..., x H es 
n — r si r es la caracteristica de la matriz dimensional \a it ) de dichas 
variables. 
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Ejemplo 9. En el ejemplo 6 , la matriz dimensional en el sistema 
LTM era [Ap. 1-36]. 

Los productos nildimensionados a formar vendran dados por los ex¬ 
ponentes ki tales que sea identicamente en las variables dimensionadas 

pi* 1 e*a d k a v k * = 1 

es decir, 

[ML-T'T 1 [ML ~ S ]»» [L]*a [LjP ’] '•* [ MLT' s y « = [1] 

Para ello han de ser nulos los exponentes en M, L, T (teor. 11): 

ki -j- ka ks — 0 

•j —■ ki — 3 k 2 -)- ks —f- Tie* —f— ks = 0 

[ — hi — ki — 2 ks — 0, 

que es el sistema [Ap. 1-47]. 

Pueden tomarse como incognitas principales k,, k 2 , lc a por ser el de- 
terminante de sus coeficientes = — 1^0. Asi, resulta el sistema com¬ 
pleto de soluciones 

[Ap. 1-65] ki — — /c.i — 2 ks , k 2 — ki -|- ks , ks — /c* 

que es el dado en [Ap. 1-50]. Mediante el metodo [Ap. 1-51] que con- 
siste simplemente en obtener cada solucion fundamental haciendo igual a 
la unidad una incognita parametrica y nulas las demas, en el caso 
(fc«=l, ks = 0 ), (k, = 0 , k r , = l), con los valores de (ki,k 2 ,k a ) que res- 
pectivamente resulten por [Ap. 1-65] puede tomarse como conjunto com¬ 
pleto de productos nildimensionados los de exponentes de la matriz 
[Ap. 1-62] que sera aqul: 


•n 

Q 

d 

V 

F 

n* -i 

1 

1 

1 

0 

II a —2 

1 

0 

0 

1, 


es decir, IIi= q/ti, l!a = Fo/ti 2 . Si en el segundo producto no que- 
remos que figure p, bastara considerar el conjunto tambien completo de 
productos nildimensionados dado por 

[Ap. 1-66] H x = vd Q / n , nr*II. = F/( Q v*dr) , 

(pues el determinante de los exponentes de los Hi es j ^ J = 

= 1 =# 0) , que es el aplicado por “feliz casualidad” en [Ap. 1-37]. 

Se llama numero de Reynolds R a uno cuyas variables dimensio¬ 
nadas sean II j = vd y/p y coeficiente de presion P a uno cuyas va¬ 
riables dimensionadas sean 111 -2 Ila = F/ (QV a dr) , cuyo nombre proviene 
de tener F/d 2 la dimension de una presion. Como en el ejemplo 6 , el 
area proyectada de la esfera es *xd 2 , se llama coeficiente de arrastre 
Co al 


C - 2 _-_ _Z_ 8F 

qv s ' ixd 2 v 2 d 2 * 

con lo que la ecuacion alii obtenida [Ap. 1-37] se convierte en la 


[Ap. 1-67] 


Co = -°-.$(R). 

Jt 


La ecuacion [Ap. 1-67] puede dibujarse en grifica experimental co- 
mo la de la figura 446, realizada en escalas logaritmicas para ovitur quo 
la curva se verticalice a la izquierda. Esta sola grdfica da una in forma 
cion completa do la fuerza de arrastre sobro oaforas lisas do cualqinm 



534 


AP. I. HOMOGENEIDAD DIMENSIONAL 


Ap. I -h 


tamano en liquidos incomprensibles de densidad, viscosidad y velocidad 
cualesquiera. Para hallar experimentalmente F = fp (v, d, q, p) sin el Ana- 
lisis dimensional, se hubiesen requerido cerca de 25 cartas graficas que 
mostrasen separadamente los efectos de las variables v, d, q, p. 

Ademas, la grafica (fig. 446) es aproximadamente valida para un 
fluido compresible como el aire, si su velocidad es menor que la mitad 
de la del sonido en el fluido; y tambien puede obtenerse mediante un 
modelo. Si, por ejemplo, el prototipo es una esfera lisa de 3 m de dia- 



Fig. 44G. —■ Coeticiente de arrastre para esferas lisas 
(Ref.: F. Eisner, Dan Wideratandproblcm, Proc. 3rd. 
Intern. Congi-ess Applied Mechanics, Estocolmo, 1931). 


metro sumergida en aire a 20° C, con velocidad de 20 m/s, el coste de 
la experimentacion de la fuerza de arrastre en esas condiciones seria 
prohibitivo. Sin embargo, el coeficiente de arrastre C» puede ser obtenido 
con un modelo constituldo por una esfera de 1/2 m de diametro sumer¬ 
gida en agua a 20° C con velocidad de 8 m/s, pues el numero de Reynolds 
resulta de igual valor 3,97.10” en ambos casos. (A 20° C se ha supuesto 
para el aire q p = 1,206 kg/m”, = 0,018 2 . 10" 8 kg nr 1 s' 1 , y para el agua 
C>m = 998,203 kg/m 3 , = 1,008 7.10 " 3 kg m ' 1 s* 1 . Con lo que debera ser 

v p d p 0 m Up _ 998,203.0,0182.10' 3 . 

v m d m ~ "opT1» “ '1,206.1,008 7.10- 3 ' “ ’ )% 

Asi, aunque se desconozca la forma de la funcion <£, si R vale lo mismo 
para el modelo y el prototipo, lo mismo ocurrira con <j>(R). Aun cuando 
el coeficiente de arrastre C 0 resulte el mismo en el modelo y en el pro¬ 
totipo, las respectivas fuerzas de arrastre F m y F estaran relacionadas 
mediante 


F m 

Qm V\ d\ 

998,203 


/MV 

F ” 

QV 2 d 2 

' ~ 1,205 

V 20 / * 

l 3 / 


i) El teorema IT- — Evidentemente, cualquier ecuacion entre pro¬ 
duces nildimensionados es dimensionalmente homogenea, es decir, la for¬ 
ma de la ecuacion es invariante respecto de un cambio de unidades fun¬ 
damentals [Ap. 1-30]. Asi, una condicion suficiente para que una ecua¬ 
cion sea dimensionalmente homogenea, es que sea reducible a una ecuacion 
entre productos nildimensionados. Esto ya fue observado en las publica- 
ciones de A. Vaschy (1892-1895) y por ello los productos nildimensiona¬ 
dos son llamados por algunos variables de Vaschy; mas significativo es 
denominarlas variables nildimensionadas. Pero E. Buckingham en 1914 
sento el principio fundamental de que aquella condicion es tambien nece- 
saria. 
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Esto constituye el teorema II. llamado tambien teorema de Vaschy- 
Buckingham. 

Teor. 19. Una ecuacion dimensionalmente homogenea puede siempre 
reducirse a una relacion entre un sistema completo de productos nildi¬ 
mensionados, supuestas restringidas las variables originates a tomar sola 
valores positivos. 

El teorema no es evidente por si mismo, puesto que una condicion 
sea suficiente, en manera alguna implica que sea necesaria. 

El mismo Buckingham no dio del teorema II una demostracion 
rigurosa, sino que solo consiguio hacerlo plausible. Sin embargo, mostro 
bien que toda la teoria del Analisis dimensional queda resumida en el. 
]5ste es el teorema que hemos aplicado en el ejemplo 6 para hallar la 
fuerza de arrastre sobre una esfera lisa. En [Ap. 1-66] hemos encon- 
trado para este ejemplo que un sistema completo de productos nildimen¬ 
sionados lo forman el numero de Reynolds (R) y el coeficiente de pre- 
sion P. Por tanto, la relacion buscada puede ponerse en la forma 
'k (R, P) = 0, 6 lo que es equivalente P = '1>(R) ; esta relacion incognita, 
no proporcionada por el Analisis dimensional, pensada en forma implicita 
o explicita, puede hallarse experimentalmente y entonces suele represen- 
tarse por una grafica como se ha hecho en la figura 446. 

Antes de demostrar el teorema II , probemos el siguiente teorema, 
que vuelve a justificar la expresion monomial de las magnitudes deri- 
vadas: 

Teor. 20. Si y = tp(«i, x s , ..., *») es una ecuacion dimensionalmente 
homogenea (def. 14), existe siempre un producto de potencias de las 
Xi, x 2 , ..., x n que tiene la misma dimension que la variable y supuesta 
no identicamente nula. 

En efecto, supongamos que la funcion q>(x-i,x s ,...,Xn) no identica¬ 
mente nula en las variables dimensionadas x-i, x : , ..., x n es a su vez 
dimensionada (def. 15) y veamos entonces que suponer que no exista un 
producto de potencias de las x t que tenga la misma dimension que y con¬ 
duce a una contradiccion. Por el teorema 10 dicho producto no existira 
cuando y solo cuando la caracteristica de la matriz [Ap. 1-32] sea ma¬ 
yor que la caracteristica r de la matriz [Ap. 1-48]. Entonces, la carac¬ 
teristica de la matriz [Ap. 1-32] seria r + 1 ^ m y un menor principal 
de dicha matriz contendria siempre la columna correspondiente a las di- 
mensiones de y. Por reordenacion de variables x t y unidades fundamen¬ 
tals U) podemos suponer que dicho menor principal fuese: 


On 

CLz\ 

. . . Ori 

Oj 

[Ap. 1-68] 



=t = 0 , 

(hr 



Or 

Oi, r+l 

Oy, r+l 

. . . O r , r+l 

O r +l 


el que desarrollado por su ultima columna daria 

[Ap. 1-69] Ai tti -f- A" 02 ■-(- ... Ar Or -j- Ar +1 ttr +1 = t = 0 , 

siendo respectivamente Ai, A 2 , ..., A r , A r+ i los adjuntos de los elemen- 
tos Ui, 02 , ..., a r , a r +i. Si sustituimos la ultima columna del determi- 
nante [Ap. 1-68] por los elementos a n , a. i2 , ..., a, r , a ijr+ i para i = 1,2, 
el determinante que resulte sera nulo por tener dos columnas 
iguales, y para i = r + 1, ..., n, el determinante que resulte de orden 
r-\- 1 es un menor de la matriz [Ap. 1-48], tambien nulo, por haber 
supuesto que era r la caracteristica de esta matriz. Si desarrollamos es- 
tos determinantes por la ultima columna, quedara: 

[Ap. 1-70] Ai On -(- Ay 0,2 -f- ... ArOtr Ar+lO|,rtl — 0 , 

(i = 1,2. v). 





536 


AP. I. HOMOGENEIDAD DIMENSIONAL 


Ap. I -i 


Que y = q> (x lf x s , ..., x n ) sea dimensionada, es equivalente a que se cum- 
pla [Ap. 1-35] identicamente en las ta, ta, ..., X m y %i, x 2 , ..x n (teo- 
reraa 7). Si en dicha identidad 

[Ap. 1-71] X*i ... *„ . ..,*») = 

= <p(X, Bjl ... . .., A.*- ... hm° nn X„) 

para un numero positivo b cualquiera escogemos 

lx = b A1 , h = b A \ ... lr = b K , l„X - b A ’* 1 , = . . . = A. = 1 

por [Ap. 1-70] sera en el segundo miembro de [Ap. 1-71] 

O* = b A x“< 1 + A 2 « ia +... + A r«°(, r + ,_ ft o _ 1; (i = 1, 2, ..., n) 

es decir, dicho segundo miembro se convertira en <p(*i ,x 2 , ...,«»), mien- 
tras que en el primer miembro quedaria 

^ ^ a m _ ^Aj^+AjjOj-)- ... -f- A r+1 a r+J 

con exponente de b no nulo por [Ap. 1-69]. Entonces habria de ser 
b Afil + A a " 2+ " ‘ + Ar+lB,+1 <p(X„ X*,...,Xn) = <p(affi, Xi, . . .,x n ), 


lo que es absurdo para b positivo cualquiera, y q>(xx,x 2 , ...,x„) no iddn- 
ticamente nulo. Por tanto, el teorema 20 queda demostrado. 

Ademds, si el sistema [Ap. 1-46] tiene alguna solucion que de un 
producto de la forma [Ap. 1-45], y es r la caracteristica comun.de las 
matrices [Ap. 1-32] y [Ap. 1-48], habra entonces n — r incognitas k u 
k 2 , ..., k n parametricas arbitrarias, mediante las cuales podran expre- 
sarse las otras r tomadas como principales y que corresponderan a un 
menor principal (teorema de RouchiS-Frobenius, § 15-5). 

Pasemos ah ora a demostrar el teorema 19. Supuesta fijada una so¬ 
lucion cualquiera del sistema [Ap. 1-46], tendremos que la funcion 


[Ap. 1-72] 


< M«i, x 2 , x n ) = 


<p(*i, x 2 , ...,a:..) 


sera dimensionalmente homogenea, de dimensiones nulas, es decir, ser& 
nildimensionada (def. 16). 

Si suponemos que en la matriz del sistema [Ap. 1-46], el menor 
formado por las r primeras filas y r primeras columnas es principal, 
cada una de las n — r restantes columnas sera combinacion lineal de 
las r primeras, es decir 

[Ap. 1-73] a r +.,i — k,i a-\j -f- lc, 2 a 2 j -f- ... -f- k, r a r j , 

(i=l» 2, ...,m) , 

para s = 1,2, ..., n — r. 

Por tanto, los n — r productos 


[Ap. 1-74] II* = —-- -j- , (8=1,2, ...,« —r) 

Xx * l X 2 * 2 ... Xr ‘ r 


seran nildimensionados (def. 17), y como respecto de ellos las n — r ulti¬ 
mas columnas de la matriz [Ap. 1-62] forman una matriz cuadrada 
unidad (todos los elementos son nulos, menos los de la diagonal principal 
que valen 1), por el mismo razonamiento que hemos aplicado a [Ap. 1-51] 
queda probado (teor. 16) que dichos n — r productos nildimensionados 
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son independientes. Forman, pues, respecto de las variables Xx, x 2 , ... x n 
un conjunto completo de productos nildimensionados (teor. 18). 

En la funcion nildimensionada $o(bj, x 2 , ..., x n ) podemos sustituir 
las n — r ultimas variables por las [Ap. 1-74] y sera 

[Ap. 1-75] <J>o(«l, X 2 , ...,x„) = $(Xx, X 2 , . . .,Xr, III, IIs, . . ., II n-r ) • 

Entonces, si atribuimos a las x> un sistema cualquiera de valores en 
que todas las Xx, x 2 , ..., x r scan positivas distintas de cero, resultara 
que tomando logaritmos en [Ap. 1-34] podemos escribir: 

f lg xx — lg xx -f axx lg h -f ... 4- air lg 4- ••• 4- lg 1* , 

l 1 gx r = lg Xr 4- «-llg>.l 4- . . . 4- CtrrlgXr 4- • . • 4- «rm lg Im , 
y por ser el menor principal | an | 0, (i, j = 1, 2, .. .,r), podran siem- 

pre hallarse valores de lgta.lgA. r que hagan lgcc,, ..., Igav arbi¬ 

trarias. Por tanto, mediantu cambios de unidades del tipo [Ap. 1-30], 

podemos escoger adecuadamente h, ..., l r , para que xx, x 2 , ..., x r 
(y los demas X r +i, ..., In) tomen valores positivos cualesquiera, mientras 
que en [Ap. 1-75] por ser 4> 0 y IJi, IT a, •••, Iln-r nildimensionadas, 
ellos quedaran invariados para las variables. Esto prueba que la 
no depende de ax, x 2 , ..., x r , es decir 

<I >0 (Xx, Xt, . . . , Xn) — (I> ( III, n a, . • • , n n-r) . 

Sustituyendo en [Ap. 1-72] queda 

r A ~ T 1701 *p **> • A / rr TT TT \ 


[Ap. 1-76] 


— ^ ( III, III, ...» nn-r) 


lo que demuestra el teorema II (teor. 19), pues al establecer [Ap. 1-72] 
segun el teorema 20, hemos supuesto que 

y/ («x*i xt k 2 ... ) 

es un producto nildimensionado II, pudiendo escribirse [Ap. 1-76] en la 
forma 

[Ap. 1-77] n = 3?( III, II 2 , . . ., rin-r). 

Observese que en la demostracion del teorema II hemos admitido 
solo para las variables valores positivos. Por ello, en los problemas de 
Analisis dimensional, las variables independientes se suponen siempre 
rcstringidas a tomar solo valores positivos. 

De la demostracion anterior surgen los siguientes corolarios: 

Teor. 21. En la expresion del teorema II dada por la formula 
[Ap. 1-76], donde r es la caracteristica de la matriz [Ap. 1-48] si es 
r = n, la funcidn $ se reduce a una constante y la funcion cp es necesa- 
riamente un monomio; ademas habrd de ser n^m. 

Teor. 22. En la expresion del teorema n dada por la formula 
[Ap. 1-76], para el caso r < w, pueden tomarse arbitrarios (por ejem- 
plo, nulos) n — r exponentes entre los ki, k 2 , ..., k n que no correspondan 
a un menor principal de la matriz [Ap. 1-48], quedando las r correspon- 
dientes a este ya determinados por los anteriores; ademas, el sistema com¬ 
pleto de n — r productos nildimensionados II 1 , II =, .Iln-r puede sus- 
tituirse (teor. 17) por cualquier otro sistema comjoleto de n — r produc¬ 
tos nildimensionados. 

A su vez las variables nildimensionadas IT, IT 1 , 11 a, .... IT nr quo 
figuran en la ecuacidn [Ap. 1-77], forman un sistema completo do pr$~ 
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ductos nildimensionados respecto de las n + 1 variables dimensionadas 
*i, ..., x„, y, con matriz dimensional [Ap. 1-32] de caracteristica r, 

debiendo dicha matriz tener menor principal que no contenga la columna 
de dimensiones de y para que esta vanaoie pueda estar en el producto 
n y solo en el (cfr. teor. 10). 

Las indeterminaciones mencionadas y el desconocimiento de la fun- 
cion $ que no halla el Analisis dimensional, constituyen limitaciones en 
el alcance de la aplicacion del teorema II como instrumento de investi¬ 
gation de leyes fisicas. 

;') Eleccion y ordenamiento de incognitas en la aplicacion del teore- 

ma II. — Por los teoremas 10 y 20, la funcion dimensionada y buscada 
por el teorema n existira cuando y solo cuando las matrices [Ap. 1-32] 
y [Ap. 1-48] tengan la misma caracteristica r. Ademas, por el teorema 
21, la funcion y quedaria ya determinada como un monomio, a menos de 
un factor constante, si dicha caracteristica r fuese igual a n. Tambien 
el teorema 22 nos dice que la funcion desconocida <E> dependera de menos 
variables y por tanto la solution habra quedado menos indeterminada 
cuanto menor sea n — r. Por eso hemos de procurar que el numero de 
variables dimensionadas Xj, x 2 , ..., x„ de que ha de depender y sea lo 
menor posible, mientras que hemos de tomar el numero m de magnitudes 
fundamentales lo mayor posible para intentar asi aumentar r, lo que 
ocurrira siempre que dichas magnitudes tomadas como fundamentales in- 
fluyan independientemente en la ley fisica estudiada. Si para la exis- 
tencia de y nos viesemos obligadcs a incluir una constante dimensionada 
(def. 12), indice de que hay una ley que liga las magnitudes fundamen¬ 
tales que interviene en el fenomeno estudiado, al aumentar m nada liu- 
biesemos ganado, pues tambien aumentaria n. Todo esto sera aclarado 
en los ejemplos 10 y 11. 

Por otra parte, en las condiciones del teorema 22, hay una infinidad 
de conjuntos completos de productos nildimensionados y cada uno de ellos 
es admisible en la aplicacion del teorema H. Sin embargo, Buckingham 
mostro, mediante adecuados ejemplos, que en la practica algunos conjun¬ 
tos completos de productos nildimensionados son mas utiles que otros para 
formular la ecuacion H = <&(IIi, II a, • ••, II*-r) de manera eficaz en su 
aplicacion. Asimismo, hemos de tener en cuenta la parte final del enun- 
ciado del teorema 22 para poder despejar y. 

Por otra parte, entre las variables originales dadas, hay algunas que 
puedcn ser variadas por tecnicas experimentales, mientras las restantes 
se mantienen constantes, tal el caso de la velocidad v de un fluido a lo 
largo de un caho, regulada por una valvula. En cambio, otras variables 
dimensionadas dadas ( variables solo por el cambio de unidades en que se 
expresan) no pueden modificarse, tal la aceleracion g de la gravedad.^ 

Buckingham observo que se obtiene un control experimental maxi- 
mo sobre las variables nildimensionadas, si cada una de las variables ori¬ 
ginales que pueden ser reguladas aparecen en solo un producto nildimen- 
sionado. Asi, en el ejemplo anterior, si la velocidad v aparece solo en un 
producto nildimensionado, entonces la variation de este puede ser regu¬ 
lada por la de v. Si para formal- productos nildimensionados IT, IIi, 
IIs, ••• II n-r a partir de la matriz [Ap. 1-32] seguimos el metodo ru- 
tinario [Ap. 1-51] del teorema 12, aplicado en el ejemplo 9, las condi¬ 
ciones anteriores se cumpliran mediante la regia siguiente: 

En la matriz dimensional [Ap. 1-32] de caracteristica r, pongase en 
la ultima columna la variable dependiente y; en la penultima columna la- 
variable x n que puede regularse mejor experimentalmente, y asi sucesi- 
vamente, hasta dejar en la primera columna la variable Xi que sea sus¬ 
ceptible de menos variacion. Elio siempre que las r primeras columnas 
coimespondan a un menor principal, pues en el caso excepcional de que 
esto no ocurriese, debe alterarse lo menos posible, pero adecuadamente, la 
ordenacion de columnas para que puedan tomarse como principales los 
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r primeros exponentes ki que entran en los productos nildimensionados 
buscados. 

Observese que al formar por la regia anterior el producto II despe- 
jado de la formula [Ap. 1-77], atribuimos 1 al exponente de y y 0 a 
los exponentes adoptados como parametricos (cfr. teor. 22). 

Siguiendo dicha regia se ha formado la matriz dimensional [Ap. 1-36] 
de variables dimensionadas consideradas en el ejemplo 6. 

En resumen, la eleccion de las variables dimensionadas x< de que 
se crea depende y es la euestion delicada a resolver mediante la intuition 
basada en la experiencia fisico-tecnica que haya podido acumularse en el 
problema planteado, eleccion relacionada con las magnitudes que se to- 
men como fundamentales (de medida independiente) por la supresion 0 
introduction de adecuadas constantes dimensionadas. 

Una vez efectuada dicha eleccion, se forma la matriz dimensional 
[Ap. 1-32], y respecto de ella se establece el sistema de ecuaciones linea- 
les homogeneas analogo al [Ap. 1-47] respecto de [Ap. 1-48]. Mediante 
la aplicacion del teorema 12 se obtiene un sistema fundamental de solu- 
ciones que dara lugar a un conjunto completo de productos nildimensio¬ 
nados (teorema 17/ respecto de los cuales puede establecerse la formula 
[Ap. 1-77], es decir [Ap. 1-76], segun los teoremas 21 y 22 (ejemplos 
10 y 11). 

Para investigar el comportamiento de un prototipo (maquina o pro- 
ceso fisico) mediante un modelo, se obtienen por el teorema n sendas 
ecuaciones [Ap. 1-76] para el prototipo y para el modelo; entonces, si 
“ciertas condiciones de semejanza fisica” se satisfacen, podemos suponer 
que en ambas coincidcn las funciones incognitas <f> dependientes de los 
mismos productos nildimensionados II , es decir, sera 

prototipo modelo 

y = CCi*l ... xj' n $ (III, II n-r) , y’ — tt'l * 1 ••• x'n n (& (III, •••, Iln-r) 

de donde se obtiene 

y = y'(xjx’i )*i ... (xn/x' n ) " , 

que al no contener ninguna funcion desconocida, permite hallar la y del 
prototipo mediante la y' observada en el modelo (cfr. ejemplos 9 y 11). 

Ejemplo 10. Flujo calorico de un cuerpo sumergido en una corriente 
liquida. — £ste es el llamado problema de Boussinesq, tratado por Lord 
Rayleigh, Riabouchinsky y recientemente por J. Palacios *. 

Un cuerpo soiido de determinada forma geometriea, de longitud l 
variable, se encuentra en una corriente liquida de velocidad v y man- 
tenido a una diferencia de temperaturas 0 respecto de las particulas 
alejadas mas frias del liquido. Se busca el flujo calorico q desde eb 
cuerpo hacia el liquido, siendo k la conductividad termica del liquido 
(i. = (QT^/S) /grad 0) y e su calor especifico por unidad de volumen 
(e = QL-*/ A0). Si suponemos (por razones teorico-experimentales ajenas 
al estricto analisis dimensional del problema) que solo influyen en el 
fenomeno las magnitudes mencionadas referidas a la longitud (L), tiem- 
po ( T ), calor (Q) y temperatura (0) tomadas como fundamentales, po- 
dremos establecer el siguiente esquema de matriz dimensional [Ap. 1-32], 
sistema de ecuaciones [Ap. 1-47], matriz de productos nildimensionados 
[Ap. 1-62] y sistema completo de productos nildimensionados rii, IIz. 
por ser n = 6, m= 4, n — r = 2: 


* J. Palacios, La dimension do la temperatura. Asoc. esp. progr. Clone., XXI CongT. 
Mdlago (1951), 3-25. 
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[Ap. 1-78] 
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Obtenemos asi la sol u cion de Lord Rayleigh 
[Ap. 1-79] q = XQl.$(elv/X) , 

con < 3 > funcion desconocida. 

Pero Riabouchinsky observa que suponiendo influya tambien en este 
caso considerar que el calor y la tcmperatura estan relacionados mediante 
la energia, obtendriamos una solucion menos determinada mediante el 
esquema 
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Un sistema completo de productos nildimensionados independientes 
equivalente al hallado es 

[Ap. 1-81] III if 1 = q/m), IT* IU = elvll, n] = el 3 , 

pues el determinante de los exponentes de las II es: 

1 0 —1 

0 1 1 = 3 4= 0. 

0 0 3 

Asi, se llega a la solucion de Riabouchinsky: 

[Ap. 1-82] q = XQl .<&i(elvll, el 3 ), 

donde si se supone que la funcion desconocida <£>i no depende efectiva- 
mente de la variable dimensionada eP se recae en la solucion de Rayleigh 
[Ap. 1-79] 

Para llegar a [Ap. 1-82] podriamos conservar como fundamentals 
L, T, Q, pero considerando en [Ap. 1-78] que era [0] = [Q], 

Sin embargo, Palacios contradice a Riabouchinsky alegando quo en 
este fenomeno la temperatura no interviene como encrgia cinctica, sino 
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como magnitud de dimension [0] = [I/T -2 ], con lo que en lugar de 
[Ap. 1-80] debemos considerar: 


[Ap 

i. I 83] 

X e 6 l v q 

— lc x — 3 k, -f- 2 kg -J- ki -f- /c» -)- 2 kq — 0 
—ky —2 kg — k v — 3 kq — 0 
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ITi 

—2 1 — h 0 0 1 

n 1 = qe/WW), 

Ha 

0 0 — i 0 1 0 

111 = wo* 

n« 

—111100 

II .1 = eQHIX 


A los mismos productos nildimensionados [Ap. 1-83] se llega si en 
lugar del sistema de magnitudes fundamentals LTM se toma el sistema 
equivalente LTQ con [Q] = [L*2^M], es decir, [M] = [L"*r 2 Q] . 

Un sistema completo de productos nildimensionados independientes 
equivalente al hallado es 

[Ap. i- 84 ] rii n.f = q/m),_ n] = «ve, n= iia = eiv/x, 

pues el determinante de los exponentes de las FI es = 2 ^ 0. Asi, se 
llega a la solucion de Palacios 

[Ap. 1-85] q = Xei.$.(vVe,«lvA), 

donde si se supone que la funcion desconocida «£a no depende efectiva- 
mente de la variable nildimensionada v a /Q, se recae en la solucion de 
Rayleigh [Ap. 1-79]. 

Para la aplicacion del teorema IT es equivalente dar a 0 la dimen¬ 
sion [0] = [L 2 T“ S ] deducida de la ecuacion de los gases perfectos 

pV = (w/M)I20, 

(donde p es presion, V volumen, m masa del gas, M su peso molecular 
nildimensionado, R la constante de los gases perfectos) con R nildimen- 
sionado, que considerar a 0 fundamental (de medida independjente) y 
hacer intervenir en el fenomeno estudiado la constante R con dimension 

[fl] = [L*r _2 0 -1 ]. 

Asi, en lugar de [Ap. 1-83], basta ampliar [Ap. 1-78] con el argu- 
mento dimensionado R, obteniendose: 
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Puede adoptarse como sistema complete de productos nildimensiona- 
dos mdependientes el 

[Ap. 1-87] Eli = q/(W), Ilf 1 II, 2 = v a /m), II, = elv/l, 

que coincide con el [Ap. 1-84] para [0] = [L 2 !T' 2 ] por resultar entonces 
R nudimensionado y poder considerar esta implicitamente inclulda en la 
funcion incognita <£2 de la ecuacion [Ap. 1-85] que liga los tres pro- 
ductos. 

Podria parecer que, obtenido el resultado 
[Ap. 1-88] q = (QR), elv/l), 

se puede pasar directamente a la solucion [Ap. 1-79] de Rayleigh, su- 
poniendo que <£ a no dependa de las variables nildimensionadas donde fi¬ 
gure R. 

Aunque este explique [Ap. 1-79] como caso particular de [Ap. 1-88] 
cuando se supone que R no influye en el fenomeno estudiado, en general 
no se puede, por regia sistematica, suprimir en la funcion incognita los 
productos nildimensionados donde figure R como aconseja Palacios, por- 
que se pueden encontrar ternas de productos nildimensionados indepen¬ 
dientes a partir de [Ap. 1-86] donde R figure no ya en un producto, 
smo en dos o en los tres. 

Por ejemplo, son sistemas completes de productos nildimensionados 
independientes equivalentes al [Ap. 1-86], bien el 

tap. i-89] { n * 1 n , 3 = qvnwR), nr 1 n , 1 = v*/w), 

1 11, = clv/l, 

bien el 


[Ap. 1-90] 


J mnr 1 n , 3 = qtf/am), nr 1 n , 2 = v*/m), 
1 n^ll,* = elv'/ttQR), 


pues los respectivos determinantes de los exponentes de los fl son: 
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En el caso [Ap. 1-89], si suprimimos los productos nildimensionados 
donde figure R, tendriamos como solucion del problema de Boussinesq la 
erronea elv/l^= C te ; y en el caso [Ap. 1-90], no tendriamos solucion. 

Las soluciones [Ap. 1-82] de Riabouchinsky y [Ap. 1-88] de Pala¬ 
cios corresponden a hacer menos determinada la [Ap. 1-79] de Lord 
Rayleigh en dos sentidos distintos. Pueden englobarse todas ellas mediante 
una mayor indeterminacion, si en [Ap. 1-80] suponemos, ademas de la 
intervention de R, que esta, al tomar [0] = [Q] = [Z/T~ 2 M], tendra la 
dimension [72] = [ilf -1 ] : 


[Ap. 1-91] 
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Un sistema complete de productos nildimensionados independientes 
equivalente al hallado es 


[Ap. 1-92] 


[ mri*- 1 = q nm, n^n, 3 = 

l II. II* = elv/l, n < 3 = el ?, 


pues el determinante de los exponentes de los II es = — 3^0. Asi 
resulta 


[Ap. 1-93] q = (v*/(QR), elv/l, el 3 ), 

donde si la funcion incognita <£> a no depende de la variable nildimensio- 
nada v 2 /(QR) se obtiene la solucion [Ap. 1-82] de Riabouchinsky, si 
<f>, no depende de el 3 se obtiene la solucion [Ap. 1-88] de Palacios, y 
si no depende ni de una ni de otra de esas dos variables nidilmensiona- 
das, se obtiene la solucion [Ap. 1-79] de Lord Rayleigh. 

En lenguaje geometrico vectorial podemos decir que la solucion 
[Ap. 1-79] de Lord Rayleigh corresponde a un cierto “piano vectorial” 
en el espacio de los “vectores productos nildimensionados”, el que esta 
contenido en el espacio vectorial de tres dimensiones correspondiente a 
la solucion [Ap. 1-82] de Riabouchinsky, y tambien el “piano” de Ray¬ 
leigh esta contenido en otro espacio vectorial de tres dimensiones corres¬ 
pondiente a la solucion [Ap. 1-88] de Palacios, espacio distinto al de 
Riabouchinsky, aunque ambos esten contenidos en el espacio vectorial de 
cuatro dimensiones correspondientes a la solucion mas general [Ap. 1-93]. 

Observese que haber supuesto en [Ap. 1-91] que fuese la dimension 
[0] = [L"T~-M], no contradice dimensionalmente la solucion de Palacios 
en la forma [Ap. 1-86], sino que solo la particulariza dejando mas in- 
determinado el problema. En efecto, tomar en [Ap. 1-86] a 0 como mag- 
nitud fundamental de cambio de unidad de medida independiente, quiere 
decir que al aplicar a las demas magnitudes fundamentales LTM (o al 
sistema equivalente LTQ) transformaciones homoteticas independientes 
[Ap. 1-30], se puede transformar tambien la medida de 0 en forma 
arbitraria y por tanto, como caso particular, se la puede transformar se- 
gun la ley [L a M b T c ] con a, b, c arbitrarios, con tal que R de dimension 
[72] = [L z r - “0 -1 ] se transforme segun la ley [L a ~ a M~ h T~ a ~ e '\, y en forma 
analoga las demas variables dimensionadas de [Ap. 1-86] que dependan 
de 0. A_ cada sistema (a, b, c ) corresponded un hiperespacio vectorial 
que contiene el mismo espacio vectorial primitivo correspondiente a 
[Ap. 1-88] con 0 de cambio de medida independiente. Si en lugar de 
a =2, 6 = 1, c = — 2, como se ha hecho en [Ap. 1-91], se toma otra 
terna arbitraria, obtendremos otro espacio vectorial de cuatro dimensio¬ 
nes que contiene tambien el espacio tridimensional correspondiente a 
[Ap. 1-86]. Desde el exclusivo punto de vista del analisis dimensional 
del problema actual, particularizar en una u otra forma la dimension de 
la temperatura 0 en [Ap. 1-86], no lleva a contradicion logica, sino a 
obtener menos informacion en la solucion del problema. 

Aun queda en este problema de Boussinesq por justificar fisicar- 
mente el haber despreciado la densidad, la viscosidad, la comprensibilidad 
y otras caracteristicas del liquido 0 del cuerpo sumergido en el, que ha- 
rian la solucion dimensional del problema mas indeterminada. 

Si por el contrario, aun suponiendo que nos referimos siempre al 
mismo cuerpo, creyesemos no habria que tomar en cuenta su longitud l, 
y suprimiesemos de la matriz [Ap. 1-78] esta variable dimensionada, 
dando 
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p. 1-94] 
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obtendriamos la solucion mas determinada 
[Ap. 1-95] qev / (X 2 0) = C t0 arbitraria. 

Observese que si en [Ap. 1-78] se sustituye fli por III H 2 = 
— qev/(},"$), la solucion [Ap. 1-79] de Lord Rayleigh (“piano vecto¬ 
rial ) puede ponerse en la forma 

[Ap. 1-96] qev/(W) = ^(elv/X), 

de la que es caso particular [Ap. 1-95] (“recta vectorial”) para $ 4 =C ta 
arbitraria en [Ap. 1-96] 

Sin embargo, [Ap. 1-95] es distinta de [Ap. 1-96], aun suponiendo 
en esta que l es constante por referirse a un mismo cuerpo, proporcio- 
nando cada una de ellas conelusiones fisicas difereyites. 

En definitiva, si en un problema dimensional se incluyen variables 
dimensionadas que no influyen realmente en la cuestion, no se cae en 
error, .sino que la solucion dimensional queda innecesariamente menos de¬ 
terminada. El peligro.de error esta en omitir argumentos (medidas va¬ 
riables y constantes dimensionadas) que tengan significacion en el feno- 
meno estudiado, pero si somos exageradamente prudentes (por ejemplo, 
aplicamos el teorema.6), entonces el teorema H da informacion nula, 
pues queda una funcion indeterminada con el mismo numero de variables 
initiates. 


Ejemplo 11. Presion producida por un gas perfecto. — La teoria 
cinetica de los gases postula que la presion ejercida por un gas sobre 
las paredes del recipiente es debida al choque de las moleculas sobre ellas 
y por tanto la .presion p dependera de la masa g de cada molecula, de 
la .media cuadratica v de su velocidad y del numero n de moleculas por 
unidad de volumen. El esquema dimensional de aplicacion del teorema II 
sera aqui: 


[Ap. 1-97] 
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Igualando n a una constante ignota 1/ (2a) resulta 


[Ap. 1-98] 


p — (n/a ) . Ipv-. 


La teoria exacta ensena que a es constante cuando no varia el gas, 
pues vale a=3/2 para los monoatomicos, a = 5/2 para los diatomicos y 
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a — 3 para los poliatomicos. Es decir, la constante incognita que propor- 
ciona el teorema H ni es la misma para todos los gases, ni varia con 
cada gas, sino solo con familias de ellos. 

Si m es la masa del gas que ocupa el volumen V, su densidad q sera 
[Ap. 1-99] q = m/V — n\i. 

Por otra parte es 

[Ap. MOO] M = Ng, 

donde M es el peso molecular nildimentionado del gas (razon de la masa 
|i de la molecula del gas a la masa de la 32-ava parte de la molecula 
O a de oxigeno) y N es el numero de Avogadro de dimension [N] = [AT 1 ], 
que representa el numero constante N = 6,06 . 10 28 de moleculas que hay 
en un mol de cualquier gas perfecto, siendo el mol (molecula-gramo) la 
masa que tiene tantos gramos de substancia como expresa su peso molecular 
M. En el sistema MKS se usara el k-mol = 10 8 mol (kilomol = kilogramo- 
molecula). 

Aplicando [Ap. 1-99] y [Ap. 1-100] a [Ap. 1-98] queda 
[Ap. 1-101] pV = (m/M) (N/a) . — (m/M) . RQ, 

supuesta la temperatura absoluta 0 proporcional a la energia cinetica 
media molecular; entonces resulta que R es una constante universal de 
los gases perfectos que en los respectivos sistemas MKS y CGS vale: 

R = 8313,6 J/(k-mol °K) = 8,3136.10 T erg/(mol °K), 
donde un joule es J = 10 7 erg y °K representa el grado Kelvin. 

Si en [Ap. 1-101] se expresa p en atmosfera normal (1 at N = 
— 1,013 25.10 u dyn/cm 2 ), V en litros (1), m/M en mol y Q en °K, re¬ 
sulta (8,3136.273/101,325 = 22,4): R = 22,4/273 1 aW(mol °K), de don¬ 
de un mol de cualquier gas perfecto ocupa a 273°K = 0°C y una at N de 
presion el volumen de 22,4 1. 

Reciprocamente, si se ha introducido el concepto de temperatura ab¬ 
soluta 0 como factor integrante que define la entropia como diferencial 
exacta para traducir matematicamente la propiedad transitiva y el equi- 
librio termico de las diversas partes homogeneas de un sistema adiabati- 
camente aislado del exterior a partir del segundo principio termodinamico 
en la forma de Caratheodory (“en cualquier entorno de todo estado de 
un sistema aislado adiabaticamente, existen siempre estados proximos no 
alcanzables desde el”) y el equilibrio termico se logra en los gases per¬ 
fectos mediante piVa = p 2 V a tomada como temperatura empirica en para- 
metro de estado, se llega asi a establecer naturalmente la ecuacion de 
los gases perfectos 

[Ap. 1-102] pV = (m/M) RQ. 

Entonces, si se tiene en cuenta [Ap. 1-99], [Ap. 1-100] y [Ap. 1-102] 
en [Ap. 1-98], resulta 

[Ap. 1-103] l\iv- - ap/n = a(m/M) (R/V) Q . (M/N) (V/m) = 

= a(R/N)Q = akQ, 

donde figura la constante universal de Boltzmann 
[Ap. 1-104] k = R/N = 1,372.10' 23 J/(°K), 

de dimension [/c] = . 

As! pues, por [Ap. 1-103] la energia cinetica media de una molecula 
es proporcional a la temperatura absoluta. Si entonces tomamos la cons¬ 
tante de Boltzmann como nildimensionada, querra decir que asimilamos 
la temperatura absoluta a una energia cinetica de dimension [01 = 
_ . 

Si directamcnte hul)i6ramos supueslo quo la temperatura 0 representa 
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una energia cinetica, podiamos tomarla sustituyendo a v en el analisis 
dimensional del problema y en lugar de [Ap. 1-97], hubieramos consi- 
clerado: 

M- n 0 pj 

L 0—3 2—1 — Sk* + 2k e — k P 

[Ap. 1-105] TO 0-2-2 — 2k g —2k P 

M 1 0 1 1 + k 0 + k P 

n o—i —i i n = p/(%6) 

Igualando n a una constante incognita C, resulta 
[Ap. 1-106] v — CwQ. 

r * Si T , e n " J Ap - 1-106] se tiene en cuenta [Ap. 1-102], [Ap. 1-99] y 
^ p \ 1-100] resulta ser C = R/N = k, es decir, ahora la constante in¬ 
cognita quo proporciona el teorema R, no varia con el gas, sino que es 
la nnsma para todos cllos. 

Si en lugar de la temperatura cinetica, quisieramos hacer intervenir 
en el problema como magnitud fundamental la temperatura absoluta que 
conduce a la ecuacion [Ap. 1-102] de los gases perfectos, deberiamos ha¬ 
cer intervenir la constante R de los gases perfectos, y entonces nuestro 
esquema dimensional, en lugar del [Ap. 1-105], seria el siguiente: 

[Ap. 1-107] 
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Igualando n a una constante incognita b, resulta 
[Ap. 1-108] p = bpnRQ = b(m/V)RQ, 

f* S ?/M 61 j e cuenta C-A-P. 1-99]. Por tanto, segun [Ap. 1-102] es 
b ~ !/M, donde M es el peso molecular del gas que en particular se con¬ 
siders. Ahora la constante incognita que proporciona el teorema FT varia 
para cada gas. 

, q ? e e ? la teorla de los rnodelos que se aplica en la Mecanica 

de fluidos cabe siempre la sospecha que al cambiar estos en los ensayos 
pueda ocurnr algo analogo. 

Asi pues, a pesar de su valor heuristico, hemos de desconfiar siem- 
pre de las conclusions puramente teoricas que se deban exclusivamente 
al analisis dimensional de un problema. 


= 0 
= 0 
= 0 
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las actviales, aunque en estas no se siguen desafortunadamente las reco- 
mendaciones que sobre simbolismo fueron aprobadas en Amsterdam (julio 
de 1948) por la Comision de Simbolos, Unidades y Nomenclatura, es: 

M. Rodriguez Arag6n : Unidades. Diccionario tecnico de pesas, me- 
didas y monedas, (Instituto Geografico y Catastral, Madrid, 1949). 

Entre los numerosos trabajos de los esposos Destouches-Fevrier so¬ 
bre formalizacion logica de las operaciones inherentes a todo procedi- 
miento de medicion, citamos el libro que contiene abundante bibliografia: 

P. Destouches-Fevrier: La structure des theories physiques, (Pres¬ 
ses Universitaires de France, Paris, 1951). 

El significado de las escalas de medicion (enumerativas, ordinales, 
con igualdad de diferencias, lineales con cei'o) se discute en: 

Norman Campbell: Measurement and calculation, (Londres, 1928). 

Una obra fundamental que ha marcado escuela en la aplicacion del 
analisis dimensional es: 

P. W. Bridgman: Dimensional analysis, (Univ. Yale, 1937); con tra¬ 
duccion castellana: Analisis dimensional (Univ. Tucuman, 1939). 

En este orden de ideas es muy notable el capitulo dedicado a la teo¬ 
ria de la semejanza, conteniendo una luminosa critica de los fundamen¬ 
tos del analisis dimensional y un nuevo metodo llamado “analisis inspec- 
cional”_ consistente en el estudio de los invariantes relativos a las trans- 
formaciones de un grupo respecto de las ecuaciones que gobiernan un 
fenomeno determinado, del libro de 

G. Birkhoff: Hydrodynamics. A study in logic, fact and similitude , 
(Univ. Princeton, 1950; reimpr., Dover, Nueva York, 1955). 

Una clara exposicion para la aplicacion del tema a la ingenieria es: 

H. L. Langhaar; Dimensional analysis and theory of models, (Wiley, 
Nueva York, 1951). 

Sin entrar en discusiones sobre los fundamentos, estan las breves 
exposiciones de 

A. W. Porter: The method of dimensions (Methuen,Londres; 3?- ed., 
1946). 

A. Martinot-Lagarde: Analyse dimensionnelle. Applications d la me- 
canique des fluides (Lille, 1946). 

Una original teoria basada sobre las componentes contravariantes u 
ortogonales del tensor que geometricamente representa un ente fisico para 
asi determinar sus dimensiones, contiene la obra de J. A. Schouten (ci- 
tada en Cap. XVII, nota V, 5). 

Una discusion critica y filosofica contiene; 

J:. Wallot: Grossengleichungen, Einheiten und Dimensioned (J. A. 
Barth, Leipzig, 1953). 

La teoria clasica de las magnitudes absolutas continuas esta conte- 
nida en: 

II. Grassmann: Lehrbuch der Arithmetic, (Berlin, 186!); 
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0. Stolz: Vorlesungen iiber allgemeine Arithmetik, (Lepzig, 1885); 
divulgada en la obra de Enriques (citada en Cap. I, nota IV, 13), vol. 
I, 1: Numeri e grandezze, y con fundamentacion axiomatica ingeniosa- 
mente simplificada en el tratado de Bourbaki (citado en Cap. I, nota 
IV, 9), 1A parte, lib. Ill, Cap. V, § 2: Mesure des grandeurs. 

Precedida de una exposicion de teorias algebraicas modernas a apli- 
car a la fundamentacion del concepto de magnitud, con interesantes re- 
sultados matematicos originates, un detallado estudio de las ecuaciones 
funcionales clasicas de la teoria y de las funciones homogeneas genera- 
lizadas, es la extensa memoria: 

R. San Juan: Teoria de las magnitudes fisicas y sus fundamentos 
algebraicos, (Rev. Acad. Madrid, 89 (1945) p. 11-40, 137-184, 423-461; 
UO (1946) p. 161-194, 299-336, 495-552; tambien edit, por: Bermejo, Ma¬ 
drid, 1946). 

Despues de la clasica memoria sobre la ecuacion funcional de Cauchy 
debida a 

G. Hamel : Fine Basis alter Zahlen und die unstetigen Losungen der 
Functional gleichung f (x + d) = f (x) + f (d), (Math. Annalen, 60 (1905) 
p. 459-462), 

el estudio mas profundo de la misma es el de 

A. Ostrowski: Vber die Funlctionalgleichung der Exponentialfunlc- 
tion und verwandte Funlctionalgleichung en, (Jahresber. Deutsch. Math. 
Verein., 88 (1929) p. 54-62). 

Con principios filosoficos muy discutibles, pero con un claro trata- 
miento de los productos nildimensionados o variables de Vaschy, esta la 
obra de 

R. Esnault-Pelterie : Uanalyse dimensionnelle; complementada en 
Analyse dimensionnelle et Metrologie (Rouge, Lausana, 1948-1950, con 
traducciones inglesas del mismo editor). 

Una exposicion que desarrolla con mucha claridad la teoria vectorial 
de las magnitudes fisicas es: 

W. S. Hill: Teoria general de las magnitudes fisicas, (Univ. Lito¬ 
ral, Publ. n? 21; Rosario, 1941). 

Los textos de Mecanica o Fisica-matematica suelen dedicar unas p&- 
ginas al analisis dimensional. Clara exposicion (sin demostraciones pero 
con ejemplos) de la mejor manera de aplicar el teorema II y de su in¬ 
terpret acion en la teoria de los modelos, contiene el volumen primero de 
la obra de 

R. E. Doherty y E. G. Keller: Mathematics of modem engineering, 
(2 vols., Wiley, Nueva York, 1936, 1942). 

Dedican tambien especial atencion al tenia: 

M. Planck: Introduction to theoretical physics. I. General mecha¬ 
nics, art. 28, (Macmillan, Londres, 1932) ; 

J. Palacios: Mecanica fisica, (Madrid, 1943); 
de quien recientemente se ha publicado la notable obra, ya traducida a 
otros idiomas: 

J. Palacios: Analisis dimensional (Espasa-Calpe, Madrid, 1956). 


APENDICE II 


■v 


ECUACIONES INTEGRALES 


1. Definiciones y clasificacion. — Como problema correlativo del sis- 
tema de m ecuaciones lineales con n incognitas de coeficientes k r „ hemos 
obtenido (Cap. XXVII, nota III, a) la ecuacion integral lineal de coefi- 
ciente o nucleo k(r, s) llamada de primera especie: 

[Ap. II-l] S k(r, s)x(s)ds = h(r) , 

sobre la cual no hay todavia una teoria general, pero si estudios muy im- 
portantes sobre tipos especiales (transformaciones de Laplace, Fourier, 
Hilbert, problemas de momentos, etc.). 

Esta, en cambio, muy eleborada por Fredholm, Volterra y Hilbert 
la teoria de las ecuaciones integrales lineales de segunda especie, correla- 
tivas de los sistemas lineales de ecuaciones con un parametro, tambien 
vistos anteriormente en algebra tensorial (§ 63-5), su aplicacion a geo- 
metria analitica (§ 63-8), en mecanica matricial, en ecuaciones diferen- 
ciales del tipo de Sturm-Liouville (Cap. XXVII, nota III, d; Cap. XXVIII, 
nota VI), etc. Estas ecuaciones integrales son del tipo: 

[Ap. II-2] x(r) _ lA(r,«)x(.)d, { = S“ m h o°Sn?? ea ^ h<,,) # ° 

Si el intervalo de integracion es fijo a < s < b, la ecuacion se llama 
de “tipo Fredholm”; el nucleo k(r, s) puede ser cualquier funcion inte¬ 
grate en un rectangulo a < s < 6, c < r < d, que podemos suponer, por 
sencillo cambio en las variables r, s, reducido al cuadrado 0 < s < 1, 
0 < r < 1. A veces (por ejemplo en el teorema de Fredholm), exigiremos 
que k(r, s.) sea continua ; en otras ocasiones bastaran condiciones menos 
restrictivas. 

La ecuacion se llama del “tipo Volterra” cuando el intervalo de inte¬ 
gracion es (0,r), siendo la integral funcion de r, por la doble razon de 
figurar como extremo y como parametro del integrando. Es claro que el 
extremo superior puede ser una funcion q = q (r), pero, adoptada q como 
variable, se reduce al tipo antes definido de intervalo (0, q)- El nucleo debe 
estar definido en el triangulo r > s, tal que pueda ser aproximado en el 
por polinomios. 

Estudiaremos primeramente las ecuaciones de Fredholm, que com- 
prenden a las de Volterra como caso particular, cuando el nucleo se anula 
en el triangulo s > r; luego trataremos las ecuaciones de nucleo simetrico 
k(r, s) =k(s,r), mas ricas en propiedades. Como a pesar de su asime- 
tria, las de Volterra son de mas facil resolucion, por eso las tratamos 
antes; a ellas conducen los problemas de tipo Cauchy en las ecuaciones 
diferenciales. De las ecuaciones integrales llamadas singulares (nucleo no 
acotado), algo diremos al final (Ap. II-5, /). 

2. Ecuaciones integrales lineales de segunda especie. — a) Ecuaciones 
integrales de nucleo disociado. — Estas tienen especial interes, como puente 
do enlace con los sistemas de ecuaciones algebraicas, y por servir de apro- 
ximacidn al caso general. 
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19 Sl el nacleo tiene separadas sus variables, es decir 
[Ap. 11-3] k(r,s) = a(r)0(s) , 

la ecuacion integral [Ap. II-2] se reduce a esta: 

[AP M n ,^ ) ~ ? ' Xa < r ) = h(r) » [Hamando ffi (s)x(s) ds = X]. 

transforma en” ° P01 13 ^ 6 mte S rando en (0; 1), la ecuacion integral se 

[Ap. II-o] X — UnX = hi , (k n =/ia(r)p(r)dr; hi = Jh(r)|3(r)dr) • 

X .( ?P > “mo dnica^soluciS poslble^Vdste 1 teecf 13 ' ^ determina 
tituyendo en [An 11-41 P i vnW riL y^i • 6 i S e , n r. ecto ’ como se ve, sus- 

hay solucion, ni autovalores. ** ‘ ’ S GClr> kn ~°> resulta X = 0, y no 

^WM^*"** (tambi6n ““»*> 

LAp. II-6] k(r,s) = a l( r)p l(s ) + ... + a „(r)|3„( S ) . 

La ecuacion integral [Ap. II-2J se puede entonces escribir «*. 

[ p n-' 7 i x(r) -l Xi X sai (r) =b(r) , (X, = JMs)x(s)ds) 
y multiplicand©, como antes, por Mr) e integrando en (0; 1) : 

LAp. II-8] X, — ix,rc il ^ j — n, \ ki, = /«i(r)p,(r)dr , 
tt , I hi = Jh(r)Mr)dr . 

n incognitas X^xf ~ X' ,XL aiate ?% de ecuaciones lineales con las 
[AP. II-7] de toda solucio^'x ? c0 ^nentes 
sistema [Ap. 11-81 tiene , , las Reciprocamente, si este 

del sistema (§ 15-4), l a funcion: P 4 Un k que n0 anule el determinante 

[Ap. 11-93 x(r) = h (r) + bS<X ( a ( (r) 

Sfendo e„’ a e£ UaCi6n integra1 ’ C ° m ° se “ m P™eba inmediatamente, sus- 

isSaSSSw ,‘t«=• w-"s 

si la matriz no es simetrica. ’ Y be QUe n ° haya tales autoval ores 

l™°ter™io '(oYJ, = sen <»• + *>== r cos a + cos r son a. 

intervalo (0,2jt) las constantes antes definidas son- 

fc=fs;-ss;£=s • = «.,■*■=,, 

j . sen ? a? _ jt , = /cos r . sen r dr = 0 . 


y el sistema [Ap. II-8] para el caso homogdneo, es: 

{ Xl — bjtX 3 = 0 , I l _ Ijr I 

[ tatXi + X 2 = 0 , | —bn i J = 0 , b = ±l/n . 

ecuacidn Seg e rarh d omog e Lea UOi ° neS S<>n X * = ±X » y Ias solud "" ea de la 

. ( 2jr 

x(r) = X \ sen(r + »)x(s)ds 
son (salvo un factor constante) : ° 


x(r) = sen r ± cos r . 
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La misma ecuacion en (0, hn) tiene como autovalores X = 4/ (2 ± x) v 
como autofunciones sen r ± cos r. 

2. Integremos en (0; 1) la ecuacion: 

x(r) — b/(2rs— s 2 )x(s)ds = 1/r . 

Poniendo a i(r) =2r, 13i(«) =*, «,(r) = 1, (3 ,(s) = -s 3 , la ecuacion 
da el sistema: 


(6 — 4?.) Xi — 3XXa = 6 , 


36 + 3X 

36 — 12b + X s 


3aXi + (6 + 2X)X, = —3 


—is — e x 

36 — 12b + b 3 


y la solucion de la ecuacion, para cada b que no sea autovalor, es: 
x(r) = (1/r) + 2rbXi + XX, . 

Como el trinomio denominador es cuadrado perfecto, el unico autova¬ 
lor es la raiz doble b = 6; el sistema homogeneo se reduce a Xi 4- X 2 = 0 y 

las soluciones de la ecuacion homogenea son x(r) = c(2r_1). La" no ho- 

mogenea para b = 6 es imposible, pues entonces los primeros miembros son 
opuestos y no los segundos. 

3. Integremos en (0; 1) la ecuacion 

x(r) — b/k(r, s)x(s)ds = h(r) , k(r,s) = 60r 2 + 12rs + 6s 3 . 

Aplicando el metodo, se obtiene el sistema lineal: 

(1 20b) Xi — 6bX a — 6bXs = J'h(s)ds , 

15bXi + (1 — 4b)X a — 3bX® = fs . h(s)ds , 

12bXi — 3bXo + (1 — 2b) Xe = Js 3 . b (s) ds 

Para b =—1 la solucion es: 

x(r) = h(r) + (20r* — 6r — 5) Jh(s)ds — 

(6r — 3).fs . h(s)ds — (40r 3 —18r— 5)/^ . h(s)ds . 

Los autovalores son los ceros de 2b® —43b 2 —26b + 1 = 0 (tres raices 
reales). v 

4. Suponiendo ortogonales cada cu con cada (3 j de distinto indice, los 
autovalores son los reciprocos de los productos escalates a, . 6, y las auto- 
lunciones son las a((r). 

5. No tiene autovalores reales en (0,2n) el nucleo: 

k(?, s) = cos r . sen s -f- cos 2r . sen 2s -f- ... -j- cos nr . sen ns 

6) Teorema de la alternativa de Fredholm. — 5 ,) La analogia entre 
un sistema de ecuaciones algebraicas lineales y una ecuacion integral 
lineal no es completa, por no haberse logrado el paso al limite continuo 
de los determinantes de orden n para definir el determinante de un nu- 
/sik if\ 8 • •^' nune * an( ^ 0 resultados conocidos sobre ecuaciones lineales 
(8 15-5), sm usar determinantes, como hemos hecho vectorialmente en 
Apendice I, teoremas 12, 13 y 14, tenemos la puerta abierta para pasar a 
las ecuaciones integrates lineales de segunda especie 

Analogamente a lo realizado en Cap. XXVII, nota III, b, recordemos 
ia esencia de la teona expuesta en las citas anteriores, pero en forma ade- 
cuada para su trasplante a las ecuaciones integrates. Vimos aili que solo 
caben dos casos en un sistema cuadrado (m = n) : 

. . %kr.X. = h r , 'SjCr.X, = 0 , 

o bien, con parametro 

X, - XZ.kr.X. = hr , Xr — l%.k,,X, = 0 . 
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1? En el caso regular (caraeterizado en § 15-4 por ser el determi- 

de n fn d n sistei " a A ^ °J' el si ? tema homogeneo no tiene solucion distinta 
ae {v, u, ..., U), y se llama imposible o incompatible (8 15-6)- nero el 
« n 5°i m0gene0 f det f rm ™ ado (™gte de Cramer, § 15-4), cualesquiera que 
Li?lv e / gUn o ° S mie ,™ br ° s - Reciproeamente, si este es determinado, aquel 
esnmposible. Prescindiendo de los determinantes tenemos, pues, una rela- 
uon muy sencilla entre el sistema no homogeneo y su correspondiente ho¬ 
mogeneo, como ya se ha visto en Cap. XXVII, nota III, b. 

„ 2 ? ex P resar sbl determinantes la relation (menos simple) en el 

A - °' observaremos que mientras la existencia de soluciones del sis- 
tema homogeneo sigmfica dependence lineal de las columnas de la matriz, 
la analoga dependeneia coexistente (§ 14-3. a) entre filas viene expresada 
por , \ a existencia de soluciones del sistema “traspuesto” (S 61-4, a) cuva 
Se + d A dU i e d v Ia i kr ‘^ sust ituyendo cada elemento por su 

5Sf?“oS5ES , X e X g °Y pnn f paL S \ el sist ? ma homogeneo dado 
q solucloaes Xi, X 2 , ..., x,„ es decir, si hay q incognitas no princi¬ 
pals que pueden tomar valores arbitrarios (caracteristica n _ q 8 16-5 

lineal?"He £?» 12) ’ tambi4n , hay </ filas no principals, combinaciones 

“ 4i^rY"C lpa , Ie Y,. (§ 14 ' 3> a) ' Iuego el sMema tras ^ 

„ i^-? 0 ndi f i<) " necesaria y suficiente para que el sistema no homogeneo 
admita soluciones, es que los terminos h, esten ligados por las mfimas 
relaciones lineales que las filas de (pues eso eipresa la anulation de 
o ucidn YJr 11 , 68 orladas ' § 16-6, a y § 14-2, 5) ; P e s decir, para cada 

resnecto limi’ V ” 2/n) V d f b ! f er h>v '+ • • • + h n y n = 0, o brevemente, 
lespecto de H(/h, h,, ..., h,„) debe ser HY = 0, y, en general, es necesario 

y sufmmnte que sea HY ( = 0 (i = 1 , 2, . q), (cfr. Ap. I, teor. 14). 

agi . La esencid del teorema de Rouche-Frobenius queda, pues, resumida 

En los sistemas algebraicos lineales solo caben dos casos, que se ex- 
ciuyen y se completan: 

19: Caso regular. — Si el sistema homogeneo es imposible, el no homo¬ 
geneo con segundos miembros arbitrarios es determinado. 

29 ; Caso singular. — Si el sistema homogeneo tiene q soluciones X,, 
A.-J, - , A.,,, tambien el sistema traspuesto tiene q soluciones Y, Y 2 Y- 

Z « 0 ln ne r ari ! y s " fi f? nte de compatibilidad del sistema no’ homogdl 
pnwnlid?* vector H del segundo miembro sea ortogonal a cada Y ( ; 

« condicion es q veces indeterminado, pues su solucion queda* 

dSnt?(Ap I tior n i 4 ) de U " a Solucion del sistema homogeneo correspon- 

5 a ) Enunciado el resultado esencial de la teoria de ecuaciones algebrai- 
,fi aeS S 7 * n USa /- determinantes, el nudo de la teoria de Fredholm es 
Frobenius alternatlV0 ’ Perfectamente correlativo del teorema de RoucHfi- 

Las ecuaciones de segunda especie, con y sin segundo miembro: 

[Ap. 11-10] x(r) A,Jk(r, s) x (s)ds = h(r) , x(r)— Xfk (r, s) x(s) ds = 0, 

pueden presentar estos dos unicos casos, que se completan y se excluyen: 

' reg y- la T; — F . ij ’ ado . el uumero X, si la ecuacidn homogenea es 
vmposible (sin solucion no identicamente nula) la ecuacidn general es de- 

solud&nlnica ^{s) V .' ^ Contimm Vrefijada h(r) existe 

n*nhZl£ a - S °, T 8tn9 “! ar : ~ S /J a ecuacidn homogenea tiene q soluciones li- 

trasvuestft *S 8 h * ’ *» tambi ™ to ecuacidn homogenea 

traspuesta de nucleo k(s, r) tiene q soluciones yUs), y 2 (s), ... y„( s ). v 

l so\utidn7on* S neCesarms y Su f icie ntes para que la ecuacidn general tenga 
[Ap. 11-11] h . y, = Jh(s)y, (s)ds = 0 , (i = 1, 2, ..., q) 
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_ La solucion de la ecuacidn no homogenea [primera de las Ap. 11-10] 
estd solo determinada a menos de una combinacion lineal aditiva CiXi -f- 
+ • • • + c,,x„ solucion general de, la homogenea (segunda de las [Ap. 
11 - 10 ]); toda solucion de la ecuacidn no homogenea es linealmente inde- 
pendiente de las x ( que formen un sistema fundamental de la ecuacidn 
homogenea, quedando univocamente determinada la solucion x(s) de la 
ecuacidn no homogenea, por las condiciones : 

[Ap. 11-12] x . x, = J'x(s)x,(s)ds = 0 , (i = 1, ..., q) , 

por lo que solo hay una solucion x(s) ortogonal simultdncamente a todas 
las Xi antedichas. 

En efecto, si el nucleo es del tipo k(r, s) = Sou (r)fh (s) (nucleo diso- 
ciado ), ya hemos visto (a) como la ecuacion integral no homogenea se 
reduce al sistema lineal [Ap. II- 8 ], y la ecuacidn integral homogenea se 
reduce al sistema lineal homogeneo X ( — iXiku X, = 0, correspondiente del 
[Ap. II- 8 ], Siendo, pues, cuestiones equivalentes tener o no solucion la 
ecuacidn integral y el sistema, y lo mismo en el caso homogeneo (h(r) = 
=z0,ht = 0), el teorema de RouchiS-Frobenius (§ 15-5 y Ap. I, teor. 14) 
coincide con el de Fredholm. Que la condicion [Ap. II-il] es correlativa 
de la HY ( = 0, (i = 1, ..., q) establecida en 6 i, salta a la vista. Del mismo 
modo la solucion de la ecuacidn no homogenea queda determinada a menos 
de una solucion de la ecuacidn homogenea, porque aqui tambien la dife- 
rencia de dos soluciones cualesquiera de la ecuacidn no homogenea es solu- 
cion de la ecuacidn homogenea, cuyos coeficientes c ( pueden determinarse 
univocamente mediante las condiciones [Ap. 11-12]. 

Queda, finalmente, el transito a un nucleo general k (r, s ), funcidn 
continua en el rectdngulo basico. Como se puede aproximar uniformemente 
por polinomios (§ 98-5, teor. 3), y para cada nucleo polinomico (y por tanto 
disociado), ha quedado demostrado el teorema, falta el paso al limite, 
cuestion delicada que exige diversos recursos de Analisis funcional, cuya 
exposicion sistematica, inadecuada en este breve apendice, esta amplia- 
mente desarrollada en el libro de Courant-Hilbert (citado en Cap. XVI, 
nota IV, 4). 

c) Resolucidn por aproximaciones sucesivas. — cQ Sistemas algebrai¬ 
cos lineales. — Para la resolucidn efectiva de los sistemas lineales de 
muchas ecuaciones, como se presentan en el calculo de estructuras alta- 
mente hiperestaticas, en las redes electricas, etc., se recomienda el metodo 
de aproximaciones sucesivas (Cap. XVII, nota IV, g). Recordemoslo en 
forma adecuada para su trasplante a las ecuaciones integrales. Dicho me¬ 
todo es especialmente eficaz cuando el sistema es del tipo: 

' f «*■ i 

[Ap. 11-13] x r — \X,k r >x, = hr , o sea: x r = h r -f X%,k r ,x, , 

es decir, si los terminos de la diagonal principal tienen coeficientes 1 — Xk rr 

y tanto meior cuanto menor sea X, siendo entonces pequenos los elementos 
no principales — Xk r .. 

Una primera aproximacion se obtiene prescindiendo de todos ellos, que¬ 
dando reducido el sistema al x' r = h r ; sustituidos estos valores en los se¬ 
gundos miembros, resulta una segunda aproximacion x 2 r = h r + XX. k r .h„ 
y despues una tercera, cuarta, etc. 

Ejemplo 6. Resolvamos el sistema: 

f 1,02* + 0,01 y — 0,152 = 5 fx = 5 — 0,02* — 0,01 y + 0,152, 

' -0,03* + 0,97 y + 0,12 2 = —1 ^ y = —-1 + 0,03* -f 0,03?/ — 0,12 2 , 

l 0,01* — 0,082/ + 1,032 = 0,1 [2 = 0,1 — 0,01* + 0,08y — 0,032, 

l ? 1 aproximacion: 

* l = 5 , y 1 = — 1 , 2 ’ = 0,1 , 

que sustituida en los segundos miembros da: 
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2 $ aproximacion: 

C x‘ J = 5 — 0,1 + 0,01 + 0,015 = 4,925 , 

< V 3 = —1 + 0,15 — 0,03 — 0,012 = —0,892 , 

L z 2 = 0,1 — 0,05 — 0,08 — 0,003 = —0,033 , 

3^ aproximacion: 

f x 3 = 5 — 0,09850 + 0,00892 — 0,00495 = 4,90547 , 


Aunque en la practica es asi como se procede, conviene examinar el 
metodo como proceso de convergencia que expresa las incognitas por des- 
arrollos en sene, transformando sucesivamente las ecuaciones en esta forma: 

[Ap. 11-14] Xr = h r -f- ’kX.hriX, , 

[Ap. 11-15] X r = hr + h^tlCra (Jls - f- 7^tk, tX t) , 

y como en la suma de estas sumas aparece como coeficiente de x x el pro- 
ducto escalar 

knJcn + krukn + ... + kmkni = h 3 r i , (fila r por columna 1) 
y, en general, como coeficiente de x. el producto lc\, de la fila r por la co¬ 
lumna s, resulta: 

[Ap. 11-16] Xr = hr + IZ.kr.h. + X'Z.k'r.X. . 

Cambiando en esta r por s, y s por t, se puede sustituir en [Ap. 11-14] 
como x, para obtener una nueva aproximacion y asi se sigue sucesivamente, 
sustituyendo siempre en [Ap. 11-14]. 

La matriz -j k\. [ es el producto de \lc r . [ por si misma (§ 61-3, a); 
multiplicando \ k r ,\ (filas) por -{/c' J r ,}- (columnas) resulta la matriz \k* r .\, 
etc. La correlation con las ecuaciones integrales es tan perfecta, que 
basta desarrollar el metodo para estas y repetir aqui las conclusiones. 

Cs) Resolution de la ecuacion integral por aproximaciones: serie de 
Neumann. — El mismo metodo de aproximaciones sucesivas es aplieable 
mutatis mutandis a la ecuacion integral: 

[Ap. 11-17] 

x(r)— XJk(r,8)x(8)ds = h(r);x(r) =h(r) + )ijk(r, s)x(s)ds , 
y sustituyendo x(s)= h(s)+ ?Jk(s, t)x(t)dt, resulta: 

[Ap. 11-18] 

x(r) = h(r) + Uk(r,s)ds + X\fk(r,s). [fk(s, t)x(t)dtjds . 

He aqui una integral doble que por permutacion (cfr. § 82-5), se re¬ 
duce a una simple en t si calculamos primero la integral en s: 

[Ap. 11-19] k‘(r,t) = fk(r, s)k(s, t)ds , (nucleo iterado) 

y resulta: 

x(s) = h(s) + XSk(s,t)h(t)dt + X 2 Sk*(s,t)x(t)dt , 

por ser indiferente la denomination de la variable de integracion. A1 sus¬ 
tituir esta expresion x(s) en [Ap. 11-17] aparece, ademas de: 

l. 3 Sk?{r, t)h(t)dt , 

el nuevo termino: 

?<. 3 .fk(r, s) [/k a (s, t)x(t)dt]ds = l 3 SUk(r, s)k 2 (s, t)ds]x(t) dt , 
o sea 


llamando 


?>. 3 Jk 3 (r, t)x(t)dt 


[Ap. 11-20] k 3 (r,t) = .rk ( r,s )k 3 (s,t ) d 8 , 
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y si designamos por el operador K 1 la multiplicacion por el nucleo k(r, s) 
e integracion, siendo K a , K 3 , . .., los operadores iterados, correspondientes 
a los nucleos iterados [Ap. 11-19], [Ap. 11-20], ..., resulta la expresion 
simbolica 

[Ap. 11-21] x = h + XE?h + A.*K*h + ... + ^"K"h + l M K M x , 

y al prescindir del ultimo termino, que es desconocido, se tiene la w-esima 
aproximacion; pero no sabiendo nada de x(?*)» ni siquiera si existe, no 
podemos (como en el desarrollo tayloriano; cfr. § 44-2, nota 1) pasar al 
desarrollo en serie, pues nada podemos decir del termino complementary. 
No obstante, a modo de conjetura, escribamos la serie: 

[Ap. 11-22] x = h + ?,K?h + + ... + ?. n K n h + ... 

y veamos si converge y en tal caso si satisface a [Ap. 11-17]. Suponiendo 
que se cumplen las acotationes : 

[Ap. 11-23] | k(r, s) | < M ; |h(r)| < m ; 

al multiplicar h por k(r, s) e integrar, resulta | K’h | < mM, | K 2 h | < mM ! , 
.. ., luego la serie converge uniformemente para X < 1/M; y es obvio que la 
funcion x(?*) asi definida satisface a la ecuacion x — XK 1 x = h, pues sien¬ 
do legitima la integracion termino a termino (§ 85-1, teor. 1), es 
K*x = K J h + ^K“h -f- ...; y multiplicando por X y restando de [Ap. 11-22] 
resulta h(?-); asi pues, para X suficientemente pequeno [Ap. 11-22] re- 
presenta la solucion buscada de la ecuacion integral dada [Ap. 11-17]. 

Esto puede expresarse de otro modo, llamando nucleo resolvente o 
reciproco a la funcion de r, s, y X definida por la serie (tambien llamada 
de Neumann) : 

[Ap. 11-24] K(r,s,X) =k(r,«) + Xk a (r,s) + X ; k 3 (r,s) + ... , 

pues la solucion [Ap. 11-22] se expresara asi: 

[Ap. 11-25] x (r) = h (r) + k/K (r, s, X)h (s) ds , 

ecuacion analoga a la propuesta, con permutacion de x, h y cambio del 
nucleo lc por el —K, que se llama reciproca de la [Ap. 11-17]. 

Esta reciprocidad, subsistente de la analoga del algebra elemental, 
aparece tambien en las ecuaciones integrales de primera especie, cobrando 
gran importancia en las aplicaciones de tipos especiales de ellas (Laplace, 
Fourier, Hilbert, etc.). 

Observese la gran generalidad del metodo, que solo ha exigido del nu¬ 
cleo integrabilidad y acotacion [Ap. 11-23], mientras que la demostracion 
del teorema de Fredholm se basa en la continuidad del nucleo. 

c 3 ) Formula de Schmidt para acotacion del radio de convergencia de la 
serie de Neumann. — La serie de Neumann [Ap. 11-24] es el algoritmo mas 
sencillo para la resolucion de la ecuacion integral de segunda especie; pero 
la acotacion |k(r, s)|<M, en que nos hernos basado para dar la cota 
| X | < 1/M de su radio de convergencia, da un exiguo intervalo de validez, 
en cuanto baya algun valor grande de k(r, s), aun en el caso de que en su 
generalidad sean pequeiios; pero si se conoce mejor el nucleo y se calcula 
su valor medio cuadratico 11 k 11 2 = n, segun [XXV-1], (Cap. XXV, nota 
I; § 56-3), es decir: 

[Ap. 11-26] J/ [k(r, s)] 2 dr ds = g 2 , 

se demuestra facilmente con la desigualdad de Cauchy-Schwarz (§ 96-2 y 
Cap. XXV, nota I) que es: 

| k 3 1 < , | k 3 j < |x 3 , ... . 

Por tanto la serie [Ap. 11-24] y por ende, la [Ap. 11-22], converge 
para | X \ < 1/ji. 

Esta perfeccionamiento de E. Schmidt (1907) amplia el intervalo 
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- — -vuau.ui.M xiN ijiiVjivrt.xai,o Ap. II -2 

tan l t^k 1 (r M s) P ° r ^ Siempre ^ < M - salvo en el caso trivial de ser cons- 

de FKFDHom n on* , FrE 2 J?° lm - ~ 1 £ a ^ emos suscintamente dos metodos 
PRF!)mTM° L !, o 903 i y H , IL ? RRT ( 1904 )» Para llegar a las formulas de 
I Redholm, que lesuelven teoncamente la ecuacion integral lineal de se- 

SKSt numlSco. C ° n mdicaciones P ractica s Q»e permitiran aplicarlos al 

dtso^rrffl'? fiTOD Pi,^ (HlLBERT) ' “ Aproximacion del nucleo por nucleos 
S Inf ■' 7“ P 7 d • 7 pr r e ? arse con determmantes la solucion de la ecua¬ 
cion de nucleo disociado [Ap. II-6], como se explico en a), por reducirse 
la ecuacion integral [Ap. II-7] a resolver el sistema lineal [Ap 11-81 

minanfe de este listi™ s abreViar d desairoll » “ »■ dd deter. 

[Ap. 11-27] 

1 - Xfcu - X/Ci* - Xftis 

A(X) _ — J-fca 1 — Xk* — Ik* = 1 _ XAi + X a Aa — X 3 At , 

— Xkxi — Xksa 1 — X/c.oa 

+ V + k,s a ] a ? uma de los menor es principales de orden 
„ f," _ V c ‘y ’ As a la ? uma de l°s tres menores principales de orden 2. 
y llamando Aa al determinante de tercer orden det \ ki)\ 

mdo ( iV/ S i? de ™. m 1 i . nador de 1* formula de Cramer, y los nume- 

nomTo iV, M* h\ 1 mult,phcados P° r ’os *i(r) y sumados, dan un poli- 

nomio A[a(r), h, X], con coeficientes funciones de r, formando asi- 

[Ap. 11-28] 

A[a (r),h,\] = Ai[a(r),fc] — XAa[a(r),/i] + X*A»[a(r), K\ , 

llamando A< [a (r), ft] a la suma de los menores principales orlados con las 
obtiene' siguiente forma: Orlando los menores que componen Ai se 


. -- UIUU 

obtiene: 

At[a(r), ft] = J + J a * 

fti kn ft 2 lc 22 

orlando los menores que componen As se obtiene: 


0 

«i 

a* 

0 

Ui 

a 3 

0 

Oa 

a 3 

hi 

/Cil 

/Cl2 I 

+ hi 

kn 

kn -f- 

h a 

kn 

kaa 

h 2 

km 

IC22 | 

h a 

kn 

k'M 

Jl 3 

ka 3 

kaa 


x(r) = h (r) — X 


■o' , ,-.■-‘-u Lttv./.nj uuanuu a, con a 1( a 2 a 3 : ti u tin, A,. 

Por tanto, pomendo el denominador, se tiene 

%,X,a.,(r) = — A[a(r),ft,X]/A(X) , 

y la solucion x(r) de la ecuacion [Ap. II-7] es: 

[Ap. 11-29] x(r) = h(r) — X A[a(r) , h, X] 

A(X) 

irraHn 1 * 1 ^ 0160 tien j W sumandos > el denominador es un polinomio en X de 
grado w y el numerador es de grado n — 1. Si con un polinomio 

MOMs) + ... + a»(r)p„(s) 

se logra buena aproximacion al nucleo dado k(r,s), se puede acotar el 

Son'deTtf 0 - n > f6 ™ ula CAP. n-89] respecto de la verdadera solu 
cion de la ecuacion de nucleo dado k(?-, s). 

Si se tiene en cuenta que ft, = Jh (s) jj, (s) da, entonces es: 

[Ap. 11-30] Am[a(r),A] = J Am [ a (r),p(s)]ds , (m = 1, 2, ..n), 

y [Ap. 11-29] toma la forma (cfr. con [Ap. 11-25]) 
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[Ap. 11-31] x(r) — h(r) + X/K(r, s, X)h(s)ds , 
con el nucleo resolvente 

[Ap. 11-32] K(r f a,X) = —A[a(r),P(s),X]/A(X) . 

En el desarrollo [Ap. 11-27] los coeficientes At, A* • • • son sumas de 
los menores principales de la matriz \kn \ de orden 1, 2, ..., y para facili- 
tar el paso de las sumas de estos menores a integrales, no formaremos 
solamente los menores en el orden en que estan en A(h), sino todas las 
variaciones (binarias, ternarias, etc., § 11-1) de los indices, 1, 2, ..., n, 
y como cada combincicion (§ 11-3) de orden p de las antes formadas apa- 
rece repetida p! veces, las nuevas sumas deben dividirse por 1!, 2!, ..., n\. 
De este modo, cada indice recorre todos los valores 1, 2, ..., n y se facilita 
el paso a las integrales. Sean asi, en lugar de [Ap. 11-27] y [Ap. 11-28] : 


[Ap. 11-33] 


[Ap. 11-34] 


D(X) = A(X) = 1-" f Da + D ’ - ••• + 

D(r, s, X) = —A[a(r),P(s),X] = D„(r, s) — 
>i(r,s) + D 2 (r, s)— ... + D„- a (r,s) 


- -~ f Da (r,s) + 


Ds(r, s)- 


D„-a(r, s) 


donde, teniendo en cuenta que kn— Jay (t)P< (i) dt, y por las propiedades de 
los determinantes (§ 13-3 y 4), es: 

[Ap. 11-35] D P = 

. - k(ty, ti) k(ta, ti) ... k(ti, t p ) 

= J ... f k(t 2 , t.) k (t 2 , U) ... k (ti,t p ) dta dfa ... dip ; 

k (tp, U) k (tp, tt) ...k(t P , tp) 

[Ap. 11-36] D p (r,s) = 


k (tj, ti) 

k(t 2 , t.) 

k(t»,t») •• 
k(t 2 , U) .. 

k(ti>tp) 
k(t 2> tp) 

k(tp, ti) 

k (tp, t 2 ) .. 

Dp (r,s) = 

k(tp, tp) 

k(r, s) 

k(r,ti) .. 

. k (r,f p ) 

k(ti ,s) 

k(ti,ta) .. 

. k(titp) 

k(tp, s) 

k (tp, ti) .. 

k(tp, tp) 


para p = 1, 2, ..., n, con D 0 (r, s) =k(r, s). 

Asi, para n = 3, es 

Di = Jk(t, t)dt= Jaa(t)pa(t)dt + Ja 2 (t)p 2 (t)dt + /a 3 (t)p 3 (t)dt = 
= kn -)- ki 2 -)- k m — A j 

d.= + 


|k(t 2 , fa) k(t 2 , U) 


ai(t 2 )Pa(ta) ai(t 2 )Pa(t 2 ) ! 


I (• (• ai(ta)Pa(ta) a 2 (ta)P:(t 2 ) , ,, . 

" t “ JJ Oa (t 2 ) Pi ( fa ) a 2 (t 2 )P 2 (t 2 ) 

i c r ai(ti)Pi(ti) 03(ti)p 3 (t2) ,. ,. . 

+ Oa(MP.(ta) «.(t.)P«(t.) + ’ 

donde el primer sumando vale 0, el segundo vale 

ssuu)Mt.) d(idi. — ss “‘‘//ly, 4 ;! “■ ( J > 4 ( , 4 ; ) 1 dt.d«.= 

Cti (fs) (X 2 (t 2 ) Cti (t 2 ) P 2 (£ 2 ) (X 2 (£ 2 ) |3a (£ 2 ) 

_ I .ftti (ti) Pi (fa) dta J'a 2 (ti) Pi (fi) dta _ kn km j 

i .( tti (tl) P 2 (t») dta Ja 2 (ta)Pa(t 2 )dti kn k*i I ’ 
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y analogamente el tercero vale 


, etc., dando D 2 = 2 !a 2 ; 


Del mismo modo: 

Do(r,s) = k (r,s) = ai(r)|3 a (s) + a.(r)fc(«) + a 3 (r)p 3 ( s ) 
= —Ai[a(r),p(«)] ; 

D, (r O - r k ( r > s ) k(r, t x ) I , 

’ S k(r lt s) k(< 1( U) I dtl = ~ 11! A=[a(r),|3( s )] . 

, k (’'> s ) k(r,fe) k (r,U) 

D 2 (r, s) ff k(fi, s) k(ii, t x ) k (U.U) dfe dt a = 
kit* a) kiU.U) k {t*U) 

= —2!A.[a(r),P( 8 )] ; etc. 


dfl = —l!A=[a(r), P(s)] 


k (r, U) 


d ti dt> = 


n ;? 4] prolongarse for- 

de terminos, las D„ para v > v v I-i^tw 60 f lsoclado de numero n finito 
todas. Aai , el S&& 2/2*2 

[Ap. 11-37] K(r,s,X) = D (r, s, X) /D (l) . 

P^omTos 11 ^3) (r ^ J e 5 r apr °- 

nucleos disociados, las respectivas expresiines rAn TT^kV ^ r f ^ tV 

selonserva fkif’aJK M®?a Sac 9 '° d ‘ e *■ s ‘ P”* S 
da para CAP- 11-35] y^Ap.11-86] las acotad£nes?™ (§ 7 °’ eJerdcio 25) 

I D P | < VP"M" ; lD p (r,s)j < V(p + 1) ptI M" +1 


I Dp | < VP"M" ; | D p (r, s)f < V(P + l) ptl M 7H1 

es deck, las series correspondientes a las TAd TT 331 v ta™ tt a - 

P°r mayorantes (§ 22-2, b) las series: L P ' 11 d< J y [Ap ‘ 11-34:1 tienen 


1 + JL X \/p"'M p Wp! 


! 2 V (p + T) p+1 " M prt X p /p ! 
p=o 1 


convergentes para todo valor de 1 (§ 43 - 1 , b,), al ser (§ 53-4): 
lim(vV M'Vfl!) l/P =r lim n _-. . 


lim( ^ MW) 1/1 = lim ferf’'= 0 — * - « • 

vfl&t i denominator 

sSS? r<a 


[Ap. II-38] J Dp+1 = ; 

lDp(r, S ) = k(r,s)Dp - pfk(r, t) D p - a (i, s) At , 

eaoaloaa^f™ 0 Eep^d™'' hi™ ^ mi< *° P 0 *- /«««fo>K» 

como limite de K&T” la «»t<*ral 

(0; 1) en n partes iguales v l|, , XT '1 "Tr ° ™da intervale 

en el centr ° de ,a ™ Ila «■». 
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medio del intervalo numero i, tenemos la ecuacion integral no homogenca 
LAp. Il-zJ y el sistema lineal correspondiente: 


[Ap. 11-39] 


X, — — Sfk iy X> = hi 


. % Hamamos d(?t) al determinante de este sistema, y d P/ a los adjun- 

r 0 A s /t 4 ’ a > de i . 1 1 0s elementos de este determinante, desdejando X, en 
JJ’/s i y f ustl ^ uy ® ndo ] as X,- por los valores que da la regia de 
Cramer (§ 15-4) aplicada a [Ap. 11-39], se obtiene: 


y llamando 
[Ap. 11-40] 
resulta : 
[Ap. 11-41] 


X , = Al+ _L s , k , ;(SA _^ r ) 


K„ = SA,- d “»- r . 


X, = ft, + — S,K „h r 

It 


Comparando esta con X, = ^pd P< h P /d(X), o tambien, de [Ap. 11-40] por 
conocidas propiedades de los determinantes (§ 13-3, c), se obtiene: 

[Ap. 11-42] d pi -— d (?0 K, p = {= 2 si P t 1 >. 

n p 1= d(X) si p = i . 

Observese que respecto de [Ap. 11-27], es: 

[Ap. 11-43] d(X) = 1 — *d, + X a d 2 _ ... ± rd„ = A (X/n) , 

es decir, como en el metodo 19, los coeficientes d a , d 2 , ..., son sumas de me- 
noies principals Ai, As, ..., de la matrix pero divididos por n, n 2 , ... 

Tambien, como antes, para facilitar el paso de las sumas a las integrales no 
formaromos solamente los menores en el orden en que estan en da), sino 
todas las vanaciones (binarias, ternarias, etc.) de los indices 1, 2 n 
y como cada combinacion de orden p de las antes formadas aparece repeti- 
da ?j. veces, las nuevas sumas deben dividirse por 1!, 2!, 3! . rt' De 

al limite Cad * indlCG r6COrre los valores 2 > •••» n Y se facilita el paso 

Si en los puntos de cada malla llevamos la ordenada K ( , se tiene una 
tuncmn en esc al era, que para n-> co converge hacia una funcion continua 

-MDs) y, analogamente, la funcion escalonada de los valores Xi X 2 ... X 

converge hacia una funcion continua x(r). Admitida esta conve’rgencia" 
es legitnno pasar el limite en [Ap. 11-41] y resulta [Ap. 11-31] como solu- 
cion de la ecuacion propuesta. Tambien ahora debe justificarse mediante 
la acotacion de Hadamard, en la misma forma que antes, el transito del 
cociente de pohnomios en 

cap. n-44] Hi. = r-inAT: d « 

1 — ^d, -f X d= — ... ± ?d'd„ ’ 

al cociente de las series, que forman ahora el nuclen resolvente: 

[Ap. 11-45] K(r, s,l) = D (r ’ s ’ l -l — k(C s ) — s > + ^d 2 (r,s) — ... 

PU) 1 — Xdi + ^ s d 2 — ... 

donde los coeficientes comparados con los [Ap. 11-35] y [Ap. 11-36] son: 
[Ap. 11-46] d P = D P /p! ; d„(r,s) = D„(r,s)/p! , 

pero en cuyas expresiones, las integrales se obtienen ahora como limites 
de sumas de determinantes con elementos k„ que ya son los valores de 
k(r, «) en los centros de las mallas (i, j). 
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Las formulas de recurrencia [Ap. 11-38] son ahora: 

d p+ i = —f d„(t, t)dt ; 

[Ap. 11-47] J" P + 1J 

d p (r, s) = k(r, s)d P — j k(r, t)d P -i(t, s)di , 

Es obvio que la solucion [Ap. 11-31] es mas potente que la serie de 
Neumann, cuyo circulo de convergencia tiene como radio el minimo valor 
absoluto en todo el cuadrado (r, s) delos ceros del denominador [Ap. 11-45], 
polos de K(r, s, X), como funcion analitica de X (§ 115-10). 

Es claro que ese circulo (de cuyo radio dimos la cota 1/M y la mas 
afinada 1/p, de Schmidt) se puede prolongar (§ 115-12) como hizo Poin¬ 
care (1903) hasta cubrir cualquier punto X, que no sea polo; y aunque el 
metodo es teorico, puede ser util en algunos casos sencillos en que basta 
un solo circulo de prolongacion; por ejemplo, si los polos tienen parte real 
negativa y el radio > h, se llegara asi al punto X = 1. 

El metodo de Fredholm en el caso homogeneo h(r) =0 se limita a 
dar como solucion i'mica x(r) =0, si X no anula al denominador D(X). Por 
tanto, los unicos valores que pueden dar solucion son las raices de la ecua¬ 
cion D(X)=0; pero, £seran autovalores que den efectivamente solucion? 
El estudio por esta via, mas complicado que el de Hilbert-Schmidt a ex- 
poner en Ap. II-3 para nucleo simetrico, puede hacerse en el vol. Ill de 
Goursat (citado en Cap. VI, nota VI-5) que usa las denominaciones: Va¬ 
lores y funciones caracteristicas, singulares o fundamentals. 

e) Ecuaciones de Volterra. ef) Caso de ecuacion integral de 2 ? espe- 
cie. — El tipo mas importante de ecuacion con nucleo no simetrico es el de 
Volterra [estudiada primeramente por Liouville en su Journal de Ma- 
thematiques (1836)]. El sistema de ecuaciones algebraicas lineales se re- 
suelve muy simplemente sin determinantes en el caso triangular, en que la 
matriz de coeficientes tiene nulos todos los terminos a un lado de la diago¬ 
nal principal (Cap. XVII, nota IV, c); en la ecuacion integral de 
Volterra: 

[Ap. 11-48] x(r)— xf k(r, s) x(s)ds = h(r) , 

J a 

que es problema correlativo, no hay simplificacion analoga, pero se logra 
mayor alcance en el metodo general de aproximaciones sucesivas (c.) , del 
que es caso particular, si se define en todo el cuadrado basico el nucleo no 
simetrico k(r, s) de manera que sea k(r, s)=0 para s > r. Claro esta que 
aun siendo continue el nucleo dado en el triangulo s < r, si no es nulo en la 
diagonal s=r, el nucleo ampliado es discontinue en ella; pero no habiendo 
exigido continuidad para el nucleo en el metodo cn, no se modifican las con- 
clusiones alii establecidas. 

Aun mas, veamos como se amplia el campo de convergencia de la serie 
[Ap. 11-22], gracias a la mas estrecha acotacion que ahora se logra. En 
efecto, al permutar la integral reiterada de [Ap. 11-18], ahora es: 

J k(r, s)|"j~ k(s, t)x(t)dt J ds = j' x(t)dij" k(r, s)k(s, f)ds , 
que con la acotacion [Ap. 11-23], da el nucleo iterado: 

k 3 (r, t) = f k(r, s)k(s, t)ds , 

t 

| k 2 (r, t) | < M 2 f^ds = T ~ t M* . 
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Analogamente: 

k 3 (r, t) = J **k(r, s)k 2 (s, t) ds , 

| k 5 (r, t) | < (s-—t)ds = — 2 ,-^- M* , 

y en general: 


[Ap. 11-49] 


La serie mayorante, en este caso, no es geometrica (<*), sino exponen- 
cial convergente para todo X (§ 45-1) ; luego resulta: 

de Neumann [Ap. 11-24] de todo, ecuecwn de Volterra de 
segunda especie converge absoluta y umformemente para todo valor de X 

y da mi ger l5nica la solucion dada porja scric de Neumann 

( C „) si la ecuacion [Ap. 11-48] es homogenea (h(r) =0) su soiucion es la 
funcion identicamente nula; luego, el problema homogeneo es imposible pa- 

1U t0 Sila Jcuactfa [Ap. II-48] es homogenea, no hay autovalores ni auto- 
funciones. 

e-) Aplicacidn al problema de CAUCHY de la ecuacion diferencial 
lineal. — T'oda ecuacion diferencial lineal ordmaria de cualquier oiden. 

[Ap. 11-50] y <n) + p.(a0y (n " 1) + vAx)y {n ' 2) + ••• + Pn-xMv' + 

+ p n(x)y = f(x) , 

con condiciones iniciales de CAUCHY [107-3], se reduce a una ecuacidn inte¬ 
gral, sin mas que adoptar u(x) = y ,n) como funcion incognita y expresar 
como momentos sus integrates sucesivas (§ 86-2, ejemplo 4) en la fo ma. 

y ,n) (x) = u(x) , 
y ,nl) (x) — y <B_1> (0) =J o u (t)dt , 

x ) — y (B " a) (o) — —if !/<fl ~ 1> (°) = Tr/ 0 u (^( x ~^ dt » 
y<»-*>(x) — 2 / <n * S) (0) — — if V <n ~ a) (0) --%r ^ _1)(0) = 

= 2 1 rJ 0 3,U(t)(a5 ' _4)2dt ’ 


✓ <*> _ y' ( 0 ) - -® r y"i 0) - ... - - ( -!l g) f ^ >(0 > = 

v(*)-v<0)- 1 J V'«» -- '(n-l)f v ™ iQ) = 

= ft-DI J # -u (0 (—*)-« • 


k" (r, t) = j * k (r, s) k”- 1 (s, t) ds , 


k"(r,t)| 


(r-t)^_ 
(n — 1)! 
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Basta, en efecto, derivar cada una de estas integrales por la regia de 
Leibniz (^ 86-2, teor. 3'') y resulta la anterior, por anularse el integrando 
para t — x. Sustituyendo en [Ap. 11-50], tenemos esta ecuacion integral de 
segunda espeeie, tipo Volterra : 


[Ap. 11-51] u (x) + j > k(a;,Ou(t)di = h(.r) , 

«y 0 

cuyo micleo y segundo miembro son- 

[Ap. 11-52] k (x,t) = Pl (x) + p.(«) X ~ t - + 

+ ... + vMx) + pAx) 

[Ap. 11-53] h(a?) = f(») — [pi(sc) +*p*(a?) + 


-J)^_ 

-D! ; 
P«(») + 


+ ••• + ( t! *j)iP.W]y <H, (0)- 


- [p.(*) + *p»(*) + ... + - (n x ^ 2 )\ p»( a! )]y <B ‘ a '(o) — 


--P-.(x)y(0) , 

ambos conocidos, pues estan formados por la funcion dada i(x), los 
coeiicientes y los datos de Cauchy para x = 0. Formula analoga si los 
aatos miciales se dan para a : = a; basta tomar la integral en cl inter- 
valo (a, x). 

Observese que las condiciones iniciales: 

y(0)= y'(0) = ... = y<"-»( 0 ) = o , 

determinan la solucion y = 0 si la ecuacion es homogenea (h(a;)=0), 
pero dan una solucion no nula para la ecuacion no homogenea. Conviene 
subrayar la importancia de este resultado. El metodo clasico (§ 107-3) 
exige encontrar una solucion particular de la ecuacion completa [Ap. II-50'l 
problema en general irresoluble, y n soluciones linealmente independientes 
para la ecuacion homogenea, problema que solamente se sabe resolver para 
tipos muy especiales de ecuaciones. Tales son, por ejemplo, las ecuaciones 
de segundo orden que cumplen los polinomios ortogonafes respecto de un 
nucleo (§97-8), las cuales admiten como solucion regular el correspon- 
diente polinomio, segun sea el numero n que en la ecuacion figura. La 
determinacion de otra solucion (singular en el origen) exige especial estu- 
dio de cada caso (cfr. § 107, ejercicio 12). Otros tipos de ecuaciones de 
segundo orden admiten soluciones expresadas por ciertas series que han 
sido muy estudiadas, tales las funciones de Bessel (Cap. XXVII, nota 1), 
Hankel (Cap. XXVII, nota 1, c), Gauss, etc., pero exceptuados estos po- 
cos tipos conocidos, el unico recurso es el desarrollo en serie de potencias 
de x, cuyo radio de convergencia se ignora. 

La ventaja del metodo actual estriba en dar directamente la solucion 
del problema de Cauchy por una serie seguramente convergente, euya 
convergencia sera tanto mas rapida cuanto menor sea el nucleo siendo a 
veces suficiente un par de terminos para lograr satisfactoria aproxima- 
cion; pero claro es que la dificultad de formar los nucleos iterados puede 
exigid SU ^ era ° 6 ’ Se prec: * san muc Los para alcanzar la aproximacion 

EJEM p LO 7. Compruebese que los nucleos iterados para la sencillisima 
forma diferencial y —y son 
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2n - 1 r =n-l-l 

Mx,t) = t-x ; k-(M) = (-1)"S (-1) < -J2 n-l-i) HI ’ 

(n= 1, 2, ...) 

La serie de Neumann [Ap. 11-22] para la ecuacion y" — y = 1, da: 
u(x) = y"(x) — [l + ,(0)][l_ f 0 kdt + f Q kadi — 

— J k s dt + • • -1 H- y'(0)| x — tk dt + J' tlcdt — 


tk*dt + 


r CO rx I 2 "- 1 ^n-1-ia.i 

ii + vm\i + %( Uj-i 


5 ( co rx / 2 "- 1 \ ~] 

dt\+ y'(0)[x + $[ lx Tn~ 1 I d M = 


(2n — 1 — i) li! 


co T co 

= [i + i/(o)] i + s ( 2 n)T J+^(°> 


(2n + l)! 


de donde: 


CO 


»<•) = [1 + »<°» (S (2n) ! ) + \ S W+iyrj - 1 ’ 

resultado que, sin embargo, se comprueba y se obtiene mucho mas facil- 
mente, en este caso, por coeficientcs indeterminados: 


y = X a n% n en y" — y — 1 


hnplica 

2« a = a 0 -b 1; n(n — l)a„ = a,.- a , (n = 3, 4, ...) , 

de donde: 

a in = (1 + a 0 )/(2n)! ; a 2 , H i = a x / (2w + 1) ! , (w = 1,2,3,...). 


3. Ecuaciones integrates lineales de segunda espeeie con nucleo simetri¬ 
co. — a.) Formas cuadrdticas. — El teorema disyuntivo de Fredholm (Ap. 
II-2, 5 2 ) deja en duda la existencia de soluciones en el caso singular 
(Ap. II-2, a, ejemplo 5), cuestion que con otras varias quedara resuelta 
para el tipo mas sencillo de ecuaciones: las de nucleo simetrico, tal que 
k(r, s) =lc(s, r). 

Ya, en algebra tensorial, se ha visto la excepcional importancia de este 
caso (§ 63-5) ; cuando el tensor es simetrico, dos autovectores correspon- 
dientes a autovalores distintos son ortogovales y la ecuacion secular tiene 
sus raices (autovalores) reales, propiedades que no valen para todo ten¬ 
sor. Especial aplicacidn hemos hecho para su reduccion a la forma cano- 
nica en el grupo ortogonal y obtencion de las ecuaciones normales de las 
cuadricas. Precisamente es esa clasica teoria de las cuadricas la que sirvio 
de pauta y modelo a Hilbert para su teoria de las ecuaciones integrales. 
El paralelismo es perfecto, a condicion de eludir los determinantes, que no 
tienen analogo en el campo continuo. 

Toda mati’iz ] k r , [- simetrica k r , = k, r puede considerarse como discrimi- 
nante de una forma cuadratica (§ 63-3, b) obtenida orlando la matriz con 
las vax-iables Xi, Xi, . .., x n arriba y a la izquierda, y sumando los productos 
de cada k r , por sus correspondientes x,, x,. Analogamente, todo nucleo 
simetrico k (?-,«) =k(s, r) engendra una forma cuadratica integral, como 
indican los esquemas siguientes: 
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x, x(s) 

F[>] = x r | kr. = F[»] = x(r) I k(r, s) ~ 

— Xr%,kr.Xr%. J = /,J\k (f, S) X (r) X (s)drds J 

que significan correlativamente: se orla la matriz con las componentes dis- 
cretas o continuas del vector y se forma la suma o integral de cada valor 
k por las dos componentes que le corresponded Si la matriz se orla con dos 
vectores ]x r }, \y>\, o bien x(?'), y(s), la forma se llama bilineal (§ 63-3, a). 

b) Determinacidn de autovalores y aut of undone s. — La determina- 
cion de los autovalores del nucleo simetrico k r . en su caso mas simple 
(§ 63-5), es decir, la determinacion de los valores X que hacen resoluble 

el sistema: 

Xr te}*kr.». = 0 , 

tiene caracter variacional, pues estas formas 
son las semiderivadas de la forma cuadratica: 

ZXr* \%kr.X r X. , 

y su anulacion es precisamente la exigida por el 
metodo de Lagrange (§ 70-8) para la determi- 
nacion del valor minimo del radio vector q = 
= (S--®-- 2 ) i de la cuadrica Zk r ,x r x, = 1, (mini¬ 
mo existente por ser >0) y de todos los 
valores exti’emales de q. Pero este metodo no 
toma en cuenta las direcciones en que no exis- 
te o real, por ser Zk,-.x r x, < 0; y si esto su- 
cede para todo sistema de valores -{(forma 
cuadratica definida negativa, § 63-7) no tiene 
scntido hablar de radios extremales. Aunque 
esto inconveniente puede salvarse introducien- 
do radios imaginarios o cuadricas conjugadas 
(§ 63-4), es preferible el siguiente metodo. 

Consideremos todas las direcciones defini- 
das por todos los vectores cp, (vectores de mo¬ 
dulo 1) que forman la esfera de radio 1 y 
centro 0 (fig. 447). A todo vector \x r [ de mo¬ 
dulo arbitrario q > 0 corresponde un versor 
ep,-que define su direccion, y el valor de 
toda forma cuadratica F de variables, x-., ..., 
x n , puede expresarse mediante los cosenos directores <jh, ..., q>„, asl: 

[Ap. 11-54] F = Zkr,X r X, — 0 3 Sfcr» < P>- f P» = Q* • J (<p) • 

Si existe un punto de la cuadrica F = 1 en la direccion -{cp r [ es J = 
= l/o a ; pero aunque no lo haya, y aunque sea imaginaria dicha cuadrica, la 
forma J (<p) queda determinada como funcion continua en todas direcciones, 
o bien como carga continua (positiva, negativa o nula) sobre la superficie 
esferica Sep, 3 = 1 de radio 1; la sola diferencia es que no hay puntos reales 
de F = 1 en las direcciones donde esa carga J es negativa (suele expresarse 
diciendo: el vector es imaginario y es q 2 < 0, convenio que no necesitamos). 

En los puntos en que esa funcion J (cp) alcanza su maximo o minimo 
absolute o cualquier otro valor extremal (§ 70-1, c), deben anularse 
(§ 70-8) las derivadas de XJ— (^cp, 3 — 1) = X;g/c r .<prcp.— (^cp, 2 — 1), es 
decir: 

[Ap. 11-55] XZ.kr.y, — cp, s= 0 , 

ecuaciones que determinan cada direccion extremal -{cp,}- y el correspon- 
diente valor real (§ 63-5, ch) de X; estos son autovalores y aquellos los 



Ap. II -3 


correspondientes autovectores o direcciones principales. Llamaremos nume- 
ros caracteristicos a los reciprocos >’= 1/A. de los autovalores X. 

Procedamos analogamente con el nucleo continuo k(r, s) y la forma 
integral correspondiente: 

[Ap. 11-56] J(q>) es J/k(r,«) p(r)cp(s) drds , (/[cp(r)] 3 dr = 1) , 

Observese que subsiste la formula analoga a [Ap. 11-54], pues 11a- 
mando q=|x(r)|, es decir q 3 —. || x(r) || =J[x(r)] 2 dr, es: 

F = f f k(r, s)x(r)x(s)drds = Q a ffk(r, s)cp(r) <p(s)drds ; 

brevemente: F = q 2 J. Las ecuaciones F = 1, F =—1 representan cuadricas 
conjugadas, conjuntos de infinitas funciones x(r), tales que correspon¬ 
de una a cada cp, excepto para aquellas cp que anulan a J. 

Con lenguaje geometrico consideramos J (cp) como “funcion de carga” 
sobre la superficie esferica de todas las funciones continuas unimodu- 
lares cp 2 = |fcp|| = l, es decir, a cada punto o funcion continua unimodu- 
lar cp le asignamos un numero real (positivo, negativo o nulo), que es el 
correspondiente valor de J. 

Esta funcion toma valores reales acotados superior e inferiormente, 
pues la desigualdad de Cauchy-Schwarz (§ 96-2 y Cap. XXV, nota I) 
aplicada a esta integral doble [Ap. 11-56], producto escalar de k(r, s) 
por <p(r) cp(s) expresa: 

[Ap. 11-57] 

J 9 < JT[k(r,s)] 2 drds . /J'[cp(r)] 2 [q ) (s)] 2 drds = / J[k(r, s)] 2 drds . 

El conjunto de valores numericos de J tiene, por tanto, un extremo 
superior v x pero, ^serd accesible? La contestacion afirmativa veamosla se- 
guidamente. 

c) Existenda, y naturaleza del mdximo de J (cp). — La integral 
J(cp) dada por [Ap. 11-56] es ejemplo de funcional (Cap. XXVIII, nota 
X-l, a) , en el espacio de funciones normalizadas | cp J == 1, y es continua 
respecto de la convei’gencia uniforme de las cp, pues si esta se incrementa 
en una funcion suficientemente pequena en “metrica uniforme” (§ 96, ejer- 
cicio 5), el incremento de J es arbitrariamente pequeiio, como salta a la 
vista de la expi’esion [Ap. 11-56]. Si para tales funcionales continuas 
tratamos de aplicar el teorema de Bolzano-Weierstrass sobre el maximo 
accesible (§ 26-4) nos encontraremos que ni tan solo es aplicable la de- 
mostracion vista para el teorema extremal del metodo variacional cons¬ 
tructive (Cap. XXVIII, nota X-4, 6), pues es facil ver que la familia de 
todas las funciones continuas normalizadas no es equicontinua (Cap. 
XXVIII, nota X-4, c), ni compacta.* Aun existiendo el extremo superior 
v x de J, segun antes b) hemos visto, si se elige una sucesion •jcpnj- de modo 
que — J(cp„)< 1/2", es ciertamente J(cp„) —> v x ; pero la sucesion -jcp n }- 
puede no ser convergente. Tampoco podemos aplicar el metodo de la suce¬ 
sion 'parcial convergente (Cap. XXVIII, nota X-4, b, c) poi’que la familia 
de las funciones normalizadas no es ni equicontinua ni compacta. 

Para poder aplicar dicho metodo de la sucesion parcial convergente, 
lo que equivale a opei'ar en un espacio compacto en si (Cap. XXVIII, nota 
X-4, a), nos referimos a las funciones emanantes (Cap. XXVIII, nota 
IX, c) de un nucleo continuo k(r, s) con coeficientes g(s) de norma uni- 
formemente acotada, es decir, a las expresadas asi: 


* Oha6rvoHC que tnmpoco es unifovmemente ncotadn. Ann a pesar de estar uniforme- 
mento acotada, no es equicontinua ni compnctn la fnmilin de funciones continuas definidas 


nsi on (— 1 : +1) : f„(r) 


~ 


= O 


»v|r| para |r| ^ 1/n, 

|rj > 1/n. 
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[Ap. 11-58] f(r) = Jk(r, s)g(s)ds , ||g(s)||<m . 

Para estas vale: 

Teorema 1. — Forman familia equicontinua, uniformemente acotada, 
y, por tanto, compacta (teorema de Arzela, Cap. XXVIII, nota X-4, e ) 
todas las funciones emanantes [Ap. 11-58] de un nucleo continuo k(r, s) y 
coeficientes g(s) de norma uniformemente acotada. 

En efecto, si llamamos Ak = k(r', s)—k(?-", s), por la desigualdad de 
Cauchy-Schwarz es: 

[f(r')— f(r")] 2 = [ jAk . g (s) ds] 2 < J[Ak] 2 ds . J[g(s)] 2 ds , 

y por la continuidad uniforme de k(r, s) (teorema de Heine, § 65-3, 
nota 2) es [Ak] a < e 2 /m para todo par | r' — r" | < 8, conservandose 
J[g( s )] a ds < m, luego |f(r')—f(r")|<e, cualquiera que sea la g(s), 
con la sola condicion ||g(s)|| < m, como queriamos demostrar. Analoga- 
mente la familia es uniformemente acotada, pues 

|f(r)| a < J[k(r, s)] 2 ds . J'[g(s)] 2 ds < mW , 
si | k(r, s) | < M. 

La demostracion de que la forma cuadratica integral J (cp) admite un 
maximo la haremos mediante el nucleo iterado [Ap. 11-19] que ahora de- 
signamos 

[Ap. 11-59] k(r, t) = k 2 (r, t) = Jk(r,s)k(s, t)ds = k(<,r) , 

aqui tambien simetrico. Si en la forma cuadratica integral correspondiente: 
[Ap. 11-60] J(cp) = f f\i(r,t)cp (r)(p(t)drdt ; J[cp(r)] 2 dr = 1 ; 

se sustituye [Ap. 11-59], se obtiene la expresion: 

[Ap. 11-61] J(cp) = / [ Jk(r, s) cp (r) dr] 2 ds , 

y por tanto, para cualquier funcion cp (r) es J (cp) > 0. 

Vamos a demostrar primero el teorema del maximo para J(<p), es de- 
cir, vamos a demostrar que entre todas las funciones normalizadas cp(r), 
existe una cf>(r) que satisfaee las dos condiciones siguientes: 

J[$(r)] 2 dr = 1 ; J($) > J (cp) . 

Como en [Ap. 11-57] se demuestra que existe el extremo superior 
H > 0 de J (cp) (pues suponemos k(r, s) no identicamente nulo) ; sea en- 
tonces una sucesion (<]/■„(?•) }- de funciones normalizadas tales que J(>kn) —* 
—> g. A partir de estas introduzcamos: 

[Ap. 11-62] con(r) = -7rr-——Jk(r, s)^ n (s)ds , 

VJ (-£>.) 

que vamos a demostrar es normalizada y tal que J(co„) —» g. 

Es normalizada, porque de la definition [Ap. 11-62] y la expresion 
[Ap. 11-61], se deduce: 

J'ov'dr = --J[/k(r, s)^„(s)ds] 2 dr = 1 . 

J (*n) 

Por otra parte, la misma expresion [Ap. 11-61] aplicada a co„(r), 
teniendo en cuenta [Ap. 11-62] da: 

J (co n ) = J'[J’k(r, s)co„(r)d?'] 2 ds = 

= —- 1 —J[/k(r, s)dr/k(r, t)<fr n (t)dtyd8 . 

J (*») 
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Si esta ultima se multiplica por $ *„ 2 ds = 1, y se aplica la desigual¬ 
dad de Cauchy-Schwarz se obtiene: 

J(co ) > - 1 — [J^«(s)dsJ'k(r,s)drJk(r, t)^ n (t)dty = 

n} * J (*,) 

— — 1 -[JJ'^-n(s)(k«(t)dsdiJ'k(s, r)k(r, t)dty = 

J (^n) 

= V, _ v [//k(s, t)y&n(s)<Sr n {t)dsdty = J(*„) , 

J (SkJ 

teniendo en cuenta [Ap. 11-59], [Ap. 11-60] _y que el nucleo es simetrico. 

Puesto que J (•»&„) —> p, siendo J (co„) > J(^»), debe tambien tender 
J (con) a su extremo superior |i como queriamos demostrar. 

Ahora bien, las co„(r) son emanantes [Ap. 11-62] del nucleo k(r, s), 

transformadas de la sucesion •j-^, l (s)/VJ(4cn) 1- y aplicando a ellas el 
anterior teorema 1 de compacidad (cfr. Cap. XXVIII, nota X-4, c), existira 
una sucesion parcial uniformemente convergente lim 4 co^ = cp, continua co¬ 
mo las co„ , tal que por la continuidad de la forma J es J(co„ )—> J(<P), 

1 < 

luego J (cp) = |x, y el teorema del maximo accesible queda demostrado para 
la forma J (cp). 

Por otra parte, si, en general, una forma integral cuadratica J (cp) 
alcanza su extremo superior r x para la funcion normalizada <p x , puede 
demostrarse directamente que esa cpi y ese numero v — i- x satisfacen la ecua- 
cicn integral: 

[Ap. 11-63] cp (?•) = —jp/k(r, s)cp(s)ds , 

lo que, por ejemplo, podemos en particular aplicar a la forma J (cp) para 
establecer: 

[Ap. 11-64] M-cp(r) = Jk(?', s)<p(s)ds . 

En efecto, sustituyamos J (cp) < »’ x con la condicion Jcp 2 dr = 1, por la 
mas general: 

[Ap. 11-65] J(g)/.fg 2 dr < » x 

para toda g(r) de cuadrado integrable, pues es 

J(g/Vjg°"dr) = J(g)/.fg a dr con f (g/V J'g 2 dr) 2 dr = 1 . 

En particular es: 

[Ap. 11-66] J(cpi) / J'cp x 2 dr = J (cpi) = r x . 

Si se incrementa la funcion fija cp, (r) poniendo cp x (r) + tw(r) (con 
w(r) cualquier funcion fija continua) para valores reales de t se tiene 
una funcion real: 

J(cpi-f-fw) = J Jk(r, s) [cpi (r) + tw(r)] [cpi(s) + £w(s)]drds = 

= J(cpi) + tf Jk(r, s) [cpi(r)w(s) + cp x (s) w(r)]drds + t~ J(w) , 

a la que puede aplicarse la acotacion [Ap. 11-65], dando: 

J(cpi + tw) < vif (cp x + tw) 5 dr zr ^,[1 + 2t Jcp x (r)w(r)dr + ^/Vdr] , 
y teniendo en cuenta [Ap. 11-66], por la simetria k(r, s) =k(s, r), queda: 
2f[.f .fk(r, s)cp x (s)w(r)dsdr—''l.fcp,(r) w(r)dr] + t 2 [J(w)— *' x Jw 2 dr]< 0. 

De una relacion do este tipo ta + < 2 (3 < 0, se deduce que a debe ser 
nulo, pues de lo contrario seria posible encontrar t suficientemente peque* 
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no y de adecuado signo para que t(cx + i|3) fuese positivo. Desde luego, 
debe ser entonces |3 < 0, lo que ya ocurre en la anterior por [Ap. 11-65], 
para g(r) =w(r). En definitiva, resulta: 

[Ap. 11-67] /['Vpi(r) — Jk(r } s)tpi(s)ds]w(r)dr == 0 , 

condicion valida para toda w (r) continua, que exige: 

[Ap. 11-68] »itpi(r)— Jk(r, s) cpi(s) ds = 0 , 

pues siendo continuas k y tpi, si en un punto r 0 fuese esta expresion ^ 0 
(por ejemplo, valiese 2a > 0), en todo un entorno (p, q) seria > a, y eli- 
giendo w(r) = (r — p) ( q — r) en (p, q) y nula en el resto del intervalo 
base, resultaria > 0 el primer miembro de [Ap. 11-67]. Conclusion: 

Teorema 2. — Toda funcion normalizada <p,(r) que sea extremante 
de la forma J (<p) satisface la ecuacion [Ap. 11-68], es decir, es autofun- 
ci6n del nucleo k(r, s), con el numero caracteristico correspondiente 
ri = J(<pi). _ 

Habiendo ya quedado demostrado que J (cp) alcanza su m&ximo p para 
una funcion normalizada el teorema 2 implicara que se cumple 

[Ap. 11-64]. 

De aqui resulta tambien que [Ap. 11-63] posee autovalores y auto- 
funciones. Sea en efecto: 

[Ap. 11-69] yfri(r) = $(r) H-Jk(r, s)<p(s)ds , 

Vp 

y entonces, si ^ a (r)=0, la misma <£(r) es autofuncion de [Ap. 11-63] 
con el autovalor —l\/p. Si en cambio -^i(r) no es identicamente nula, 
teniendo en cuenta su definicion [Ap. 11-69] pongamos: 

—;=? Jk(r, »)^i(s)ds = 

Vp 

= -4=/k(r,s)<E*(s)ds + — j-[/k(r,s)k(s,t)ds]#(t)dt = 

Vp ^ 

<= A=. Jk(r, s)«p(s)ds + — X - Jk(r,«)$(t)di = 

Vp » 

= Jk(r, s)<i>(s)ds -1- <I>(r) , 

Vp 

donde luego hemos aplicado [Ap. 11-59] y [Ap. 11-64]. Teniendo de nuevo 
en cuenta [Ap. 11-69] se obtiene: 

Jk(r, a)<[r 1 (s)ds = VwMr) , 
y normalizando mediante: 

rpi(r) — <pi(r)/V f-$n 2 dr 

resulta finalmente: 

[Ap. 11-70] Vp<pi(r) = J*k (r, s)cpi(s)ds , 

y por tanto la funcion normalizada <Pi(r) es autofuncion de [Ap. 11-63] 
con autovalor 1 /Vm- 

Si se multiplica [Ap. 11-70] por <pi(r) y se integra respecto de r, 
se obtiene: 

[Ap. 11-70'] ViT= V(*/<Pi s dr = JJk(r, s)cpi(r) cpi(s)drds = J (qpi) , 
es decir, el valor de J (<pi) es el numero caracteristico Vp de <pi(r), que va- 
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mos a ver es maximo de la forma cuadratica J(cp). En efecto, mediante 
la expresion [Ap. 11-61] y la desigualdad ^e Cauchy-Schwarz, teniendo 
en cuenta que p es el maximo de la forma J(tp), resulta: 

[Ap. 11-71] p>7(cp)= J[Jk(r, s) tp(r)dr] 2 ds . /<p 2 ds > 

> [J/k(r, s)cp (r)cp(s)drds] 2 = [J(<p)] 2 . 

Si hubiese resultado ^i(r) =0 en [Ap. 11-69], aparte de ser ya 
J($) = — Vm-» mediante: 

<fr a (r) = 4 >(r)-7=/k(r,s)#(s)ds , 

Vp 

[no identicamente nula, por no serlo la funcion normalizada $(>•)], se 
obtendria del mismo modo otra autofuncion normalizada <p 2 (r) con 

j( ( p 2 ) == — Vf* = J(<E>)» wiwiwo de J (cp) en virtud de [Ap. 11-71]. 

Por tanto, queda demostrado: 

Teorema 3. — Toda forma cuadratica integral _J (cp) dada por 
[Ap. 11-56] para un nucleo continuo simetrico k(r, s) = k(s, r) tiene su 
extremo en valor absoluto accesible, verificdndose tambien para dicho ex - 
tremo el teorema 2 . , ei _. . , , 

Si J(cp) toma solo valores positivos (en forma cuadratica integral 
definida positiva, § 63-7) el extremo superior accesible, o sea, su maximo 
v x > 0 es numero caracteristico. Analogamente, si J toma solo valores 
negativos (es forma cuadratica definida negativa), su minima v. x < 0 es 
numero caracteristico. Si J toma valores de uno y otro signo (es forma 
cuadratica integral indefinida, § 63-7) su extremo en valor absoluto 
|p,| es accesible y proporciona una autofuncion <pi(r) de numero caracte¬ 
ristico v x . Para determinar las demas autofunciones, veamos la sencilla 
relacion que debe unirlas. 

d) Ortogonalidad de autofunciones. — Cualesquiera que sean los sig- 
nos de dos autovalores h. ^ o de sus reciprocos v x =£ v 2 (numeros carac- 
teristicos), como sus correspondientes autofunciones satisfacen por defini¬ 
cion las identidades 

r,cp i{r) = Jk(r, s) cpi(s) ds , >**q)a(r) = Jk(r, s) cp 2 (s) ds , 

multiplicando respectivamente por cp 2 (r), qii(r) y restando, resulta: 

(j-j — v 2 )(p, (r)cp 3 (r) = Jk(r, s)cpi(s) cp 2 (r)ds — Jk(r, s)cp a (s) cpi(r)ds ; 

integrando respecto de r los dos miembros, resultan en el segundo dos 
integrales dobles cuyos integrandos toman valores iguales en puntos sime- 
tricos ( r,s), (s, r) respecto de la recta r = s, por ser k(r, s) =k(s,r); 
y como el cuadrado en que ambas estan definidas es simetrico respecto de 
esta recta, ambas integrales son iguales, luego: 

(j>, — r 2 ) (cpi. <p 2 ) = 0 , de donde (cp 1 .<p 2 )= 0 . 

Mas general: 

Teorema 4. — Las autofunciones correspondientes a autovalores dis- 
tintos de un nucleo simetrico sob re un campo simetrico de integracion for- 
man un sistema ortogonal; y si estan normalizadas por la condicion 
|<p,| a = 1, el sistema es ortonormal. 

Si <p fuera autofuncion de numero caracteristico imaginario v, sera 
tambien autofuncion correspondiente al conjugado v la conjugada tp, pues 
siendo k(r,s) real, la igualdad [Ap. 11-63] tambien se verifica para los 
valores conjugados cp y v, pero la ortogonalidad: 

J<p cp dr = /|tp| 3 dr = 0 
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esta en contradiction con el valor 1 de esta integral (cfr. § 63-5). Por 
tanto: 

Teorema 5. — Todos los autovalores de nucleo real simetrico son 
reales, pudiendo tomarse reales las correspondientes autofundones. 

e) Autovalores multiples. — Cabe que a un autovalor X correspondan 
dos autofuncioncs cp,, tp 2 linealment-e independientes (§ 68-4), es decir: 

<Pi(f) = XJk(r, s) cpi(s)ds , cp 2 (r) = X/k(r, s) cp 2 (s) ds '. 

Sumando estas igualdades, multiplicadas por constantes Ci y cs, 
resulta: 

Cxtpi(r) + c.cp 2 (r) = X/k(r, s) [citpi(s) + c 2 cp 2 (s)]ds , 

es decir, todas las funciones c,cp, + c.cp. son autofunciones correspondientes 
o (como tambien diremos) homologas de X; y si no hay mas diremos que X 
es autovalor doble y, en general, se dira n-ple si le corresponden n auto¬ 
funciones linealmente independientes tp,, cp 2 , ..., <p n , y por tanto, todas las 
del espacio w-dimensional Cjcp, + ... + c„tp„. Como funciones correspon¬ 
dientes al autovalor X elegiremos cn esta familia n ortogonales entre si 
(§ 97-4) para ubicarlas en la sucesion que vamos a formal-, y en esta 
sucesion o espectro de autovalores, escribiremos cada uno tantas veces 
como indique su orden de multiplicidad, el cual, como pronto veremos (teor. 
6), es finito. 

f) Formacion y distribucion del espectro de un nucleo simetrico. — 
Establecida la ortogonalidad de las autofunciones, nada mas facil que 
determinarlas todas, por metodo inductivo, a partir de la ya obtenida como 
homologa del numero caracteristico v x , extremo de J. 

Para ello, restrinjamos la variabilidad de las cp con la nueva con¬ 
dition (cp . cp,) = 0, y suponiendo J definida positiva, en el campo asi 
reducido alcanzara J un maximo > 0; pero siendo < r x (pues v , era el 
maximo en campo mas amplio), resulta el segundo autovalor X 2 > Xi. Con- 
sideremos ahora las funciones cp ortogonales a cp, y cp 2 , y sea r 3 el maximo 
de J en ellas, siendo, por tanto, v,, < ;- a ; y asi puede proseguirse, obteniendo 
la sucesion de autovalores: 0 < X, < X 2 < X„ < ... Observemos que el me¬ 
todo equivale en E a a restringir la superficie esferica de direcciones a la 
circunferencia ecuatorial, y despues a los extremos de un diametro; en E„ 
equivale a que la esfera |cp| 3 = 1 vaya reduciendose hasta llegar a la di¬ 
mension ... 2, 1, 0. En nuestro caso, si el nucleo no es disociado, el proceso 
es infinite (Ap. II-4, a, teor. 2). 

Si J es definida negativa resultara, por simple cambio de signo de J, 
o por obtencion de minimos en vez de maximos, una sucesion de autova¬ 
lores 0 ^ X-l ^ X-3 ^ X-3 ^ ... . 

Si J es indefinida resultara una sucesion ordenada por valores abso¬ 
lutes decrecientes de los numeros caracteristicos Ir,| > |» 9 | > 1 1 ',) > ..., o 
creciente de los autovalores 0 < |X,| < |X 2 | < |X 3 | < ... . De ellos, acaso 
haya solo un numero finito de determinado signo, pero luego veremos 
(Ap. II-4, a, teor. 2) que no pueden ser finitas las de uno y otro signo 
si el nucleo no es disociado. 

Puesto que las autofunciones cp„(s) del nucleo k(r, s) son ortonorma- 
les en (0; 1), parece natural aplicar la desigualdad de Bessel (§ 97-2 a,) 
a este nucleo como funcion de s, siendo sus componentes, o sea, sus c.F. 
(funciones de r) : 

c n = Jk(r, s)cp„(s)ds ; %c n 3 < J[k(r, s) ] 2 ds ; 

pero si v„ es el numero caracteristico de cp„, esta integral que expresa 
c„, segun [Ap. 11-63] coincide con ^„cp„(r), luego: 

[Ap. 11-72] 2>v[cp„(r)] 3 < f [k(r, s)] 2 ds , (n = 1,2, ...,m) , 

e integrando respecto de r en el intervalo (0; 1) : 

t v n < ||k(r, s)|| , (n = 1, 2, ..., m) , 
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acotacion valida para todo m, lo que no podria ocurrir, si al crecer m 
indefinidamente, tuviese la serie resultante del primer miembro un nume¬ 
ro infinite de terminos iguales, de donde obtenemos: 

Teorema 6. — El orden de multiplicidad de cada v n (o del autovalor 
}. n ) es finito; pero al variar n, ese orden puede llegar a superar cualquier 
numero. 

Corolarios inmediatos son tambien: 

Teorema 7. — Es finito el numero de v m superiores, en valor absoluto, 
a una cota prefijada, es decir, excluido un entorno del origen, solo hay 
un numero finito. Por tanto, es finito el numero de autovalores en intervalo 
finito. 

Teorema 8. — Si el nucleo tiene infinitos autovalores (tal sucede si 
no es disociado, como pronto veremos, Ap. II-4, a, teor. 2) converge la 
suma de cuadrados de sus reciprocos (numeros caracteristicos) y es: 

00 

[Ap. 11-73] », s < ||k(r, s)\\ , lim„|*'„| = 0 , lim„|X„| = co . 

Como la condicion [Ap. 11-68] es necesaria pero no suficiente para 
extremal- la forma J, cabe pensar que haya autofunciones no extremantes, 
omitidas, por tanto, en el proceso extremal inductivo antes explicado, y aun 
cabe suponer que no sea numerable el conjunto de autofunciones, o que 
aun siendolo no haya quedado agotado por la sucesion cp„. Los tres temo- 
res se desvanecen por el absurdo, suponiendo otra autofuncion cp 0 de 
numero caracteristico v 0 la cual sera, segun (d ), ortogonal a todas las <p„. 
Supongamos, pues, una funcion continua normalizada <p„ ortogonal a las 
(p„ (n = 1, 2, .. .) y sea J(<p„)= v 0 , tal como hemos visto en [Ap. 11-70']. 
Como fi es el maximo en valor absoluto de todos los valores J (tp) sobre la 
esfera |tp| 2 = 1 es |»y| < pero siendo cp 0 ortogonal a epi esta en el es¬ 
pacio reducido que todas las ortogonales a tp, forman (cfr. Ap. I, h, teor. 
13), y por tanto, |i<o| < etc. En virtud de [Ap. 11-73] el numero |^ 0 | < 
< 1^,1 deberia ser nulo, contrariamente a su significado v 0 = 1/X 0 ; si 
el nucleo es disociado, existe ya un numero finito de numeros caracte¬ 
risticos (Ap. II-4, a, nota), que pueden obtenerse por el metodo extremal 
antes explicado. En definitiva: 

Teorema 9. — La sucesion X„ formada por el metodo extremal induc¬ 
tivo antes explicado, es el espectro de todos los autovalores del nucleo. 

Asi, el conjunto de autovalores es esencialmente discreto ; pero si el 
campo de integracion es infinite puede resultar continuo y cesar la orto¬ 
gonalidad demostrada en (d) (cfr. Ap. II-5, /). 

4. Desarrollos en serie de los nucleos simetricos y de sus emanantes. 
— a) Nucleos desarrollables bilinealmente. — Si para cada valor de r 
el nucleo es desarrollable en serie uniformemente convergente de funcio¬ 
nes ortonormales |3n(s): 

[Ap. 11-74] k(r, s) = k,p,(s) + k 2 p 2 (s) + . .. , 

los coeficientes k„, funciones de r, estan determinados por las clasicas 
formulas de Euler (§ 97-1, def. 2) : 

k„(r) = /k(r, s)P„(s)ds , 

aqui sencillamente obtenidas al multiplicar ambos miembros de [Ap. 11-74] 
por fb, (s) e integrar respecto de s, en el segundo miembro termino a ter- 
mino (§ 85-1, teor. 1). 

En particular, si las |3„(r) son las autofunciones cp„(r) del nucleo 
k(r, s), es por definicion: 

[Ap. 11-75] /k(r, s)cp n (s)ds = ^tpjr) , 

luego: 

kn (r) = » n (ph(r) , 
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y ahora el desarrollo supuesto en [Ap. 11-74] es bilineal, del tipo: 

[Ap. 11-76] k(r, s) = i'icpi(r) cpi(s) -f r 2 cp 2 (r) cp 2 (s) + ... . 

Bastard, pues, estudiar los nucleos de tipo bilineal [Ap. 11-76] segun 
las autofunciones, con coeficientes que son los numeros caracteristicos para 
agotar todos los posibles desarrollos en serie uniformemente convergente de 
autofunciones. 

Reciprocamente, si k(r, s) admite desarrollo bilineal uniformemente 
convergente: 

[Ap. 11-76'] k(r, s) = v c „ a„ (r) a„ (s) 

de coeficientes c„ cualesquiera y funciones ortonormales a „(s) cualesquiera, 
los c.F. son k„(r) = c„a„(?-), es decir, aplicando al primer miembro de 
[Ap. 11-75], la [Ap. 11-76'] con a n en lugar de «p„, al integrar termino 
a termino, resultard como_ segundo miembro c n a n (r), expresando que 
a,,(r) es autofuncibn del nucleo y c n el correspondiente numero caracte- 
ristico. Y asi se obtienen todas las autofunciones y todos los numeros ca¬ 
racteristicos, pues si oo (r), normalizada, es ortogonal a todas las a,(r), 
aplicando [Ap. 11-76'] sera 

J’k(r, s)cto(s)ds = 0, 

y por tanto, el primer miembro no valdra v Q ao(r) para v o ^=0; es decir, 
ao(r) no es autofuncion. De aqui: 

Teorema 1. — Si el nucleo k(r, s) admite desarrollo bilineal [Ap. 11-76] 
uniformemente convergente respecto de una variable, siendo ortonormales 
las funciones cp n (r), estas son precisamente las autofunciones del nucleo 
y los coeficientes son los numeros caracteristicos. 

Corolario. -— Si la serie [Ap. 11-76] se reduce a un polinomio de n 
termmos, es decir, si el nucleo es disociado: 

m 

k(r,s) = jc B cu(r)Ms) , 

y si ademas las (3„ son las mismas funciones a„ formando sistema ortogo¬ 
nal, estas son las autofunciones del nucleo y los coeficientes son sus numeros 
caracteristicos. 

Nota 1. — Este corolario del teor. 1 resulta directamente reduciendo 
como se hizo en [Ap. II-8], la ecuacion: 

. vq>(r) = Jk(r, s)<p(s)ds 

al sistema: 


j'X) = %)C)k { fX, con k ( , = Jfboqdr ; X t = Jfbcpds 
pues siendo las (3, las mismas funciones a ( en un sistema ortonormal, es 


kn 



si i j 
si i = j 


y resultaran como valores v los coeficientes c x , Cs, . 


•, Cm. 


Observese que la mencionada reduccion a sistema algebraico lineal 
demucstra que aun suponiendo el nucleo solamente disociado, este admite 
una representacion bilineal simetrica, subsistiendo asi para nucleo diso¬ 
ciado las conclusiones que probamos para dicha representacion. 


Ejemplo 8. El nucleo disociado k(r, s) = r -f- s admite la representacion 
bilineal simetrica k(r, s) Cjai(r)a,(s)+ CM 2 (r)asis), con 

a,(r) = (l + V3r)/V2 + V3, c 1= l (V3" + 2)/V3; 

a 3 (r)=(l— V3r)/V2— V3^ c 2 = l( V3^— 2)/‘/3i 
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Aplicacion importante del mismo corolario es ver que un nucleo no 
disociado no puede tener un numero finito de autovalores. 

En efecto, supongamos que k(r, s) tenga solamente m autovalores, o 
sea, m numeros caracteristicos »\ y formemos con ellos el nucleo disociado: 

ko(r, s) = J’lCpjMcp i(s) -F ... + v m q> m (r) <p m (s) . 

De la definicion de autovalor y autofunciones mediante [Ap. 11-75], 
resulta que una autofuncion de dos nucleos lo es de su suma y diferencia, 
y el numero caracteristico es suma o diferencia de los respectivos numeros 
caracteristicos. Resulta, pues, que el nucleo lc,(r,s)= k(r, s) — k 0 (r, s) ea 
identicamente nulo, ya que el maximo y el minimo de la forma cuadratica: 

//k^r, s)(p (r)q>(s)drds 

son v x — v 1= , 0, v m —v m = 0; luego k (r, s)= k 0 (r, s) . Es decir: 

Teorema 2. —■ Condicion necesaria y suficiente para que un nucleo 
tenga un numero finito m de autovalores, es que sea disociado, es decir, bili¬ 
neal respecto de sus m autofunciones, con m coeficientes que son sus nu¬ 
meros caracteristicos. 

b) Funciones emanantes de un nucleo. — Si f(r) es emanante de 
k(r,s), es decir (Cap. XXVIII nota IX, c) transformada de la funcion 
continua g(s) por el operador k(s,r), o sea: 

[Ap. 11-77] f(r) = Jk(r, s)g(s)ds 

y designamos por g n los c.F. de g(r) respecto del sistema ortonormal -! cp n 
de autofunciones (§ 97-1 def. 2), los c.F. de f(?’) se deducen muy senci- 
llamente asi: 

/„ = Jf (r)<p„(r)dr = J'<p„(r)dr/k(r, s)g(s)ds . 

Como es legitima la permutacion de integraciones por la supuesta con- 
tinuidad (§ 86-2, teor. 2), resulta: 

/» = Jg(s)ds/k(r, s)cp n (r)dr , 

pero esta ultima integral, transformada de rp„, es precisamente «vp n (s), 
por definicion [Ap. 11-75] de autofuncion; luego: 

[Ap. 11-78] /„ = »’njg(s)(p n (s)ds = v„g n , 

de donde: 

Teorema 3. — Los c.F. respecto de las autofunciones del nucleo k(r, s) 
de la funcion emanante, o transformada de g(s) por este nucleo, son los c.F. 
de g(s), multiplicados por los respectivos numeros caracteristicos. 

Inmediatamente ocurre preguntarse: 19) Si se verificard el desarrollo 
cuadratico (§ 97-3, def. 2): 

[Ap. 11-79] f(r) = ^firi<f>i(r) + ^^(r) + ... ; 

29) ^Podra omitirse el indice 2, resultando la mds estricta convergencia 
puntual? Asi resulta, en efecto, de la hipotesis [Ap. 11-76] (que no se 
verifica para todo nucleo) pues siendo: 

f (r) = Jk(r, s)g(s)da k(r, s) = 2 p n<pn (r)tp»(s) , 

con serie uniformemente convergente, es legitima la integracion termino a 
termino (§ 85-1, teor. 1) para r fijo y 0 < s < 1; es decir: 

f(r) = 2*vp„(r) Jg(s)(p»(s)ds , 

y llamando g n a estas integrales (c.F. de g(s) respecto del sistema orto- 
normal icp„}-), resulta el desarrollo: 

[Ap. 11-80] f(r) = 2,v n g„<pn(r) , g n — (g . (p„) . 

Mediante el metodo de Schmidt vamos a ver (teor. 6) qu« este dea- 
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arrolio es valido sin exigir la restriccion da suponer el nucleo desarrollable 
bilinealmente, y ademas probaremos (teor. 6) el desarrollo bilineal, menos 
exigente (§ 97-6, Ci), en media cuadratica de dicho nucleo. 

c) Resolution de la ecuacion integral general de segunda espetie de 
nucleo simetrico. — Si damos a X cualquier valor numerico distinto de los 
autovalores X,,, carece de solucion la ecuacion homogenea; pero en cambio 
admite solution unica continua (Ap. II-2, d) , como vamos a volver a probar 
y hallai 1 , la no homogenea: 


[Ap. 11-81] 


x(r)— ?,J'k(r, s)x(s)ds =: h(r) 


Comenzando por la unicidad, si x(r) es solucion de [Ap. 11-81], es 
decir, si x (r) —h(r) es su transformada por el nucleo >.k(r, s) , y llama- 
mos c„ a sus c.F. y h„ a los de h(r), los de x(r) seran c n -f h„ ; y por teor. 3 
debe ser: 


. , , , . Xh„v n Xh n 

c, = He. + h n )v n , c, = = X ~ T 

La unica solucion continua posible es, por tanto, 


[Ap. 11-82] x (r) = h(r) + %c n cp n (r) , c„ = , 

pero, ^eonvergera esta serie?; y si converge, £sera solucion? 

La convergencia absoluta y uniforme resulta observando que para 
n ^ co es (Ap. II-3, teor. 8) : 


j ^ 12 

- - --- -»1 . y por tanto: ^ _yp < y-|- , ( n>n «) , 

luego cs mayorante la serie: 

2IM2KI . IM . |cp„ (r) | , 

cuya convergencia uniforme sera demostrada en [Ap. 11-88]. Si se susti- 
tuye la serie [Ap. 11-82] en la ecuacion integral, la satisface, pues por 
definicion de <p„ se cumple [Ap. 11-73] y por el teor. 3 y la convergencia 
de la ultima serie, es: 


< IM 


(n > 7u>) 


Jk(r, s)h (s)ds = v 

An 


de donde: 


X/k(r, s)x(s)ds = XJk(r, s) [h(s) +v 


X n — X 


- cp„(s)]ds = 


, v K <P»(r) Xhn(pnO') 

- x n + ** ,mM— x) 


= Sc„cp„(r) = x (r) 


Asi queda demostrada la existencia de solution unica continua, con la 
formula [Ap. 11-82] para calcularla. 

La solucion [Ap. 11-82] puede escribirse en forma explicita, sustitu- 
yendo las expresiones de 

Cn = Jh(s)cp n (s)ds, 

dando: 

[Ap. 11-83] Hr) = h(r) + XJ +^^~ ) + ...]h(.)d. 

o sinteticamente, adopta esta forma correlativa o dual de la ecuacion 
[Ap. 11-81]: 

x (r) = h(r) + XJ"K (r, s, X) h (s) ds , 
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donde este nucleo K, llamado resolvente de la ecuacion o reciproco del 
k(r, s), es: 


[Ap. 11-84] K (r,s,X) 


<pi(r) -pt(s) cp 2 (r )cp 2 (s) 

Xi — X + x, — x + 


Esta es la descomposicion en fracciones simples del “nucleo de Fred¬ 
holm” vista en Ap. II-2, d. 


d) Metodo de Schmidt y desarrollos en serie. — Esta calcado en el 
seguido para la descomposicion de una forma cuadratica algebraica en 
suma de cuadrados, o sea, la reduction a forma canonica (§ 63-7). En 
efecto, obtenida la autofuncion <p t con numero caracteristico v u para el 
nuevo nucleo simetrico 

k, (r, s) = lc(r, s) — >»i<pi (r)cpi(s) , 
la forma cuadratica de coeficiente k,(r, s) toma el valor: 

Ji = J — v if f<p (r) cp (s) cpi(r) (pi (s) drds = J — ^A, 2 ; 

(Ai = J<p(r)cpi(r)dr) , 

y obtenido para k,(r, s), supuesto no identicamente nulo, el numero carac- 
teristico maximo r 2 , con su correspondiente autofuncion cp 2 , pondremos: 

k 2 (r, s) = ki(r, s)— vtya(r)<pi(s) ; J 3 = Ji — v : A 2 . 

Sin embargo, hemos de probar que tambien v a es numero caracteristico 
y cp.j es autofuncion del nucleo primitivo k(r, s). En efecto, por hipotesis: 

[Ap. 11-85] Vitya(r) = /ki(r, s) tp a (s)ds = /k(r, s) cpa(s)ds — 

— *vpi(r) J(pi(s) tp a (s)ds . 

Multiplicando por qh(r) e integrando, resulta (pues <pi esta normalizada) : 
*'aj'<pi(r) cp 2 (?-)dr = .f.fk(r, s) <p, (r) (p 2 (s) drds — ^ij*q?i(s) tp»(s) ds = 

= /<Pa(s) [Jk(r, s)cpi(r)dr— r j(pi (s)]ds , 

donde el ultimo corchete es nulo por ser Vj numero caracteristico y q>, 
autofuncion del nucleo k(r,s) y por tanto cpi y cp 2 son ortogonales. Esto 
anula el ultimo termino.de [Ap. 11-75] y esta misma prueba entonces que 
Vi es numero caracteristico y cp 2 autofuncion del nucleo k(r, s). De la mis¬ 
ma manera demostrariamos que si k 2 (r, s) no es identicamente nulo, su 
existente (Ap. II-3, c ) numero caracteristico y autofuncion (p 2 lo son 
tambien del nucleo ki(r, s) y por tanto del primitivo k(r, s). 

Para ver si el nucleo k(r, s) es desarrollable en serie bilineal, forme- 
mos la diferencia: 

[Ap. 11-86] k„(r,s)= k(r,s)— [»*i<pi (r) q>, (s) + ... + »,<p.(r) cpn(s)] 

y con este nucleo construyamos la siguiente forma bilineal para cualquier 
par de funciones normalizadas a(r), |3 (r) : 

I„(a, P) = JJk„(r,s)a(r)P(s)drds , 

en particular: 

I,, (a, a) = J„(a) 

De la identidad: 

Ma + p;a + P) = I,,(a,a) + 2I H (a,P) + I„ (P, P) , 

resulta: 

J-(a + P) = J.(a) + 2I»(a + P) + J„(3) , 

y por ser |r ntl | el valor maximo de |J„| (Ap. II-3, /), resultan las acota- 
ciones: 

| Jn ((X) | | X'n+l | , | (P) | ^ | v n *1 | > | Jn (C* —j— (3) j ^ | V n ,, | . 
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Por consiguiente, el sumando restante es: 

I I»(tt,3)| < 2 I v„n | ; 

3 Cer ° <AP - n - 8 ’ te ° r ' 8 >' "»«» — lema 

rim T E J®™ A 4 - — Partin -> co, la forma integral bilineal I n (a, B) cle nu- 

u (r) k h (r) tiS a °Lr A J ' II " 86] V f un . ciones normalizadas cualesquiera 
a '' r )> |j(? ' tunde a ceio. Lo mismo sucede si a„(?•), B„(r) denenden dc « 
pero sus normas estan acotadas. 1 ' ' utpcnaen ae n, 

, hip6tei S 8 £ A P' H-76], he aqui la demostracion 
ngurosa del importante desarrollo en serie [Ap. 11-801 de las funciones 
emanantes del nucleo k(r, s), es decir, del tipo: 

f(r) = fk(r, s)g(s)ds . 

_ F fi u\ SOn *2® c,F % d ® res Pecto de las autofunciones de k(r, s), los 
c.F. de la transformada f (r), segun teor. 3, son /„ = g n> y para estud ar la 
convergencia de la s.F. de: 1 v p esiuaiar ia 

i(r) ~ 2/ n <p» (r) = %v u g n <p n (r) , 

acotemos su resto mediante la desigualdad [96-4] de Cauchy-Schwarz : 
[Ap. 11-87] [ , ’i. 5 'pcpp(r) + ... + v q g„y 9 (r)] a < 

< (ffr* + ... + ff« a )-| >, P £ [«pp(»')] a + ... + V[q>,(r)]*}-. 

V, es^ 0m ° COnverge (desigualdad de Bessel, § 97-2, a,), desde un 

g,? + • •. + g* < e ; 

y si M es la cota de | k(r, s)[, por la convergencia de la serie [An IT-721 

*-W*} cota ol «&S&5rt£ 

SIS do LAp. 11-87], luego converge urnformemente para todo r la serie: 

[Ap. 11-88] >*i£ri(pi(r) + ^qpa(r) + ... = y (r) , 

P, ! ra VOr 91113 esa suma « Pfecisamente lo 
tuneion dada f(?), escribiremos las sumas parciales en forma de integral: 

Y»(»*) = J I (r) cp, (s) |g(s)ds , 

mientras: ' 

f(r) = /k(r, s)p(s)ds , 

funei6n l P de a n r o™a e a°citecla: n3trUirOTOS U f °™ a bili " eal ™ dia " te aaa 

Ja„(r) [f (r) — Yn(r)]dr = J’a„(7-)dr/A; rt (r,s)g(s)ds = 

= SSkn(r.s) a„(r)g(s)drds , 

que tiende a 0 Pfra co. En particular, elegida 
y"[86-l] es- ’ CUya norma es ll«-ll<l|f||, entonces por el teor. 4 

limj* [/ (r) — Yn(r)] a dr = J[f(r) — Y (r)] 2 dr = 0 

nesdJnZZT Convergente en 8e ™ d * Fourier, segun las autofuncio - 

[Ap. 11-89] i(r) = Xv n g n( p n (r) , g n = Jg(r) cp„(r)dr . 

iSera legitimo pasar de [Ap. 11-86] al desarrollo en serie de k(r, s)? 
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No con convergencia puntual, pero si cuadratica. Para ello, formemos el 
nucleo iterado k 2 (r, t) aplicandole el desarrollo [Ap. 11-89] como funcion 
emanante de k(r, s), es decir, llamando: 

, k«(i) = Jk(r, t)cpn(r) dr , 

sera: 

[Ap. 11-90] k a (r, t) = Jk(r,s)k(s, i)ds = ^k,(t)(p B (r) , 

y como por definition de v n y simetrla de k(r, s) es: 

k„(r) = Jk(s, r)<p„(s)ds = J'„cp„(r) , 

k 2 (r, r) = XK*[<Pn(r)Y , 

tendremos : 

k 2 (r,r) — ^•[<p 1 (r)] a + ... + ^[(p,,(r) Y\ -> 0 para w -> oo ; 

y poniendo k 2 (r,r) en su forma integral, csta diferencia se puede escri- 
bir asl: 

J[k(r,s)] a ds — 2 2 "i 2 [cp.(r)] 2 + S"i s [<P< (r)] a -» 0 , 
que es el desarrollo de: 

J [k(r, s) — (r) cp, (s) ] 2 ds —> 0 , (i = 1, 2, ..., n) con n —» co , 

como se comprueba desarrollando el cuadrado y simplificando; importante 
resultado que enunciaremos asl (§ 97-3) : 

, Teorema 6. — Todo nucleo continuo y simetrico es desarrollable cua- 
draticamente en serie bilineal de sus autofunciones: 

2 

[Ap. 11-91] k(r, s) = 2"«pi (r)cpi (s) , 

Facilmente se deduce de [Ap. 11-90], al ser 

k»(0 = /k(r, t)q> n (r)dr = v n q>„(t) 

que 

k a (r, t) = S^cp.. (r)q)n(t) , 

y reiterando el procedimiento, resulta el hecho sorprendente: 

. Teorema 7. — Los nucleos iterados admiten el siguiente desarrollo en 
sene absoluta y uniformemente convergente respecto de ambas variables: 

[Ap. 11-92] k n (r, s) = 2»\ n <P< (r) cp, (s) , (m > 2) , 

y sin embargo para m == 1, debemos conformarnos con el desarrollo cua- 
dratico [Ap. 11-91], iQue condiciones deben imponerse al nucleo para que 
sea valido el desarrollo [Ap. 11-91], pero con convergencia absoluta y uni¬ 
forme? La contestacion la da el importante teorema de Mercer (1909) : 

Teorema 8. — Basta que el nucleo k(r, s) sea continuo y definido (es 
decir, de autovalores de signo constante) o que a lo sumo tenga un numero 
fmito de autovalores de uno de ambos signos, para que entonces sea valido 
el desarrollo [Ap. 11-76] en serie absoluta y unif ormemente convergente 
respecto de ambas variables. 

En efecto, si el nucleo k(r, s) es definido positivo, entonces la forma 
cuadratica correspondiente J (<p) es definida positiva (Ap. II-3, /), de 
donde se deduce que k(r, r) > 0, pues si para algun r 0 fuese k(r„, r„) < 0, 
seria facil eonstruir una cp (r) para la que fuera J (q>) <0, contra lo supues- 
to. Si se aplica esto al nucleo definido positivo k„(r, s) (y por ello podemos 
admitir un numero finito de autovalores negativos para k(r, s)), sera 

k n (r,r) = k(r,r) — S*-*[«p*(r)] a > 0 , 

que prueba la convergencia de la serie 2u<[cpi(r)] a , y por la desigualdad de 
Cauchy-Schwarz : 

(SV^<p,(r) V»q(p ( (s)) B < (2".[cPi(r)] 3 ) (2^[cp ( (s)] a ) , 
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queda tambien probada la convergencia de la serie %v 4 <p 4 (r) <pi (s) , absoluta 
y uniformemente en r y s, representando una funcion que por [Ap. 11-91] 
debe ser la k(r, s). 

5. Ecuaciones integrales de primera especie. Ecuaciones singulares. — 

a) Propiedades generates. — Cuando la funcion incognita no figura fuera 
del signo integral, la ecuacion de primera especie: 

[Ap. 11-93] /k(r, s)x(s)ds = h(r) 

plantea el problema inverso al estudiado en Ap. II-4, b, es decir, cono- 
cida la emanante h(r) calcular la generatrix x(s). Pero hemos visto que 
si k(r, s) es continuo, resulta h(r) continua, aunque x(s) no sea conti- 
nua (§ 86-2, teor. 1"); y por la regia de derivacion bajo el signo integral 
(§ 86-2, nota 4) resulta h(r) derivable si k(r, s) lo es; y si r es compleja, 
resulta h(r) analitica (§ 115-9, nota 3), a pesar de que x(s) sea discon- 
tinua, definida en intervalo real. La familia de emanantes es, pues, mucho 
mas restringida que la de generatrices, hecho nada sorprendente, pues en 
el algoritmo correlativo de las series funcionales ^.k^r) poco interesan 
las singularidades de la sucesion de coeficientes numericos y mucho, en 
cambio, la naturaleza de las funciones k„(r). 

Muchos y muy importantes son los resultados obtenidos en los tipos 
especiales siguientes: Laplace, Fourier, Stieltjes, Hilbert, y algo dire- 
mos de ellos; historicamente importante es la ecuacion integral de Abel 
( c) una de las primeramente estudiadas. En cuanto al problema general 
[Ap. 11-93] los resultados mas salientes obtenidos hasta ahora son estos: 

«i) Si el nucleo es simetrico y <p„, sus autovalores y autofunciones, 
toda serie: 

x(s) = XX n h„q> n (s) , con h n = Jh (r)cp„ (r)dr , 

es la solucion de [Ap. 11-93], como se comprueba sustituyendo, cuando 
sea umformementeconvergente. Es obvio que los K (c.F. de h(r)) deben 
decrecer muy rapidamente para que haya convergencia, pues K —> co 
(Ap. II-3, teor. 8). 

a -) Si el nucleo no es simetrico, se forman (segun E. Schmidt) 
nucleos simetricos adjuntos: 

k'(r,s) = Jk(r,t)k(s, t)dt ; k" (r, s) = Jk(£, r)k(t, s)d£ ; 
y se prueba la existencia de valores X„ y funciones <p„(r), \j/-„(r) tales que: 
cp„(r) = kjk(r,s)* n (s)ds , *„(>•) = X„Xk(s,r)<p„(s)ds , 
cp„(r) = Wk'(r,s) < p t (8)ds , *„(r) = L 2 /k"(r, s)*„(s)ds , 
llegandose a este resultado importante: 

Teorema de Schmidt (1907) : Toda funcion ,fk(r, s)g(s)ds emanante 
del nucleo k(r, s) ad-mite desarrollo uniformemente convergente en las cp„ 
(autofunciones de k'); y parejamente, toda emanante J'k(s, r)g(s)ds del 
nucleo k(s, r) admite desarrollo uniformemente convergente en las (au¬ 
tofunciones de k"). 

El nucleo k(r, s) admite el desarrollo %v n <pn (r)< j/-„(s) si es uniforme¬ 
mente convergente en cada variable (llamando v n — l/l n ). El nucleo k 
queda univocamente determinado por los valores v n y por ambos sistemas 
ortonormales (entre si independientes ). 

a 3 ) Teorema de Picard (1910). — Condicion necesaria y suficiente 
para que [Ap. 11-93] admita solucion (L 2 ), es que sea convergente la serie: 

%X n 2 h n 2 con hn = Jh(r)cp n (r)dr . 

b) Ecuaciones de primera especie tipo Volterra: su reduccion a ecua¬ 
cion de segunda especie. — Es el caso mas sencillo de nucleo no simetrico, 
reduciendose facilmente, por derivacion, a ecuaciones de segunda especie. 
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Asi, la ecuacion de primera especie, tipo Volterra: 


[Ap. 11-94] 


k(r, s)x(s)ds = y(r) 


se reduce a una de segunda especie derivando respecto de r; pues aplicada 
la regia de derivacion bajo el signo integral (§ 86-2, teor. 3"), es: 

[Ap. 11-95] k, (r, s)x(s) ds + k(r, r)x(r) = y'(r) , 

y llamando K(r, s) = k r (r, s)/k(r, r) , z(r) = y' (r) /k (r, r) , resulta: 

[Ap. 11-96] x(r) -f, ( K(r, s)x(s)ds = z (r) , 

Jo 

ecuacion de segunda especie, tipo Volterra, de resolucion ya vista (Ap. 
11-2, ef). En el caso k(0, 0) = 0 sigue siendo [Ap. 11-95] de primera es¬ 
pecie y. se puede seguir derivando hasta llegar a una ecuacion de segunda 
especie si k r w (0, 0) ^0. 

Notese que esta reduccion al tipo bien estudiado no es factible para 
un intervalo fijo de integracion, pues al derivar no aparece el termino en 
x(r) que tanto simplifica la resolucion. 

Como corolario del metodo de aproximaciones sucesivas que da solu- 
cion unica (Ap. II-2, c ..) aplicado a [Ap. 11-95] si k(r, r) ^ 0, y teniendo 
en cuenta que en [Ap. 11-94] debe ser y(0)= 0, resulta: 

Teorema de L. Roux. — Si y(0) = 0 y en un intervalo (0 ,a) es 
k(r, r)^o, siendo continuas en el y ' (r), k, (r, s), la ecuacion [Ap. 11-95] 
admite una solucion y solo una, continua, en (0, a). 

c) Ecuacion integral de primera especie de Abel. — La cicloide tiene 
la propiedad braquistocrona, es decir, entre todas las rampas que pueden 
tenderse entre A y C para el descen- 
so de un grave (fig. 448), es la que 
exige el tiempo minimo (§ 113-4, ci) : 
ademas, como veremos en seguida, es 
tautocrona, es decir, cualquiera que 
sea el punto inicial X^B, el tiempo 
invertido en llegar al punto mas bajo 
B es el mismo. 

Abel generalizo este problema 
asi: Encontrar la curva tal que el 
tiempo invertido en llegar al punto 
mas bajo sea una funcion prefijada 
f(a) de la altura x, con la condicion 
f(0) = 0. 

Segun la ley de Bernoulli, la ve- 

locidad del grave que desciende desde la altura x, al llegar a la altura £, es: 

ds KT-, -TT _1_ 

d£ 



d£ 


= \/2 g(x — Z) = 


sen r 


siendo r el angulo que forma la tangente a la curva incognita con el eje 
horizontal p. Luego, el tiempo total fdt, para llegar desde X hasta B, es: 


[Ap. 11-97] 


d$ 


= f(i«) 


V2p J o 'Jx — t se: 

Observese que para la cicloide de ecuacion (cfr. § 34-6, ejemplo 2) : 
p = a(2r + jt -{- sen 2r) , « = a(l — cos 2r) , 

es sen t — — yji/(2a), de donde: 
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[Ap. 11-98] 


= v^Zf'-=&=•= 

* g Jo V(« —0€ 


_ j « r 1 ’_ d? _ +nr 

v I? J-i- v(i«—r')(i* + « _ v p ’ 

independiente de :c^0, mostrando asi que la cicloide es una curva 
tautocrona. 

La ecuacion integral [Ap. 11-97] de primera especie (ecuacion de 
Abel, cfr. § 106, ejercicio 9) cuya funcion incognita es y (I) = 1/sen r, una 
vez resuelta, determinara r como funcion de £. 

El nucleo es: _ 

k (r i\ _ J = 1/V* — f P ara i < * » 

“ 1= 0 para € > * . 

Este nucleo triangular es de tipo Volterra, pero singular, pues es in- 
finito en la diagonal x = i, no siendo aplicable el metodo expuesto en 
<*>)*. 

Sin embargo, la integration de la ecuacion: 

[Ap. 11-99] f X -j==y(€)df = F<*) = Vtyfix) , F(0)=0, 
Jo t 

se logra muy facilmente ensayando la ley de reciprocidad que se observa 
en las ecuaciones de primera especie. Pongamos: 


[Ap. 11-100] 


f* <p(z)dz 

y(0 = ’ > 

Jo Vi — z 


y permutando las integrales se tiene: 


r% ( ,,a, p-== 

Jo -\Jx — i Jo Vi — z Jo Jz V(» — 


£ tp(z)dz 


i) (i — z) ’ 


y como esta integral en (z,x) vale jt segun hemos visto en [Ap. 11-98], se 
obtendra con [Ap. 11-100] la solucion buscada de [Ap. 11-99], adoptando 
<p(z)= F' (z)/a. Calculada asi: y(£)= 1/sen r, resulta: 

tgr = u'(£) = i/V[y(i)] a — 1 , 
cuya primitiva nos da la ecuacion p = p(£) de la curva. 

Nota 2. Generalizacidn de la ecuacion de Abel. — Mas general que 
[Ap. 11-99] es la ecuacion: 

// -0&T = F(.) . (0 <»<!)• 

Teniendo en cuenta que es (Cap. XXIX, nota VII, cl, fc 2 ): 


B(p,l —p) = 


f x C 1 dt : 

Jz "(* — i) p (i — z) 1_p = Jo (1 — tyt'- p ~ B(p,l —p) = — 

se deduce la solucion: 

(f \ _ sen P n F(a) sen pn f ^ F'(z)dx: 

7K ) ~ « * (i —a) 1 '" + k J a Ti — z) 1 -” ’ 

que comprende a la [Ap. 11-100] tomando p = l , a = 0. 


sen pjt 


* La nmp'itud del intervalo de validez de la serie de Neumann (Ap. II-2, e 2 ) segiin 
la formula 1/M es nula; pero tambien lo es la dada por la formula de Schmidt X 1/ji 
(Ap. II-2, c.i). por ser divergente la integral doble [Ap. 11-26]. En cambio, si en el nucleo 
de [Ap. 11-98] figurase la raiz 4?, la regia 1/M darla radio nulo, mientras la de Schmidt 
da el radio | V^ 
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d) Resolucion de tipos especiales. — La “transformacion de Laplace” 
(Cap. XXIX, nota VIII) esta definida por el operador 

[Ap. 11-101] L[x(s) ] = / e -r ‘x(s) ds = y(r) . 

Si el intervalo es finito, se dira de tipo Hausdorff, si es (0; oo), 
de tipo Li o de Laplace; si es (—oo; -f-oo), d e tipo Ln o de Mellin. 

En el tipo Li (0; oo), la emanante de cualquier funcion real x(s) 
integrable es una funcion analitica definida por la integral en un semi- 
piano R(r) > a, que es todo el piano si esta “abscisa de convergencia” a 
es —co; o no existe, si a, = -f-oo (Cap. XXIX, nota VIII, c). Dada una 
funcion analitica y(r) que cumpla ciertas condiciones de crecimiento de 
orden exponencial, la inversion se hace por la “formula de Riemann- 
Mellin” (Cap. XXIX, nota VIII, l) : 

/% c + ioo 

[Ap. 11-102] x(s) = — — I e r *y(r)dr . 

2m Jc —ioo 

En el tipo (—co, -f-oo) el campo de convergencia es la zona entre dos 
paralelas al eje imaginario, que puede abarcar todo el piano, o todo un 
semipiano, o no existir. La inversion, es decir, la resolucion de la ecua¬ 
cion [Ap. 11-101], viene efectuada por la adecuada “formula de Mellin” 
para este caso. 

Cuando el nucleo es e ir ‘ y el intervalo de s (—co, -f-oo) la transfor¬ 
macion [Ap. 11-101] y su inversa se llaman “de Fourier” (§ 99-4): 

'•+'» 

e ,r 'x(s)ds = y(r) ; 

—CO 

- -f-co 

e" 4r *y(r)dr = x(s) ; 

—CO 

y el trdnsito de cada una a la otra constituye el “teorema de Fourier” 
(§ 99-2). . . , 

Notese que es lo mismo, adoptando is = t como variable de integra¬ 
cion, escribir el integrando en la forma de Laplace /e r 'x(£)di, pero el in¬ 
tervalo es entonces (—too, -f-ico), es decir, el eje imaginario. 

Poniendo ir = — t, la primera integral [Ap. 11-103] es de tipo Lu, 
y su inversa es de tipo Riemann-Mellin [Ap. 11-102] (§ 99, epercicio 3). 

Se llama problema de los momentos con un intervalo finito o infinito 
a la resolucion de la ecuacion equivalente a la [Ap. 11-101] : 

/s n x(s)ds = 2 / n , 

[(0; 1) Hausdorff; ( 0 ; co) Stieltjes; (—oo;oo) Hamburger] 

Finalmente, tiene interes el nucleo singular k(r, s) =l/(r — s), que 
por haber sido estudiado por Hilbert en su clasica obra Grundzuge einer 
allgemeine Theorie der lineare Integralgleichungen (Leipzig, Teubner, 
1912), lleva su nombre, asi como tambien la correspondiente ecuacion de 
primera especie y su formula de inversion. Con (VP) valor principal 
(§ 80-4, def. 4) ellas son: 

~■ (VP) ds = y(r) ; 

— 1L - (VP) r - y -- r - dr = x(s) , 

Jt J— CO r — s 

presentando, como todas las revisadas en este parrafo y la [Ap. 11-100] 
de Abel, sorprendente simetria. 

e) Otros tipos de nucleos. — Lalesco estudio los nucleos antisimetricos 
k(s, r) =—k(r, s); los de tipo k(r — s) siendo k funcion impar entran 
en esta clase; y si es par, son simetricos. Todo nucleo k(r — s ) es, pues, 
suma de un simStrico y un antisimetrico (§ 23, ejercicio 7). 
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Interesantes son los nucleos sirnetrizcibles de Schmidt, Marty, etc., y 
los definidos (de signo constante) estudiados per Mercer, Hope, etc.; 
para estos_ nucleos ya hemos demostrado el teorema de Mercer (Ap. II-4, 
teor. 8). Hammerstein logra esto en 1923 para todo nucleo con deri- 
vada uniformemente acotada. 

Otro teorema importante es el de Weyl: si a un nucleo se le suma otro 
de autovalores positivos, los de aquel se aproximan al origen; es decir, 

|r„| < \x n \. 

f) Ecuaciones singulares. — Mayor importancia tienen los nucleos 
singulares, especialmente los del tipo g(x,y)\x — y\~ a , (0<a<1). Es- 
tudio profundo de los nucleos singulares es el de Carlemann (Upsala, 
1923). 

Aunque el nucleo este acotado, puede ser singular si el campo de inte- 
gracion es infinito, pero la singularidad aparecera al cambiar de variable. 
Ejemplo: es simetrico, continuo e integrable el nucleo: e'l r "’i en (—oo, 
+ co), pero la ecuacion de primera especie tiene como autovalores todos 
los numeros X > i, o sea, X = (1 -f- cr) : 2, es decir, hay espectro continuo, 
y cesa la ortogonalidad, realidad, etc. Las correspondientes autofunciones 
son e vri , como el lector puede comprobar. De tales ecuaciones se hail ocu- 
pado Hardy, Titchmarrii, Wegner, Hope, etc. 

Las integrales singulares con nucleo de tipo Cauchy (cfr. § 115-9), 
por su interes teorico y practico, han sido ultimamente detenida y profun- 
damente estudiadas por N. I. Muskhelisiivili y su escuela. Se plantean 


[Ap. 11-105] A (r)x(r 


° - *v/ L 


K (r, s) 


x(s)ds = h(r) 


donde A (?•) y K(r, s) son lipschitzianas (§ 104-4), L es curva sin puntos 
dobles, formada por un numero finito de arcos o contornos cerrados recti- 
ficables y A'(s) ± K(s, s) no se anulan nunca sobre L. 

Si K(s, s)=0 con A(s)^0, la [Ap. 11-105] es una ecuacion de 
Fredholm de segunda especie (Ap. II-2, d) : 

a / \ / \ 1 C K(r, s)—K(r, r) 

A (r) x (?•) — • —x(s)ds = h(r) . 

m J Tj r — s 


La ecuacion adjunta a la [Ap. 11-105] es la 
tt ....\_/1 r K(s, r) 


[Ap. 11-106] A (r) y (r 


, 1 C K(«,: 

ni J L s ‘ 


y(s)ds = g(r) 


Necesario y suficiente para que exista solucion de la [Ap. 11-105] 
c-s que: 

f h(r)\£(r)dr = 0 , 


donde \p (r) es cualquier solucion de la ecuacion adjunta homogenea : 
a /..\ -r /_\ 1 f K(s,r) ... 


A(r)*(r) = 


- ^(s)ds 


Aplicacion importante de este tipo de ecuaciones [Ap. 11-105] es la de 
proporcionar la solucion del problema de contorno llamado de Hilbert. 
£ste se refiere, dado en el piano complejo un dominio D, acaso multiple- 
mente conexo, cuyo contorno sea una curva L del tipo antes dicho, a 
hallar en D una funcion $( 2 ) seccionalmente holomorfa de grado finito 
en oc, tal que cumpla la condicion de contorno: 

[Ap. 11-107] <T(s) = G(s)$-(s) + g (s) 

sobre L, donde G(s) y g(s) son de tipo lipschitziano. Con <]>'(«) y «!' («) 
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se indican los limites de <[:>(z) cuando 2 se acerca a un punto s de L, ya 
por la izquierda, ya por la derecha. Diremos que una funcion <p(z) es 
seccionalmente holomorfa con frontera 0 linea singidar L, si $(z) es 
holomorfa fuera de L y es continua a izquierda y a derecha de L ccn la 
posible excepcicn de los extremos c de eventuales arcos que formen parte 
de L, pero cumpliendo en el entorno de dichos extremos c la condicion: 

|<j>(z)| < K/| z — c|-° con |a| < 1 . 

Si en el entorno de co es (§ 117-2) : 

+ cn 

<b(z) = 2 aiZ> 

3 = —-n 

diremos que <[>( 2 ) es de grado finito en 00 si para un cierto Ic es aj = 0 
cuando 3 > k. Si k > 0, es 00 polo de orden lc de <|> ( 2 ) ; si k < 0, es co 
cero de orden — k (§ 117-2). Si k < 0, entonces ^>( 2 ) es seccionalmente 
holomorfa incluyendo co. 

Segun que g(s) sea o no sobre L identicamente nula, el problema de 
Hilbert se llama homogeneo 0 no homogeneo. 

El problema de Riemann-IIilbert es hallar cj>( 2 ) = u + iv en el inte¬ 
rior de D y continua en D, cumpliendo las condiciones de contorno: 

R(a-f ib)(p* = au — bv = c 

sobre L, donde a, b, c son funciones continuas reales sobre el contorno 
L de D. De este (para a=l, 6 = 0) es caso particular el problema de 
Dirichlet. El problema de Riemann-IIilbert se refiere al de Hilbert to- 
mando en este: 


G(s) 


a — ib . . 2c 

a -f ib ’ — a + tb 


El problema de resolver [Ap. 11-105] es equivalente al de resolver su 
parte dominante : 


[Ap. 11-108] A (?•) x (r) 


K(r , r) C x(s)ds_ _ , . , 

ni J L r —< 


x(s) ds 


por ser k(r,s) 


K(tvs) 
s 


— K (r, r) 


nucleo ordinario, al haber supuesto 


K(r, s) lipschitziana. 
Si se pone: 


*(*) = -5zr -f 


x(s)ds 


Premelj ha demostrado que es: 


x(s) ds 


x(So) = <F + (s 0 ) - $‘(So) , -- —-= $ + (So) + $'(s 0 ) , 

m J L s — So 

y entonces la [Ap. 11-108] se convierte en: 

A (So) [$ + (Sg) - <jY (So) ] + K (Sj, s 0 ) [$ H (s u ) + <J) (So)] = h (So) , 

que es la [Ap. 11-107] del problema de Hilbert para: 

r<*\ ~ A ( s °) — K (sp, S o) _ __h(s,)_ 

^ (So) ~ A (So) + K (So, So) ’ - A (So) + K (So, So) ‘ 


Asi como la ecuacion de Fredholm (donde el parametro no es auto- 
valor) es siempre invertible con solucion unica (Ap. II-2, d) , la ecuacion 
[Ap. 11-105] puede no tener solucion, o tener varias, siendo importante es- 
tudiar cuando tiene solucion unica. 
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g) Sobre la equivalencia entre ecuaciones diferenciales e integrates — 
fcn diversos ejemplos hemos visto la esencia del metodo general, que per- 

i?! a wr a1 ' e Vv^ e T C T U T aCl6 !? i ”l egr e 1 de ndcleo cuadrado los problemas de 
X} ! r 7i 11 ’ e) ’. y de ndcleo triangular, los problemas 

e Cauchy (Ap. 11-2, e 2 ). Esta equivalencia tiene proyecciones mas am- 
piias y el nuevo algontmo presenta estas ventajas: 

1$ Una sola ecuacion sin condiciones accesorias sustituye al coniunto 
p. ttp°uv 1C1 ° ne f necesarias P ara definir un problema de contorno o de 
EAuchy, a saber: una o mas ecuaciones diferenciales y dos o mas condi¬ 
ciones lineales de contorno o iniciales. 

2 ! > Al quedar englobadas en un todo esos tipos muy diversos de proble¬ 
mas, segun sea el orden de las ecuaciones diferenciales, el numero de va¬ 
riables y el numero y tipo de las condiciones de contorno o iniciales, se 
evita la diversidad de metodos estudiados sucesivamente en el analisis 
variables Uedand ° SUstltuidos por uno solo > cualquiera sea el numero de 

vihr« 3 p!- n «f!^rV ifiCaci ^ n d ® Problemas fisicos tan diversos, como equilibrio, 
einreir« ll la ™, e . rda eIastlca - la varilla, la viga, la membrana, la placa, 
expiesados poi distintos algoritmos, descubre una estructura conceptual 
comun, progreso esencial para la filosofia natural. 

_ Como contrapeso de estas ventajas seductoras, que durante los prime- 

Halri'**? ® lgl ° h \ cier ? + n sofiar ? n el desalojo de las ecuaciones diferen- 
u uev0 al K° ntmo creado por Liouville, Neumann, Fredholm, 
y Hilrert, no se ha avanzado apenas en la resolucion de las 
SSS2?? 6 ' 8 1 a te i gra i® S ’ quedando asi relegadas al papel de sistematizacion y 
umficacion de los diversos capitulos clasieos, que siguen siendo necesarios. 

run YYViTT d de ? t rv ema dC A equ iy alencia (en sus dos aspectos vistos cn 
LiL X i V ’ n ? ta Ix> e ’ y Ap- 11-2 » e -)» uno (Je Jos mas importantes y 
belos de la modern a matematica, ambos algoritmos son necesarios: uno 
paia las propiedades existenciales y otro para el calculo numerico. 

■J- Bibliografia. _ Laplace desde 1782; Fourier y Abel, en los 

pnnSil 1 !? ai ) 10S d - el Slg 0 XI . X » son Ios P r 'meros en resolver importantes 
ecuaciones de primera especie que llevan sus nombres 

VnT^°p U A™'l + estudi , 6 , ya en l 83C \ el t ; ipo que a fines'de siglo redcscubrio 
y ift T0 e desarrollo, hoy llamado “serie de Neumann” (dada 
por este en 1900); on 1887, Paul de Rois Reymond redujo las ecuaciones 
en ^derivadas parciales al nuevo algoritmo, que llamo “ecuaciones integra¬ 
ls • x?"l despUeS V?LTERRA estudio las de micleo triangular y en 1900, 
Karl Neumann redujo el problema de Diriciilet a una ecuacion integral. 
qa ® r in , te £ ro por l a sene que lleva su nombre y cuya prolongation analitica 
FRrnHOT^ ^f^'T 1902 -.^ a , te oria general empieza en 1903, cuando 
°V a ecuac,on de segunda especie por la serie que hemos 
Vi qO/ i 10 N P ' II_2, y Hilbert publica sus seis memorablcs trabajos 
U9U4-10) en que, siguiendo la pauta de la geometria euclidea, desarro'lla 
la teoria del espacio de las funciones de cuadrado integrate y metrica 

tamblG 4 . n hem0S V i st0 ( , Ap - 11-3 y 4; §§ 96 y 97). La teoria 
cie Hilbert esta expuesta en su obra de coniunto: 

G ^ m i zil ^ eine X tilgemeinen Theorie der lineare Integral- 

York l953) ’ Teubner ’ Leipzig ’ 1924 ? reimpreso Chelsea, Nueva 

Su discipulo Ehrard Schmidt completo y modified la teoria en mu- 
chos puntos. como hemos visto en nuestra exposition; did el proceso de 
ortogonalizacion que tambien hemos expuesto (Cap. XVII, nota II, c, v 
f. y ‘ _4 L y el metodo de aproximacion por nucleos disociados, al mismo 
que Coursat (1907). De progresos ulteriores (nucleos especiales y 
smgulares, sistemas de ecuaciones, generalizacion a varias variables) algo 
hemos dicho antenormente y puede estudiarse en los libros de la siguiente 
resena bibliografica. 
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La obra de Hilbert mostro la fecundidad del analisis funcional, ya 
iniciado en la celebre disertacion: 

G. F. B'. Riemann: fiber die Hypothesen welche der Geometrie zu 
Grunde liegen (Habilitationschrift , 1854; Ges. Werke, 2^ ed., Leipzig 1892- 
ed. de H. Weyl, Springer, Berlin, 1919) , 

donde al tratar del problema de minimo que constituye el principio de 
Dirichlet, se hace referenda a un conjunto de “funciones que forman un 
dominio conexo cerrado”, neto concepto de analisis funcional, lo que toma 
cuerpo en sendas memorias de G. Ascoli (1883) y J. Hadamard (1896-98) 
sobre curvas limites de una variedad de curvas. 

De ahi se pasa por V. Volterra (1887) a tomar una funcion como 
variable independiente para definir una funcion numerica, prevaleciendo 
como nombre de esa correspondencia el de “funcional” dado por Hada¬ 
mard al de “funcion de linea” dado por Volterra, segun este mismo acepta 
en sus sucesivas obras: 

V. Volterra: Leqons sur les fonctions de lignes (Coll. Borel. Gau¬ 
thier-Villars, Paris, 1913) ; 

V. Volterra: Teoria de las funcionales y de las ecuaciones integrates 
e integro-diferenciales (Fac. Ci., Madrid, 1927) ; 

V. Volterra: Theory of functionals (Blackie, Glasgow, 1930); 

V. Volterra y J. P£rez: Theorie generale des fonctionnelles. I. Gene¬ 
rality sur les fonctionnelles. Theorie des Equations integrates (Col. Borel; 
Gauthier-Villars, Paris, 1936). 

Obras didacticas ya antiguas, aunque algunas remozadas en posterio- 
res ediciones, son: 

M. Bociier: Introduction to integral equations (1909; 2^ ed., 1926; 
Cambridge Math. Tracts n? 10) ; 

A. Kneser: Die Integralgleichungen und ihre Anwendungen in der 
mathematischen Physih (1911; 2$ ed., 1922; Vieweg, Brauschweig) ; 

H. B. Heywood y M. FriSchet: Uequation de Fredholm ei ses appli¬ 
cations a la physique mathematique (Hermann, Paris, 1912) ; 

T. LaleSco: Introduction d la theorie des equations integrates (Paris, 
1012)) 

, V. Volterra: Leqons sur les equations integrates et les equations in¬ 
tegro-differentielles (Gauthier-Villars, Paris, 1912); 

G. Vivanti:. Elementi della teoria delle equazioni integrali lineare 
(Man. Hoepli, Milan, 1916; trad, alemana F. Schwank, Hannover, 1929). 

Buenos textos para un estudio bastante amplio y profundo sobi’e ecua¬ 
ciones integrales, son los incluidos en las obras de Goursat (citada en 
Cap. VI, nota VI-5, vol. Ill) y de Courant y Hilbert (citada en Cap. XVI, 
nota IV-4) vol. I, asi como en el curso; 

G.Kowalewski : Integralgleichungen (W. de Gruyter, Berlin, 1930); 
o mas brevemente en: 

G. Hamel: Integralgleichungen. Einfuhrung in Lehre und Gebrauch 
(2^ ed., Springer, Berlin, 1949), 

o en el libro de Lichnerowicz (citado en Cap. XVII, nota V-3). 

De cai'acter mas elevado, incluye ecuaciones integrales y transforma- 
ciones lineales con sus teorias espectrales en espacios de Hilbert y de 
Banach la obra de F. Riesz y B. Sz. Nagy (citada en Cap. XXIV, nota 

Excelente articulo de la enciclopedia alemana (citada en el volumen I, 
“Plan de la obra” - 3), editado separadamente, es: 

E. Helltnger y O. Toeplitz: Integralgleichungen und Gleichungen 
nut unendlichvielen Unbekannten (Chelsea Publ., Nueva York, 1953). 

Estudia ecuaciones integrales de nucleo singular el trabajo: 

T. Carleman : Sur les equations integrales singulieres d noyau reel et 
symetrique (Almquist, Uppsala, 1923). 

Presentacion de los resultados fundamentales de la teoria de las ecua¬ 
ciones integrales lineales con aplicaciones a las ecuaciones diferenciales dc 
segundo orden, basada en la teoria de Hilbert y Courant. os: 
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M. Janet: Equations integrates et applications a certaines problemes de 
!a physique mathematique (Memor. Sc. Math. n<? 101 y 102, Gauthier- 
Villars, Paris, 1941). 

F* 1 Castellano, hay una elemental e instructiva introduccion en el 
lolieto 

,, J - M . ft - CRTS: Introduccion al estudio de las ecuaciones integrates (Sem 
Mat. Univ. Barcelona, 1941); 

y el libro de rico contenido, donde siguiendo a A. Hammerstein, se incluye 
el tema, eludido en obras anteriores, de las ecuaciones no lineales, impor- 
tante en las aphcaciones: 

F. Navarro BorrAs: Ecuaciones integrates (lineales y no-lineales) 
(Cons. Sup. Inv. Cient.; Inst. “Jorge Juan”, Madrid, 1942). 

, Fntre los libros ultimamente publicados sobre ecuaciones integrales el 
mas importante es el completo tratado 

W. Schmeidler: Integralgleichungen mit Anwendungen in Physik und 
L Lmeare In te 9ralgleichungen (Akademische Verl., Leipzig, 

JLUOU ) y 

donde ademas de la teoria clasica de las ecuaciones no singulares para las 
que subsisten los teoremas de Fredholm, se incluyen muchas clases de 
ecuaciones singulares. 

Sobre este tema y apoyandose en la teoria de las integrales de 
uauchy, que mterviene extensamente en las ecuaciones integrales singu¬ 
lares estudiadas por el autor y sus discipulos, estd el libro traducido del 
ruso i 

. I* MUSKHELISHVILI: Singular integral equations. Boundary pro¬ 
blems of function theory and their application to mathematical physics 
° f Sl JPP]y and Development, Aer. Res. Lab., Melbourne, Australia, 
1949; Noordhoff, Groningen, 1953) ; 

Condicionada en su contenido por las investigaciones de su autor, esta 
la obra cuya traduccion del ruso trae muchos cambios, especialmente al 
tratar ecuaciones singulai’es: 

W. D. Kupradse: Randwertaufgaben der Schwingungstheorie unci Inte¬ 
gralgleichungen (Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1956). 

Exposicion de los teoremas fundamentales sobre ecuaciones integrales 
de segunda especie, es el breve curso, simple y elaramente escrito: 

I- p- Petrovski : Vorlesungen fiber die Theorie der Integralgleichun- 
gen (Physica-Verlag, Wurzburg, 1953; trad, de la 2^ ed. rusa, 1951) Hay 
tambien traduccion inglesa: Lectures on the theory of integral equations 
(Graylock Press, Rochester, 1957). 

Adecuado a lectores que solo conozcan el calculo infinitesimal elemen¬ 
tal, con numerosas soluciones numericas elaboradas en detalle, que lo ha- 
cen apropiado para ingenieros, incluye ecuaciones diferenciales ordinarias 
y en denvadas parciales, y ecuaciones integrales, estas aplicadas en par¬ 
ticular al estudio de vigas continuas: 

H.. F. P. PURDAY: Linear equations in applied mechanics (Oliver & 
Boyd, Edmburgo y Londres; Interscience Publ., Nueva York, 1954). 

Para la resolucion practica de ecuaciones integrales esta la monografia, 
que encabeza la coleccion “Ergebnisse der angewandten Mathematik: 

II. Buckner: Die praktische Behandlung von Integral-Gleichungen 
(Springer, Berlin, 1952). 

Es interesante el nuevo metodo de resolucion recientemente publicado: 

. G - Krein: On a new method of solving linear integral equations 
of the first and second kinds (M. D. Friedman, West Concord. Mass., 1955; 
trad de Dokl. Akad. Nauk. SSSR (N. S.), 100, 1955, pp. 413-416 en ruso). 

iipos particulars de ecuaciones integrales son investigados mediante 
la transformacion de Laplace en la obra cuyo titulo senala el anterior 
objetivo de M. Parodi (citada en Cap. XXV, nota IV-6). 

En el Cap. XXV, nota IV-5 y 6 se ha dado biblografia sobre la teoria 
de las transiormaciones integrales a que nos hemos referido anteriormente 
(Ap. II-5, cl) siendo particularmente importantes desde este punto de 
vista general las obras alii citadas de Titchmarsh y de Sneddon. 
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1. Metodos simbolieos de Heaviside y de Dirac. — a) A fines del sisrlo 
pasado un ingeniero electricista [0. Heaviside: On operators in mathe¬ 
matical physics (Procedmgs of the Royal Society, 52, 1893, p. 504; 5J,. 

P - 105)] introdujo ciertas reglas y metodos operatorios con muy 
debil (o acaso mnguna) justificacion matematica, pero que “en general’' 
conducen a la solucion correcta de problemas sobre circuitos electricos. 
Lstos metodos, introducidos con el objeto de reducir a cuestiones puramente 
algebraicas la resolucion de ecuaciones diferenciales y sistemas de ecuacio¬ 
nes diferenciales relacionados con la teoria de los circuitos electricos, han 
scguido su desarrollo, empleandose incluso en estudios teoricos por electri- 
cistas y otros tecnicos, pero fueron considerados durante mucho tiempo por 
Jos matematicos com© simple medio practico para hallar presuntas solu¬ 
ciones (cuya validez podia verificarse a posteriori en la ecuacion o sis- 
tema) hasta quo su exito creciente les indujo a buscarles justificaciones 
teoricas por diversos caminos, algunos de los cuales seiialamos mas adelan- 
te (ver 2 a 8). 

a,) El primitivo metodo simbolico de Heaviside se basa en considerar, 
en las denvadas de una funcion y = y(t) : 

Vy, D 2 y, D *y, ... 

el operador D como un numero ordinario (Heaviside usa p e indica las 
denvadas por p y, p -y, ...), siendo 

D" (D"y) = D* + "y , (D ffl ) n y - D m ”y, 
con las convenciones: 

a) D °y = y, T)-'y = f y(r)dr, ( primitiva nula para t = 0), 

^ = I/ /o‘ yM (dT)a = X‘ y C) (t - r)ir . 

[Ap. III-l] D-'y — C*... f *y( r ) (dr)’ 1 = 

•^0 .0 

= iv-i) rJ 0 y(T) (t - > 

(cfr. § 106-1, nota 3), y 

IJ) la convencion de definir f(D) reemplazando x por D en el des¬ 
arrollo en serie de potencias positivas y/o negativas de f(«). 

Ya hemos visto en_§ 108-8 y 9 como se aplica este metodo simbolico 
a la ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes homogenea o 
no. Los ejemplos que siguen se proponen mostrar cual es el espiritu del 
primitivo metodo operacional, el primero da una posible intcrpretacion 
de un operador f(D) con f(a:) trascendente, y los otros dos muestran 
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como funciona el metodo en el estudio del regimen transitorio para dos 
circuitos eleetricos simples. 


2 hn x n 

— j— sigue por {5: 


[Ap. III-2] 


„ h n D" 

= s nr 


y aplicando este operador a una funcion indefinidamente derivable y(0 
resulta 


[Ap. III-3] e fcD y(i)=2 


hy'»(t) ,, , 

-= y(t + h) 


siendo valida la ultima igualdad si ademds y(r) es desarrollable en serie 
de Taylor alrededor de r = t, con radio > h. Pero como el ultimo miem- 
bro de [Ap. 111-3] tiene sentido solo con que y(r) este definida en 
r = t -f- h, es posible ampliar el significado del operador e hD , definiendo 
e hD y(t) por 

[Ap. III-4] e h ”y(t) = y(t+ h) 

aunque y(t) no sea ni siquiera derivable. 

f -_2. Si el circuito de la figura 449, con 

. fuerza electromotriz (f.e.m.) constante E, 
< se cierra en el instante t = 0, la intensidad 

> I = I(t) de la corriente, satisface en todo 

<R instante (t > 0, = 0, 6 < 0) a la ecuacion 

> -=P-E diferencial 


[Ap. III-5] 


R 1(0 + L-j^- = E.l(t) 


r ' 18:- 449, siendo l(t) la funcion salto unidad o fun¬ 

cion de Heaviside [XXIX-86]. Reemplazan- 
do dl/d t por DI se obtiene la llamada solution operational de [Ap. III-5]: 

[Ap. III-6] I(t) es Y+ 1 LD • E 1 {t) > 

donde el operador 1/(R + LD) actua sobre el operando E.1(0* Falta 
el paso (llamado por Heaviside algebrizacion de la solution operational) 
de [Ap. III-6] a la expresion efectiva de 1(0. Por (3 podemos poner 


i*_ = 

I- LD LD \ T LD / 




+ V DJ -- 


entonces: 


KO = -|j- D-»(l - D- 1 + -g- D _a - ... ) 1(0 , 

y como por a es para t > 0: 

[Ap. III-7] D' 1 1 (O = t, D" 9 1(0 ={r > ••• =~T > ••• 




-= e L 1 


(t > 0 ) 


y finalmente 
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[Ap. III-8] I ( t )t=_Ef% L~ T dT = _E L _ -*) 

L Jo R \ / • 

f _ n 3 - S 5" ® 1 ? ircni !» . de i ejemplo anterior actua desde el instante 
rq~r.nn^r,fv +. SmUS T dal E “ eoS <“* + “) tendremos para todo t, con 
t convenio de retener la parte real de la solucion, la ecuacion diferencial 

[Ap. III-9] RI + L d J- = Eo e i(w{+a) 1(0 , 

y entonces habra que algebrizar (ejemplo 2) la solucion operacional 

[Ap. III-10] 1(0 = —L— 1(t) m 

°P e . ra ? do de tipo exponencial puede aplicarse le 
IlEAVismE)^ de trasposlclon de Laplace (o “shifting theorem ” de 

[Ap. III-ll] f(D)[e°‘y(0] = e a ‘ f(D + a) y(t) , 

UOS-lfescS 1<D> “ “ ri0 de P ° tendaS ’ de ‘ a identidad 

[Ap. III-12] D A e at y(0 = e a, (D + a)*y(0 , 

tnl ln ^ C ?o qU °i Un f ?5 tor en el operando puede salir del operador con 
tal de reemplazar DporD+oen este. 

Sera entonces por [Ap. III-10]: 

[Ap. HI-18] 1(0 = E,e i(wt+a) --——1_ 1(t) 

R -f L(D -f ico) ' ’ 

pero aqui el nuevo operador puede identificarse con el de [Ap. III-61 

eiTrAn in »TT blar i R . J 301 ' R + L{o ’’ t 7 asi obtendremos por igual cambio 
en LAp. III-8] la solucion de [Ap. III-9]: 

[Ap. III-14] 1(0 = E °_ f(wt+a) ri _ -(R + LfoOt/L- 

R -f Lico u e J 

de donde debemos_tomar_ la parte real. Para ello pongamos R + Lfa = 
— Q c 1 , [q = VR J + LW, cp = arc tg (Lco/R)] y resulta 

[Ap. III-15] 1(0 =---J^[cos(cot + a-(p) - e"**/* cos(a-<p)], 

e l P rime ^ termino corresponde al regimen permanente, con el co- 
nocido defasamiento cp=arctg (Lco/R) respecto de la fe.m v el se- 

?r!!lt°n’r 11 5'o P n? an — te de + creci ® nte . a ccro debido al factor exponencial, co- 
nesponde al regimen transitorio. 

a 2 ) Una ecuacion lineal de orden m de coeficientes constantes 
[Ap. III-16] + aiy'™- 1 ' + ... + a m . iy ' + a m y = f(f) 

puede escribirse 

[Ap. III-17] P(D)y = f(0 con P(x) = a*x m -f ... + a m 
y su solucion operacional sera: 

[Ap. III-18] » = -pTDT f ( ‘) • 

Descompomendo 1/P(a;) en fracciones simples (5 46-4, 60 como 

rAn a iTT e isITTi de r la ^rma A/(x ~r)^ l a solucion 'oper’acioZ 
LAp. 111-18] sera la aplicacion a f(0 de una suma do operadores do la 
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forma A/(D — r) n ( descomposicion en fracciones simples de Heaviside) 
y entonces bastara “algebrizar” (ejemplo 2) la expresion operacional 

[Ap. III-19] ( D _r)-"f(f) , 

pero esto resulta de aplicar a [Ap. III-l] la regia de trasposicion 
[Ap. III-ll] (con a = — r) y asi resulta la llamada formula de Hea¬ 
viside : 

[Ap. III-20] (D — r)~ n f(t) = er, J o e-i'T f (r) (t — r) n_1 dr , 

que expresa la solucion de 

[Ap. III-21] (D — r) n y = t{t) 

que se anula para t = 0 conjuntamente con las n — 1 primeras derivadas. 
La solucion general de [Ap. III-21] resulta de sumar a [Ap. III-20] la 
solucion de la ecuacion simple (§ 108-8, c) (D — r) n y= 0, y teniendo 
presente [108-35] vemos que la solucion general de [Ap. III-16] sera una 
suma de expresiones de la forma 

e r, J o e- r rf(r) (f — T)" _1 dr -f. Pn-^Oe’'* 

con P„-i polinomio arbitrario de grado n — 1, correspondientes a cada 
termino A/(a: — r)" de la descomposicion en fracciones simples de 1/P(x). 

5) P. A. M. Dirac, en su formulacion de la Mecanica cuantica (Pro¬ 
ceedings of the Royal Society, 113, 1926-7) se vio obligado a introducir un 
ente matematico ficticio y contradictorio en si en su forma originaria de 
funcion, que llamo “funcion impropia” 8(x), con las propiedades contra- 
dictorias entre si: 


[Ap. III-22] 
[Ap. III-23] 



8(x) = 0 para x 0 . 


Una exposicion sistematica se encuentra en su obra citada en 11, g. 
Despues de las relaciones [Ap. III-22] y [Ap. III-23] se lee all!: “Para 
obtener una imagen de 8(x), tomemos una funcion de x, nula fuera de 
un pequeno intervalo, de longitud e, digamos, que cubre el origen x = 0, 
y tan grande dentro que su integral sea 1. La forma exacta dentro no 
interesa siempre que no haya innecesariamente variaciones bruscas (por 
ejemplo si es siempre del orden de e' 1 ). Entonces en el limite para 
e —> 0 esta funcion data lugar a la funcion 8 (“will go over into the 8 
function”). 

La propiedad mas importante de 8 es 


r oo 

[Ap. III-24] cp (x) 8(x) dx = <p (0) 

—oo 


siendo cp(x) una funcion continua de x. Podemos ver facilmente la vali- 
dez de esta ecuacion con la imagen anterior de 8(x). El primer miembro 
depende solo de los valores de cp(x) muy proximos al origen, y entonces 
podemos reemplazar cp(x) por cp(0) sin error serio. Entonces sigue 
[Ap. III-24] de [Ap. III-22] y [Ap. III-23]. Con un cambio de origen en 
[Ap. III-24] resulta 


C co 

[Ap. III-25] cp(x) 8(x — a) dx = cp(a) , 

J -GO 


y por consiguiente el proceso de multiplicar una funcion de x por 
8(x — a) e integrar, es equivalente a sustituir x por a.” 
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Pero, de considerar a 8(x) como limite de funciones f„(x) todas con 
integral = 1 , no sigue [Ap. III-22], pues puede ser (cfr. § 85-1, ej. 3) : 

C co r co qq 

8 (x) dx •= lim /„(x)dx ^ lim f„(x)dx = 1 , 

• / —c° J —00 n —>co n —»go J—oo 

y por el contrario, de [Ap. III-23] resulta 

(‘ co 

I 8(x)dx = 0. 

*/—co 

. LI metodo de Dirac no satisface en modo alguno las exigencias del 
rigor matematico, ni aun en la medida por lo demas habitual en la Fisica 
teorica, y bay fundamentaciones sin 8, como la excelente de J. von Neu¬ 
mann (citado en Cap. XXV nota IV, 8). Pero el uso de 8 esta muy difun- 
dido en la literatura por su eficacia y sencillez formal de los calculos; de alii 
el interes de reemplazar la “funcion” 8(x) por algo dotado de pleno sentido 
y que preste la misma utilidad. Esto puede lograrse mediante la integral 
de Stieltjes (§ 78-1) y las relaciones [Ap. III-24] y [Ap. III-251 se 
reemplazan entonces por 

ro o r oo 

[Ap. III-26] cp(x) dl(x) = <p(0) , q>(*) dl(x — a) = q>(a) , 

•'—CO J —GO 


siendo 1 la funcion de Heaviside o salto unidad definida por [XXIX-86]. 

Pero relaciones como I'(x)=8(x), o la consideracion, como hace 
Dirac, de derivadas 6'(x), 8”(x), ... de esta funcion desprovista de 
sentido real, no pueden justificarse tampoco mediante la integral de 
Stieltjes. Todas estas cuestiones relativas a los metodos simbolicos in- 
troducidos por Dirac, semejantes en su espiritu a los de Heaviside, aun- 
que de significacion mucho mas profunda, adquieren sentido sencillo y 
pleno, como veremos en 10, en el ambito del analisis funcional con la in- 
troduccion del concepto de distribucion, debido a L. Schwartz, que gene- 
raliza la nocion de funcion. 


Para referenda posterior senalemos que Dirac (Cap. IV, § 20, de 
la obra citada en 11, g) define la derivada de la funcion 8 “que es otra 
funcion impropia, mas impropia que 8 misma” por el siguiente efecto 
operacional sobre toda funcion derivable con derivada continua en a 


[Ap. III-27] 


8’(x — a)dx = —q/(a) 


y despues de senalar que [Ap. III-27] se puede verificar ya sea por inte- 
gracion por partes y aplicacion de [Ap. III-25] a cp'(x), ya sea derivando 
[Ap. III-25] respecto de a, agrega: “La coincidencia de ambos metodos 
de verificacion evidencia la auto-consistencia de nuestro uso de funciones 
impropias.” 


2. Calculo operacional y transformaciones funcionales. — Hemos visto 
en 1 que los procedimientos de Heaviside consisten o bien en descomponer 
en fracciones simples un operador de la forma p-UD) con P polinomio 
(como en d9 1, a*), o bien en desarrollar el operador en serie de potencias 
negativas de D, llamada desarrollo de Heaviside (como en ej. 2) y lueo-o 
cuando este operador se aplica a l(t), en reemplazar en virtud *de 
[Ap. III-7], cada potencia D _n por t n /n\. 

La semejanza formal de estos procedimientos con los de calculo de 
antitransformadas de Laplace de funciones racionales (Cap. XXIX, nota 
VIII, m ) y con [XXIX-84] escrita en la forma L -1 ] p'”' 1 }- = t n /n !, res- 
pectivamente, hacen pensar que los metodos formales de Heaviside en- 
cuentren una realizacion efectiva en la transformacion funcional de 
Laplace, en la cual a la derivacion o “multiplicacion” formal por cl 
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operador D en un campo funcional, corresponde una efectiva multipli- 
cacion por un factor numerico en el otro, en virtud de [XXIX-90] y 
[XXIX-93]. Esto daria una justificacion de los metodos formales vistos 
y explicaria su exito. 

Retomemos por ejemplo la ecuacion diferencial [Ap. III-5] y apli- 
quemos a ambos miembros la transformacion de Laplace poniendo 

/■GO 

L-{I(t)}-= e~ pt I(t) dt = i(p), Resulta de [XXIX-77] y [XXIX-93] 
Jo 

para I (0 + ) = I (0) = 0, la ecuacion algebraica en el otro campo funcio¬ 
nal Ri(p) -f-Lpi(p) = E/p, que resuelta asi: 


Hp) 


E __E_ / 1 _R_ _1_ , R 2 1 

p(R + Lp) L l p 3 L p 3 + L 3 p‘ 


permite retornar al campo de las funciones-objeto mediante la formula 
de antitransformacion L' 1 ] l/p ntX J ~-=t n /n\, dando: 


KO 




r R a 

h 2! + 'l> 3! 


.,) = Au 


en coincidencia con [Ap. III-8]. 

En los parrafos 3 a 7 nos proponents senalar otras importantes 
propiedades operacionales de la transformacion de Laplace comenzando 
con ejemplos sencillos de aplicacion al estudio de funciones §§ 3 y 4) y 
siguiendo con un estudio mas detenido de la realizacion efectiva mediante 
L, de los procedimientos formales en la resolution de ecuaciones dife- 
renciales ordinarias y en derivadas parciales (§§ 5 y 6). En el § 7 intro- 
duciremos el llamado simbolo operatorio G(l/D) correspondiente a una 
serie de potencias G(z) de radio no nulo, relacionado con la transforma¬ 
cion funcional p L-j F ^ de Carson. 

Para dar idea de las propiedades operacionales do otras transforma- 
ciones funcionales, en el § 8 se dan aplicaciones de la transformacion de 
Fourier al estudio de la respuesta de un circuito electrico simple y en 
§ 9 se aplican propiedades operacionales de la transformacion de Laplace 
bilateral Ln para obtener formulas de inversion de diversas transforma- 
ciones funcionales. 

3. Funciones salto e impulsivas y transformadas de Laplace. — a) No 
solo las ideas de Dirac expuestas en § 1, b, sino tambien el estudio de la 
transformacion de Laplace y su inversa, sugiere la conveniencia de am- 
pliar el concepto de funcion. Vimos en efecto en Cap. XXIX, nota VIII, to, 
que ni los polinomios Q(p) ni las funciones f(p) — e~ ap admiten anti- 
transformadas. Pero £no podra darse sentido a las operaciones 

[Ap. III-28] L^Q(p)}- , L-M«-»*}• , 

ampliando el campo de las funciones oi'dinarias? 

Ya con la “funcion” de Dirac, gracias a la propicdad [Ap. III-25] 
puede expresarse e~ ap (a > 0) como transformada de Laplace. 

J - CO 

e~ pl 8(t — a)dt = e~° p , 
o 

o sea hemos realizado la segunda operacion [Ap. III-28]: L _1 -J e ~ ap }- = 
= b(t — a), y veremos en nb 10, /, que tambien puede darse significado al 
primer simbolo [Ap. III-28]. 


6) Por otra parte, la funcion salto unidad de Heaviside, relacionada 
con la “funcion” de Dirac como puede verse comparando [Ap. III-24] y 
[Ap. III-25] con [Ap. III-26], juega importante papel on la transforma¬ 
cion de Laplace, como vimos en Cap. XXIX, nota VIII, d y h. Muchas 
funciones discontinuas de importancia en la tecniea se cxpresan en forma 
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sencilla con 1 (t), y sus transformadas de Laplace resultan de [XXIX-87]: 
L\1 (t—b)\ = er»/p. 

Ejemplos: 4. La funcion “escalera regular ” (fr. fonction gradins; 
fig. 450) : 

GO 

2Jl (t-kb) = 1 (t) + 1 (t — b) + l(t — 2b) + ... 

k = 0 

tiene por transformada de Laplace: 

A, (1 + ^+ + .,.)= 



Fig. 450. Fig. 451. 


5. La funcion “ onda rectangular” (fr. fonction creneaux; i. square 
wave function; fig. 451): 

l(t) —l(t — b) +l(t_26) — ... , 
tiene por transformada de Laplace: 

1 (1 — + e- abp — e~ 3bp + ...) = -s 1 - tgh . 

p ip i 

c) En el estudio de fenomenos de choque y similares, se consideran 
en Mecanica las llamadas “fuerzas impulsivas”. Se entiende por fuerza 
impulsiva unitaria o impulso unidad una fuerza F(t) que actua durante 
un intervalo r < t < r -|- e tan pequeno, que durante el mismo el movi- 
miento del punto de aplicacion es despreciable, mientras que la fuerza 
es tan grande que 

C r+« 

F (t)dt = 1. 


Estas condiciones se cumplen para 

l(t —r) 


[Ap. III-30] A (* —r; e) = - 


1 (t — t — e) 


f = 0 si t < t 

= < = 1/e si r < t < r + e 

i — 0 si r -j- e < t 

pero las consideraciones anteriores sugieren buscar el llmite de A (t — r\ e) 
para e -> 0, reapareciendo las dificultades senaladas en § 1, b, para 5 (x) ; 
y ciertas conclusiones formales conducen a considerar a [Ap. III-30] 
como una aproximacion de la funcion de Dirac 5(i — t) , llamada entonces 
funcion impulsiva unitaria en el instante t — r. Por ejemplo, si <p(4) es 
continua en a<t<a + e se tiene por el teorema del valor medio del 
ealculo integral (§ 48-0) : 
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j C P ( 0 -A (t — a; e)d t = -j- ) a '\(t)dt = cp(a + 0 e ) 


con 0 < 0 < 1, y haciendo e —> 0 se reencuentra [Ap. III-25] 
[Ap P ni-30res P por , [ SS T -l7]°f ^ 13 de Laplac, de 

LU(i — t ; £)(■ = - 1 - [e-pr — e-P(T + e)l 
pe J 

se Reencuentra de L ’ HoSPI ™ miembro 

4 Series de Fourier y transformacion de Laplace. — Consideremos la 
(§ r 99-l) e : m (Sl F ' } dG Una funci6n F (0 de periodo T = £/« 


[Ap. III-31] 


F(t) = c„e in <ot 


Considerando la funcion 

[Ap. III-32] F ,(t) = S ~ F W en cl intervalo 0 < t < T 

1=0 fuera , 

y su transformada de Laplace 

r (X) r t 

[Ap. III-33] f,(p) = e- p ‘Fi«)d« = I e- pt F(t)dt , 


vemos que los coeficientes de Fourier (c. F.) de F(t) se expresan asl: 

[Ap. HI-34] c n = F(t)e-in«tdt = -J- fi(inco) = ®-fi(ttia>) , 

y entonces para obtener la s. F. de una funcion F(<) de periodo T basta 
conocer la transformada de Laplace de F,(f) dada por [Ap. HI-32]. 

Ejemplo 6. Desarrollo en 
s. F. de la funcion 

[Ap. III-35] 

/'X. /"X. F (f) = Max-) sen cot; 0[ , 

/ \ / \ reprcsentada por una sinusoide 

_ i _ \ / _t de la cual se han “suprimido las 

0 2tt alternancias negativas” [recti- 

(<> ~ ficacion por semiondas (i. half- 

Fig. 452 wave rectification) ]; (fig. 

452). 

Se tiene 

F, (t) — / = F (t) en 0 < t < 2 n/<a \ 

\ = 0 fuera j ~ 

__ f = sen cot en 0 < t < jt/oo \ 

} = 0 fuera J ~ 

= sen cot[l (t) — 1 (t-"-)] = 

co 

= sen cot . l(t) _ senco(t-—) . 

o co ’ 

de modo que por [XXIX-81] y [XXIX-103] resulta: 

Up) = -r-“—r ~ 

p- + co 2 

de donde, por [Ap. III-34] : 


[1 + e-(7r/o»)<] 
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Cn = 

y set obtiene la s. F.: 


co 

2n 


fi ( ino)) 


1 1 + e~ inir 

2k 1 —n* ’ 


F (t) — —- -j- sen cot — 

7t & 


-g— cos 2co t — ... — 


(4n s — 1 )ji cos 2w(0 * + 


donde el coeficiente de sen cot se obtiene aplicando la regia de L’Hospital 
a la expresion (1 + e ■*»»•)/(1— n ~), indeterminada para n=± 1 . 


5. Ecuaciones diferenciales ordinarias. — a) Las relaciones de la 
transformacion de Laplace con la derivation e integration, asi como con 
la convolucion de funciones (Cap. XXIX, nota VIII, g, j) conducen a 
impoitantes aphcaciones a la resolution de ecuaciones diferenciales y 
Hmf P C,01 f eS intGg , raIeS d . e cie ?' tos tipos* cuales, consideradas como ecua^ 
7m i U ? cl0 , nales entre elementos del campo de las funciones-objtio 
rCO, se traaucen en ecuaciones funcionales, en general mucho mas sen- 
ta , e eme J ltos , del dominio de las funciones-imagen f (p). Resuel- 
nnl viit U f 1 " 8 !’ aS f " mulas y P roce dimientos de inversion (Cap. XXIX, 
] a ta iuddn pCrmite - n retornaral campo primitivo, obteniendose asi 

la solemn de ecuacion ongmana, y justificandose el procedimiento 
por la umcidad de la transformacion. 

simboHcos de Heaviside quedan asi realizados y 
justificados con la transformacion funcional de Laplace (cfr. 2). 

Iimita ^ emos . a las ecuaciones lineales de coeficientes 
constantes, para las cuales vimos un metodo simbolico en 8S 108-8 v 9 
dando cn c un ejemplo de aplicacion del mismo metodo a un sistema de 
ecuaciones lineales. 

Y== Y(t) C ° nSiderem0S ^ GCUaci6n de orden n en la funcion incognita 

[Ap. HI-36] etoY" 0 + a 1 Y in - i) + ... + a,-,Y' + a„Y = F(t), 

(at constantes, a 0 =^ 0), 
con las condiciones iniciales 

[Ap. HI-37] Y(0) = co , Y'(0) = ci , , Y^^O) = c n -i , 

que determinan univocamente la solucion (§§ 107-1 y 3). 

nv^ o SUP0niend r° 5 UG !f fun ®, i6n Incognita Y(t) y sus derivados hasta el 
orden n sean L-transformables, sigue de la linealidad de L: 

[Ap. III-88] «oL[Y»>J. + a.L[Y<-«j. + ... + + a .L[Yi- = i( v ). 

ponieS L^ I y^^ [ f XLX - 96] a y ^ 

«n) UY[=y 

ffn-i) L]Y'[ py Co 

“■»-*) L-] Y" [ = p-y C n p Ci 


«o) M Y <n) [ = p”y — c n p n ~ 1 — C,p n ~ s — V. . —’ Cn-lp — c’-i’ ’ 

I AP ' i 11 ^ 38 ^ para lo cual se niultiplica cada igualdad 
£ indicado a la lzquierda y se suma, resulta la ecuacion trans- 
joimaaa (tambien llamada ecuacion subsidiaria) : 

(a n + a„-i p + a„-ip"- + ... + a„p n ) y = f (p) + (a n . lC „ -f 
+ a„- 2 C, + -f CtoCn -i) + (rtn-aCo -f- ... -I- a»Ona)p -I- ... 

-}- («iC 0 + a v c,)p n ' a OvCup"' 1 , 


de la forma: 
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[Ap. III-39] Q n(p)y = Up) + Rn-i(p) 

siendo Q n y R n -i polinomios de grados indicados por los subindices. Su 
solucion (tambien llamada solution operational, cfr. ej. 2) es: 

[Ap.m-40] „ = ^ . U,) + . 

Como las dos fracciones racionales que aqui figuran son propias, 
son antitransformables (Cap. XXIX, nota VIII, mi) mediante previa 
descomposicion en fracciones simples. Poniendo L' 1 -! 1/Q n (p) \ = A (i) y 
L -1 -{Rn-i(p)/Q>, (p) }- = B(t), por la linealidad de L" 1 y [XXIX-114] si- 
gue de [Ap. III-40] : 

[Ap. III-41] Y = A(t) * F (t) + B (t) 

Ejemplo 7.. Resolver la ecuacion Y" + a "Y = sen co t, (co ^ a), con las 
condiciones iniciales: Y (0) = c 0 , Y'(0) = c,. 

La ecuacion transformada es: 

(a 2 + p-)y = L-{sen cot) + c u p + Ci = + c 0 p + Ci 

por [XXIX-81], y la solucion operacional 

_CO_Co p + Cl 

y ~~ (a 3 + p') (p a + to 2 ) a 2 + p* 

es ya una suma de fracciones propias, por ser en este caso f(p) = 
= to/ (p 2 + co 2 ) funcion racional propia. En este caso, tampoco es necesario 
proseguir la descomposicion hasta llegar a fracciones simples, pues se 
aplican [XXIX-80] y [XXIX-81], y de 

_C0_ f 1 1_ \ Co P + Ci 

V ~ a, 2 —a 2 ' \ p 2 + a* p 2 + co 2 J + a 2 + p 2 

se obticne la solucion del problema dado: 

Y = - v— 1 ,r- [to sen ax — a sen cocr] + c 0 cos ax + - C — sen ax. 

a (to* — a') a 

6a) Haciendo F(t) =0, [Ap. III-41] se reduce a Y = B(t) y enton- 
ces B(t) es la solucion de la ecuacion homogenea correspondiente a 
[Ap. III-36] y con las mismas condiciones iniciales. 

Para ver el significado de A (t) retomemos la ecuacion no homogenea 
[Ap. III-36] y supongamos que los valores iniciales son todos nulos. En- 
tonces es B(t) = 0 y [Ap. III-41] se reduce a: 

[Ap. III-42] Y = A (t) >|< F (t) = f A (t —M)F(w)dw. . 

•^o 

Suponiendo ahora que F(t) sea una funcion impulsiva unitaria en el 
instante t = r: 

F (t) = 8 (t — r) 

resulta 

Y = A (t) * 8 (t — t) = A (t — r) . 1 (t — r) , 

es decir, un impulso unitario en el instante r, genera la solucion A(£—-t). 
.l(t — t). En otras palabras, si se aplica un impulso unitario en un ins¬ 
tante r y se observa la respuesta en un instante posterior t; esta, A (t — r), 
no depende de t ni de r separadamente, sino solo de la diferencia t — r. 
Esta propiedad es consecuencia de que los coeficientes de [Ap. III-36] son 
constantes, y no solo da una interpretacion de A(t) sino que hace intui- 
tiva la solucion [Ap. III-42], imaginando descompuesto el intervalo 
0<M<f en intervalos infinitesimos ( u, w + dw) y F(t) en impulsos 
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infinitesimos 8(t — «).F(M)dzt; resulta asi [Ap. III-42] por el principio 
de superposicion, consecuencia de la linealidad de [Ap. III-36J. 

<•) Veamos en un ejemplo como se aplica el mismo metodo a sistemas 
de ecnaciones diferenciales. Un estudio detenido puede verse en Ghizzetti 
( cilado en Cap. XXV, nota IV, 6). 

Ejemplo 8. Resolver el si sterna de ecuaciones diferenciales 
Y' + Y + Z' = 0 , Y' — Y + 2 Z' = e- , 
con las condiciones Y(0) = c«, Z(0) = 0. 

Las ecuaciones transformadas son: 

(p + l)y + pz = co , (p— l)y + 2 pz - —\ + c 0 . 

Calculando, por ejemplo, y, y descomponiendo en fracciones simples, 
resulta: 

y - _ l— J. _J— 

" P + 3 P + 1 1 p + 3 

y por [XXIX-79]: 

Y = (Co + i ) e'' M — he'" . 

Reemplazando en la primera ecuacion del sistema y teniendo en cuen- 
ta Z(0) =0, resulta 

Z = — S(2co+l)(e- 8 ' — 1) . 

6. Ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. — La transforma- 
cion de Laplace es uno de los recursos mas eficaces para resolver ecua¬ 
ciones diferenciales en derivadas parciales de segundo orden de tipos pa- 
rabolico e hiperbolico. Por ejemplo en la ecuacion de la cuerda vibrante 
(§ 112-6, a) 

[Ap. III-43] U„ = ~ U„ 

a 

podemos aplicar el metodo dado en 5, efectuando la transformacion L 
sobre la funcion incognita U (x, t) considerada como funcion de una va¬ 
riable (por ejemplo t) y dejando la otra como parametro. La ecuacion 
transformada o subsidiaria no sera ya algebraica sino otra vez una ecua¬ 
cion diferencial, pero ordinaria, en la variable que quedo como parametro. 

Tendremos asi, siendo u=u(x, p) la transformada de Laplace de la 
funcion de t, U (cc, t), la ecuacion transformada de [Ap. III-43] : 

[Ap. III-44] -£r— . U (x, 0)- - U,(», 0) . 

Las condiciones iniciales para [Ap. III-43] determinan el segundo 
miembro de [Ap. III-44] y las condiciones de contorno de [Ap. III-43] se 
traducen en condiciones para [Ap. III-44]. 

Ejemplo 9. Consideremos una cuerda infinita en un sentido, inicial- 
mente en reposo y superpuesta con el semieje x > 0, es decir, tendremos 
las condiciones iniciales. 

[Ap. III-45] U(®, 0) = U,(*, 0) =0 , 0 < x < od . 

Supondremos ademas que el extremo x = 0 se mueve de una manera 
preestablecida, estando fijo el “extremo x = co”, es decir, que se cumplen 
las condiciones de contorno: 

[Ap. III-46] U (0, t) = F (t) , lim U(», t) = 0 , 

ie—» uo 

siendo F(t) una funcidn prefijnda del tiempo. 
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La ecuacion transformada de [Ap. III-44] sera por [Ap. III-45] : 

[Ap. III-47] - £- u = 0 , 

da;- c 

y llamando f (p) a la transformada de F(£), tendremos por [Ap. III-46] 
las condiciones para [Ap. III-47] : 

[Ap. III-48] u(0, p) = f {p) , lim u(x, p) = 0 . 

x —>co 

En el problema transformado, p figura como un parametro. La solu¬ 
cion general de [Ap. III-47] es 

[Ap. III-49] u (x,p) = A (p)e»*/ c + B (p)e~ v */ c 

siendo A y B constantes de integracion, que dependen del parametro p. 
Las condiciones [Ap. III-48] dan 

A (P) = 0 , B(p) = f (p) , 

y la solucion del “problema transformado” es: 

[Ap. III-50] u (x,p) = f (p) . e~ vx / c . 

Finalmente, como L^-jf (p) j- = F(£), se tiene por [XXIX-103] la an- 
titransformada de la funcion u(cc, p) dada por [Ap. III-50] 


U (x, t) 


1 = 0 si t < x/c 

l = F(f-) si t > x/c 

c 


Se verifica facilmente que esta es la solucion de nuestro problema, 
es decir, de la ecuacion diferencial [Ap. III-43] con las condiciones inicia- 
les y de contorno, y la forma de esta solucion muestra que la perturbacion 
en x = 0, dada por F(£), se propaga a lo largo del eje x con velocidad c 
(cfr. § 112-7). 


7. Simbolo operatorio y transformacion de Carson. — a) Ya en el 
calculo operacional de Heaviside juegan importante papel los polinomios 
y series de potencias en 1/D (ver ejemplo 2). Indiquemos con q el ope- 

rador D" 1 definido (ver 1, a) por qf(f) = I f(*)da;. Con sus iterados 

•'0 

q" = D n definidos por [Ap. III-l] se puede formal' el operador P(q) 
siendo P un polinomio: 

[Ap. III-51] P(q)f = (a« -f eqq -f ... -f a„q")f = 

— (0 4- f \« + a. —-h ... + a n \ -i\i - ""|f( T ) ^ r 

•^o L 1! (n —1)! J 

Para una funcion definida por 

CO 

[Ap. III-52] G(z) = %a n z n , con |a„| < K h" , K y h constantes , 

n=z 0 

donde esta acotacion de |a„| asegura que la serie de potencias tenga radio 
de convergencia no nulo, definiremos (generalizando [Ap. III-51]) el sim¬ 
bolo operatorio G(q) por: 

[Ap. III-53] G(q)f = aof(t) + I %a n ( * f(r)dr , 

*4) L «=1 — 1) ! J 

y la serie entre Haves representa una funcion entera en virtud de la 
acotacion de los coeficientes dada en [Ap. III-52]. 

Aplicada a la funcion de Heaviside 1(f) en lugar de f, [Ap. III-53] 
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da la respuesta al salto unidad o respuesta transiloria o unitaria o admi- 
tancia indicial del operador G(q): 

[Ap. III-54] G (q) 1 = [o„ + oiy|-4- a -^T+ •••] 1(0 = g(f)l(£) 

y [Ap. III-53] muestra que mediante esta funcion g(£) — --- - se puede 

expresar la transformada de f(f) asi: 

[Ap. II1-55] G(q)f = a„f(£) + g'(£) f(£) = g(0)f(f) -f 


o bien: 

[Ap. III-56] 


f V(« — 

Jo 


G(q)f = 


t) f(r)dr 


[g*f] 


Mediante [Ap. III-54] se obtiene la respuesta a la funcion A(£; e) = 
= [1(0—l(t—e)]/e definida en 3, c: 


!(q)A(tiO = -*M=*lL=±) 


do modo que la respuesta al impulso unidad o respuesta percusional sera, 
para f. -» 0: 


[Ap. III-57] 


G(q)5 (f) = g'(f) 


y el resultado anterior dado por [Ap. III-55] o [Ap. III-5G] corresponde 
a una descomposicion de f(£) en impulsos infinitesimos, para calcular su 
respuesta por el principio de superposicion (cfr. 5, b*). 

b) En virtud de [XXIX-84] se tiene: 

[Ap. III-58] L(g(£)l(£)[ = L-jg(f) }• = 

de modo que considerando la llamada transformacion de Carson, defi¬ 
nida por 

[Ap. III-59] p . L-j F (f) j- = p f °e~ p 'F (f) df = cp(p) , 

Jo 

vemos que, aplicada a la respuesta unitaria, da como resultado la funcion 
G(1 /p) que resulta de reemplazar q = D 1 por p- 1 (es decir D por p) en 
el simbolo operatorio G(q). 

Notas: 1. Heaviside resumio lo esencial de sus procedimientos for- 
males en tres enunciados recetarios llamados hoy reglas de Heaviside. El 
enunciado precedente corresponde a la segunda; de [Ap. III-58] sigue que 

. CO CO .„ 

la antitransformada de Carson de 2 — es %a n _ , y Heaviside efectua- 

n=0 p n n =0 n\ 

ba formalmente el paso de un desarrollo a otro en base a [Ap. III-7] 
indicando con p el operador D (segunda regia de Heaviside). 

La primera regia de Heaviside consiste en la “algebrizacion” de la 
descomposicion en fracciones simples de una funcion racional del operador 
1> (ver 1, a-.), y formalizada mediante la transformacion de Laplace, 
puede extendcrse a funciones trascendentes de D con la tcoria de los resi- 
duos de funciones analiticas. 

La terccra regia de Heaviside corresponde, en la formalizacidn con lu 
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transformacion de Carson, a hallar la antitransformada de una serie de 
la forma 


[Ap. III-603 


<p(p) = Vp 2 a "P r ' = S«-iP ,l+3 
7i—0 n =0 


Con la teoria de la funcion Gamma (Cap. XXIX, nota VII) se gene- 
raliza [XXIX-84] para r no entero en la forma L-j t r \ = r(»* + 1)/p r+1 y 
entonces la antitransformada de Carson de l/p r es t r /T(r + l). Teniendo 
en cuenta [XXIX-41] : r(z-M) = » • F («)» y [XXIX-44] : r(’) = V«> la 
antitransformada de Carson de [Ap. 111-60] resulta: 




(ii , 
2 1 


[Ap. ni-ei] -±[*^4 

En realidad Heaviside hacia corresponder al operador 
[Ap. III-62] <s> cr oo 

^(p) =2 b„p n /' j = 2 btkpk + v* 2 h - k *' vk 


^ + ...' . 


(P = D) 


n=0 k — 0 fc = 0 

aplicado a 1(f), la respuesta (tranaitoria o unitaria) : 

r a ttt pon j i ^ r i ba i 1 • 3 . be 1.3 • 5 . b? , 1 

[Ap. III-68] b. + L—2t + (W ‘— W) 1 ~ + ’^j ’ 

dando un significado a potencias fraccionarias de p = D, y obteniendo as! 
desarrollos asintoticos validos para grandes valores de t. 

2. En los primeros trabajos para justificar los metodos formales de 
Heaviside dcbidos a J. R. Carson (Physical Review, 10, 1917, p. 217), se 
utiliza, mas que la transformacion de Laplace, la transformacion 
[Ap. III-59]. Debido a que en muchos casos su inversa, aplicada a cp (p), 
coincide con la respuesta transitoria de cp(D) (ver nota 1), muchos auto- 
res modernos, siguiendo a K. W. Wagner y T. J. I’A. Bromwich, basan el 
calculo operacional en esa transformacion de Carson (que algunos llaman 
de Laplace). A la formula de inversion de Mellin [XXIX-120] para la 
transformacion de Laplace, corresponde la formula de inversion de la 
transformacion de Carson 

[Ap. III-643 F(t) = --V f ,mC ° —dp , 

2m Jk-icc p 

tambien llamada integral de Bromwich-Wagner. 

En la transformacion de Carson, la funcion de Heaviside es auto- 
transformada, y la integral de Bromwich-Wagner para ella es 


[Ap. III-65] 


l 

~ Jz-ic 


8. Calculo operacional y transformacion de Fourier. — La justifica¬ 
tion de los procedimientos operatorios de Heaviside puede tambien obte- 
nerse con otras transformaciones funcionales como la de Laplace bilateral 
Ln (ver p. ej. van der Pol y Bremmer, citado en Cap. XXV, nota IV, 6, 
y cfr. 9) o la transformacion de Fourier, como senalaremos brevemente en 
este apartado. 

a) Respuesta de un circuito a una f.e.m. arbitraria periodica. — En 
la solucion operacional [Ap. III-13] de la ecuaeion diferencial [Ap. III-9] 
el cociente entre la f.e.m. aplicada E(t) = Eo6»(“i+«)l(t) y la respuesta 
I(t) del circuito, o impedancia com pie ja del circuito para la pulsacion (o, 
es el operador lineal en D: 

[Ap. III-66] Z(<o) = R + L(D + ico) , 

y [Ap. III-13] puede escribirse 
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[Ap. III-67] 


I(i) = 


El conocimiento de la impedancia [Ap. III-66] para toda pulsacion to, 
permite obtener la respuesta del circuito para una f.e.m. periodica arbi¬ 
traria, descomponiendola en componentes sinusoidales, es decir, represen- 
tandola en s.F., y aplicando a [Ap. III-67] el principio de superposicion. 
Si es T el periodo de la f.e.m. E (t), poniendo o 0 = 2;t/T tendremos la s.F. 
compleja 


[Ap. III-683 
con c.F. dados por: 
[Ap. III-69] 


E(t) = 2 Eb6<T 


i r jT 

Jn - 

i $ T 


E (t)e-inoiot d t 


En virtud de [Ap. III-67] y el principio de superposicion, la solucion 
de RI -f- L(dl/dt) = E(t) con E(t) dada por [Ap. III-68] sera: 


[Ap. III-70] I(t) = 2 


E„e**«ot 


—r- g<W«0 t 


L ^. R + L(D + iw(0#) Z(«COo) * ' 

y en esta s.F. los c.F. resultan de los de E(t) dividiendo por la impedancia 
compleja la correspondiente frecuencia. 

b) Respuesta a una f.e.m. no periodica. — Veamos que ocurre si en el 
caso anterior a, hacemos T -» oo oo = 2jt/T —> 0. De [Ap. III-68] y 
[Ap. III-70] sigue: 

oo 

[Ap. III-71] E(i) = lim 2 E„e‘W , 

«o-»° — 00 

CO En 

[Ap. HI-72] 1(0 = Ito ■ 

Poniendo co = wcoo. Aw = o 0 = 2 n/T, E u = w 0 F (o), resulta (cfr. § 99-2) : 

co r co 

[Ap. III-73] E(t) = lim 2 F(o)e*«fAw = F (co) e*»fdo , 

Aw—>0 —oo J —oo 

y como F(o) = E„/co 0 = E„ . T/(2jt) resulta de [Ap. III-69] para T-> co; 


1 C 00 

[Ap. III-74] F (co) = ——- I E(i)fl- iwt di . 

2n J— oo 


Por otra parte resulta de [Ap. III-72] 


[Ap. III-75] 


_ r co F (co) 

-J -00 Z" 


— e*«*dw 


Calculada F((o) por [Ap. III-74] como transformada de Fourier 
(§ 99-4) de la f.e.m. E(f), [Ap. III-75] expresa la respuesta I(t) como 
transformada (en sentido contrario) de F(co)/Z((o). Dicho de otro modo, 
descompuesta E(t) en componentes armonicas, F((o)dco es la contribucion 
de aquellas con frecuencias comprendidas entre o y o + do, y por [Ap. 
III-75] la contribucion de aquellas ala respuesta 1(f) es [F(o)/Z(o)] do. 

9. Metodo operacional para inversion de transformaciones integrales. 
— a) Analogamente a la convolucion (sobre intervalo finito) introducida 
en Cap. XXIX, nota VIII, j: 

[Ap. III-76] G * <I» = f f G(r) <I>(f — r)dr = ( *G(f — r) «[»(r)dr , 
Jo Jo 





602 


AP. III. CALCULO OPERACIONAL 


Ap. Ill- 9 


, S L laS ; funci0nes G r y & est ^ n definidas en (— 00 , 00 ) podemos definir la 
convolution o producto de composition sobre intervale infinite* 

[Ap. III-77] q>(£) = G 0 = 


x 


tp(i) = Go$ = 

CO „ CO 

G( r ) $(t — r)dr = G (£ — r) <p (t) dr , 

~°° J — 00 


r* n J a teolia de las , transformaciones de Laplace bilateral L n , y de 
* ou ^er, juega un papel analogo al de [Ap. HI-76] en la de L. Y 

Observemos que si G(t) y <p(£) son nulas para t < 0, [Ap III-771 
se reduce a [Ap. III-76]. ^ ’ L 111 

hace^aTa^d^ ^ P * iP" 77J define un ? transformation funcional que 

n\ llamaremos transformacion integral por convolu- 
07i, de nucleo G(t). Observemos en los ejemplos siguientes, que muchas 
de las tiansformaciones integrales usuales son de este tipo general. 

Ejemplos: 10. Transformacion de Laplace. — Haciendo en 


f (p) 


=f. 


e-r'FWdt, t = e-\ p = e% resulta: 


f(e*) = 


— 00 


de donde: 


+ 00 


e-e^F(e~ u ) c~ v du. 


f 


is&csssxzr * ,<o ■ *■ p " *» po, 

11. Las transformaciones integrales de la forma 

K(pt)F(t)dt 

0 

que dan las transformaciones de Laplace, de FouRiER-coseno [99-13] y de 

FouRiER-seno [99-16] para los nucleos K(a?) = e~ x , yJ2U cos a: \/2U sen a- 
respecLvamente (y tambien otras usuales de Hankel y de Meij^r con 

At, fu ” cl0I,es de Vessel) se reducen tambien a la forma [Ap HI-77] 
con el cambio exponencial de variables t = e~ u , p — e\ Resulta (cfr. ej. 10) : 

X oo 

_^K(e-“) . e*"*F(e'“)dw = [K(e>) . e’] 0 F(e') 

12. La transformacion de Weierstrass : 

[Ap. III-80] cp(t) = —Lj’ 00 e-l<t-r>= $( T )dr 

S u ? se P/ esen ta en la teoria de la conduction del calor y de la difusidn v 
fue usada por eierstrass en la primera demostracion de su celebr<> 
teorema sobre aproximacion uniforme de una funcion continua mediante 
polinomios, es ya de la forma [Ap. III-77] con nucleo G (t) = 

Se la llama tambien transformacion de Gauss y da una descompos cion de 

*<r) en l C a U me a d S ia r S (Ap ' IV) de igual dis P ersidn > eon “densidad” 

cleo G de'tApHlII 77V * ^ transforraaci6n de Laplace bilateral del nu- 

J% QQ 

[Ap. III-81] g(p) = Lir]G(H [ = | e ~ pt G(t)dt , 

veremos que el operador g(D) efectua la transformacion funcional 
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[Ap. III-77]. En efecto, se tiene por [Ap. III-3], donde D indica derivation 

I “SpCClO Q6 U l 


[Ap. III-82] 


g(D)o>(n) = 


X 


e tv (&(u)G(t)dt — 


X oo 

<p(w—£)G(£)d£ = <p(w) . 

—00 


Esta relation conduce a una “inversion operational” de la transfor¬ 
macion [Ap. III-77] : 

[Ap. III-83] <I>(w) = —Tyrr-cp^) > 

g(D) ’ 

que se podra “algebrizar” (ej. 2) toda vez que pueda darse una interpre- 
tacion adecuada al operador l/g(D). 

Ejemplo 13. En la transformacion de Weierstrass [Ap. III-801 la 
transformada L n del nucleo es J 


. 1 T* 00 1 r oo 

Sip) = —— e-pt e~it?dt =z ~=. e p3 

V4n: J—co y &n J —co 


e- ( i t+ p>-dt = 


= —. _ e p2 


X co 

e -(«+P)»dlt , (lt = u) , 

— 00 


y aplicando, si u no es real, § 115-ejercicio 5, resulta: 

[Ap. III-84] siv) = cv 2 , 

La inversion operacional de [Ap. III-80] sera entonces por [Ap. III-83] : 
[Ap. III-85] <p(u)z=z e~»\{u) 

e inteipietando e~ D ~ como^J(—D~)V?z! llegamos a la formula de inversion 
de [Ap. III-80] : 

OP 

[Ap. III-86] $(u) — V— -“I — (p <2n) (u) , 


Cp (2n) (u) , 


n ~ 0 


obtemda en 19x4 por A. S. Eddington formalmente y sin dar condiciones 
de validez. La transformacion de Weierstrass fue estudiada a fondo por 

AOHAcIf (u . ,°/ reciprocal functions, Annals of Math., 27, 1926, pag. 

42 /-464), obteniendo diversas formulas de inversion en forma rigurosa 
A. Gonzalez Dominguez ( Contrib . a la teoria de las funciones de Hille* 
Ciencia y Tecmca, 42, 1941, pag. 283-331, Bs. As.), H. Pollard (Repre 1 

KncK?°n a fr a Gaussmn integral; Duke Math. Journal, 10, 1943, pag. 
59-65), D. Widder (Neccesary and sufficient conditions for the repre¬ 
sentation of a function by a Weierstrass transform ; Trans Am Math 
Soc., 71, 1951, pag. 430-439). 

Nota 3. La inversion operacional de [Ap. III-80] dada por [Ap HI-851 

puede cMgebn^rse de maneras totalmente distintas. Se tiene por ejemplo 
(§ 115-ejercicio 3) : 


[Ap. III-87] 


erX ‘ 


X 


e-t 2 /± cos tx df = 




XOO GO /2rt 

S (— 1 ) " - 7 “ 

—go 71=0 (2 n) 


(2 n) ! 


x 2n \dt 


de suerte que interpretando c-D= mediante sustitueion de * por D en el 
ultimo nuembro, se tiene la formula de inversion 
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1 /'CO CO fSn 

$<«) = -17= 1)» -A—- cp< 2 ">(u) \dt 

V4It »/—oo w = 0 (2w) I 

obtenida con sus condiciones de validez por Widder en 1951. 

10. Distribuciones. — a) Ampliation del concepto de funcion por el de 
funcional lineal de su producto escalar. — Veamos ahora como puede darse 
un sentido preciso al calculo simbolico de Dirac (1, b), a las funciones 
impulsivas (3, c), y anipliar el campo de las antitransformadas de La¬ 
place (cfr. Cap. XXIX, nota VIII, m) mediante una adecuada ampliacion 
del concepto de funcion. 

Sea £L] la clase de las funciones f(x) de una variable real, sumables 
Lebesgue (§ 95-1, b) en cada intervalo finito, y C la clase de las funcio¬ 
nes cp(a) continuas en (—co, oo) y nulas fuera de un intervalo finito (no 
necesariamente el mismo para todas). 

Para cada f (*)e[L], el producto escalar (cfr. Cap. XVII, nota II, a) 
definido por 

X co 

«p(*)f(*)d* , 

-GO 

es un funcional lineal (Cap. XVII, nota I, Ci) definido en C pues a cada 
<p(a;)eC corresponde un numero (cp, f), y se verifica: 

[Ap. III-89] (cjcpi + c 2 cp=, f) = Ci(cpi, f) + Cs(cp : ,f) 

si cpieC y las c t son constantes (i=l,2). 

Diremos que 

[Ap. III-90] cpy(a:) —> cp(a;) en C 

si las cp>(a;)EC son todas nulas fuera de un mismo intervalo, y convergen 
uniformemente en el hacia una funcion cp(je)eC. Entonces el funcional 
[Ap. III-88] es ademas continuo en C en el sentido siguiente: 

[Ap. III-91] De [Ap. III-90] sigue (cpy, f) —> (cp, f). 

En general, el funcional L(cp) es continuo en C si 
[Ap. III-92] De [Ap. III-90] sigue L(cpy) —> L(cp). 

No solo cada fe[L] determina el funcional lineal (cp, f) continuo en C, 
sino que reciprocamente, considerando como identicas las funciones casi 
iguales o equivalentes (L) (§ 95-2), el funcional lineal [Ap. III-88] de¬ 
termina unlvocamente la funcion f(») pues si fuera para todo cpeC: 

[Ap. III-93] (<P,f) = (q>,f*) , 

tomando una sucesion cp*(:») convergente hacia la funcion caracteristica 
(§ 94-1, a) del intervalo r < x < s, tendremos 

[Ap. III-94] J" f(x)dx =J' f*(x)da , 

aualesquiera sean r y s, y entonces f(a;) y f*(a;) son casi iguales. 

Pero veremos en b, que existen funcionales lineales continuos en C, no 
expresables en la forma [Ap. III-88], de suerte que si identificamos cada 
funcion f (cu) e£L] con el funcional [Ap. III-88] que define, el conjunto de 
todos los funcionales lineales continuos en C nos dara una ampliacion del 
concepto de funcion de la clase [L], de igual manera que como la identi- 
ficacion [9-3] del complejo (a 1( 0) con el numero real cti permite considerar 
al campo complejo como una ampliacion del campo real. 

b) Funcionales lineales continuos en C. Medidas. — Si se da en 
(—co, co) la funcion de distribucion p(x) (creciente, o aun de variacion 
acotada) y se construye (Cap. XXIV, nota II, bi) la funcion aditiva de 
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conjunto p(X) unica, coincidente en todo intervalo 1= (a, b) con la fun¬ 
cion de intervalo g(I) = g(i>) —[x(«), estara definida para toda funcion 
cpeC la integral de Lebesgue-Stieltjes (en realidad sobre intervalo finito) : 

r CO 

[Ap. III-95] I Cp(») dit(a:) =p[cp] 

J —00 

con respecto a la medida p. 

Tambien [Ap. III-95] define para cada p un funcional lineal continuo 
en C, el cual en general no podra expresarse en la forma [Ap. III-88], En 
cambio si p(a;) es absolutamente continua, sera por Cap. XXIV, nota II, bi: 

X co /*00 

<p(») dp(x) = (L) «p(*)p'(^) da: , 

-co J— co 


o sea 

[Ap. III-96] p[cp] e= (cp, p'), (p absolutamente continua ), 
en cuyo caso se dice que la medida p tiene densidad p'(»). 

Por el celebre teorema de F. Riesz (§ 78-7) todo funcional lineal 
L(cp) continuo en C es expresable en la forma [Ap. III-95], es decir, existe 
una medida p (unica como funcion de conjunto, y definida a menos de una 
constante aditiva como funcion de punto) tal que L(cp) = u[<p]. Como 
[Ap. III-88] puede ponerse en la forma [Ap. III-95] con p(a?) = 



dt, si identificamos la medida p con el funcional p[cp], podemos 


decir que toda [funcional definida por una] funciSn f es una medida p, 
pero la reciproca no es cierta, de suerte que el concepto de medida es mas 
amplio que el de funcion. 


Nota 4. En realidad la medida es una generalizacion de la nocion de 
clase de funciones casi iguales, sumables en todo intervalo [a, 6]. Por 
ejemplo a 1/x no corresponde ninguna medida, pues 1/x no es sumable en 
un entorno de x — 0. 


E.templos: 14. La medida de Dirac es la definida por el funcional 
lineal continuo en C (cfr. [Ap. III-24]) : 

[Ap. III-97] 8(cp) = <p(0) , cpeC , 

y por la primera igualdad [Ap. III-26] corresponde a la funcion de dis¬ 
tribucion p(ce) = 1 (;«), que con la interpretacidn fisica vista en Cap. XXIV, 
nota I, u, corresponde a una masa 1 concentrada en x = 0. Como esta fun¬ 
cion l(x) de Heaviside no es absolutamente continua (ni continua), la 
medida de Dirac no es una funcion. Es 5 (cp) = l[rp], pero Dirac (ver 
[Ap. III-24]) escribe S(cp) = (q>,8), de modo que si a l(x) pudiera apli- 
carse [Ap. III-96] se tendria ( cp, ft) = l[tp] = (cp, 1), de donde la relacion 
usada por Dirac y (por ahora) sin sentido: 

[Ap. III-98] 5 = 1' . 

En Ej. 16 daremos un sentido y demostraremos esta relacion 
[Ap. III-98]. 

15. Analogamente, la medida definida por el funcional 
[Ap. III-99] 5„(cp) = cp («) 

corresponde en virtud de la segunda igualdad [Ap. III-26] a la funcion de 
distribucion g(x) = 1 (a; — a), o a una masa 1 concentrada en x — a. 

c) Ampliacion del campo de funcionales por reduction del dominio de 
continuidad. Distribuciones. — Si en [Ap. III-88] f(») admite derivada 
f'(a) e[L], a esta derivada corresponde tambien un funcional lineal (cp, f'), 
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de modo que si tambien cp admite derivada cp'(x)eC, tendremos por inte¬ 
gration por partes: 

X CO /-CO 

cp(x)f'(x)dx = — cp' (x) f (x) dx = — (cp', f) . 

-co >—co 

Esta relation sugiere la conveniencia de definir la derivada de todo fun- 
cional lineal L(cp) (aunque no sea expresable en la forma [Ap. III-88]) 
por: 

[Ap. III-100] L'(cp) = —L(cp') , 

pero entonces restringiremos el conjunto de las funciones cp(x) a una 
clase de funciones con derivada cp'(x) perteneciente a la misma clase, lo 
que conduce a la clase D de las funciones de prueba, indefinidamente deri- 
vables en (—co, co) y nulas fuera de un intervalo finito (no el mismo 
para todas). 

Diremos (Cfr. [Ap. III-90]) que 
[Ap. III-101] cp j(x) —> cp(x) en D , 

si las cpj(a;)eD, son todas nulas fuera de un mismo intervalo, y en el es 
uniformemente: 

[A P . in- 102 ] ’ 

icp/ r) (*) -> cp <r) (x), (r=l, 2, ...). 

Ademas (cfr. [Ap. III-92]) diremos que el funcional L (cp) es conti- 
nuo en D, si: 

[Ap. IIi-103] De [Ap. III-101] sigue L(cpy) —> L(cp). 

Toda funcion de D es de C, pero [Ap. III-101] exige mucho mas que 
[Ap. III-90] y en consecuencia [Ap. III-103] menos que [Ap. III-92]. Por 
tanto, los funcionales lineales continuos en D, que llamaremos distribucio- 
nes, forman una clase mucho mas amplia que los de los continuos en C. 
Tocla medida, y en particular toda funcion de [L], es una distribution, pero 
hay distribuciones que no son funciones ni medidas (ver ejemplo 17). 

Toda distribueion L(cp), cpeD, admite derivada primera definida por 
[Ap. III-100], y las infinitas derivaclas 

[Ap. III-104] L (n) (cp) = (— l) n L(cp ,B) ), cpt:D , 

En particular, toda funcion (e [L]), considerada como distribueion, ad¬ 
mite infinitas derivadas. 


Ejemplos: 16. De 


(<p,l) = J_ c 


cp(x) 1 (x) dx = 


cp(x)dx resulta, 


aplicando la definition de derivada 


[Ap. III-105] 


(cp, 1') = —(cp', 1) = — 


cp'(x)dx = cp (0) 


que demuestra [Ap. III-98]. 

17. Las derivadas de la medida de Dirac S (cp) definida por [Ap. 
III-97] son (cfr. [Ap. III-27]) : 

[Ap. III-106] 

f S'(cp) = —8(cp') = -cp'(0), 5”(cp) = —8'(cp') = +cp"(0), 
1 , ... , 8 <r> (cp) = <—1)V>(0), ••• • 

d) Propiedades fundamentals de la clase D y de las distribuciones. —- 
dr) La clase D es suficientemente restringida como para que toda distri¬ 
bution (y en particular toda funcion de [L] o toda medida) admita infini- 
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tas derivadas [Ap. III-104]. Pero por otra parte veremos ahora que es su- 
ficientemente amplia como para que si (cfr. a) : 

[Ap. III-107] (cp, f) = (cp, f*) para toda cpeD , 

sean f(x) y f*(x) casi iguales. 

En efecto, para todo r < s y n entero pertenecen a D las funciones 


_ r x 

tpr,;n(x) = \ ~~ ^ «(x- r) n(s -x) 

1 = 0 si x < r 6 x > s , 


] si r < x < s 


donde exp (t)= e'; y como 


lim ((p,-, s ,„,f) = f(x)dx, 
n—>oo Jr 


lim (<p r ,i>»»f*) = ( f ,|! (x) dx 
n—> co Jr 



de [Ap. III-107] sigue [Ap. III-94] para todo r, s, y entonces f y f* son 
casi iguales. 


di) Las funciones cpeD forman un espacio vectorial (Cap. II, nota, III, 
b, y Cap. XVII, nota 1) si definimos cp T + q> 2 y acp por las funciones 
cp x (x) -f <Pj(x) y a,, cp(x), tambien de D. Sea D U =C, y D,„ el espacio vec¬ 
torial de las funciones con derivadas continuas hasta el orden m inclusive 
en (—co, co) y nulas fuera de un intervalo finito (no el mismo para to¬ 
das). Es 

C(»Di(» ... (>)D.(>)D 
y D es la interseccion de todos los D m . 

Para los espacios duales D*, D m * (Cfr. Cap. XVII, nota I, c a ) de los 
funcionales lineales continuos en D o en D,„ (m = 0, 1, 2, ...) es: 

D.*«)Di*(<) ... (<)D,*«) ... (<)D* . 

Una distribueion es un elemento de D y se llamara de orden m si per- 
tenece a D,„ pero no a D m -i; una funcion de [L] es una distribueion de 
orden 0, y una medida que no sea una funcion, es una distribueion de 
orden 1. 


df) Soporte de una fiincion. — Se llama soporte % de una funcion 
cp(x) eC a la clausura (Cap. VI, nota II, d) del conjunto de los puntos 
donde cp(x) =£ 0. Entonces un punto x 0 pertenece al conjunto complementa¬ 
ry de X si y solo si existe un entorno de x 0 donde cp(x) = 0. 

Supongamos ahora que cp(x)eD t (y por tanto eC) y sea Xi un punto 
de la frontera (Cap. XVIII, nota I, b) de X- P° r ser Xi punto de acumula- 
cion del complementario de X y P or continuidad de cp'(x) es cp(xi) = 
= cp'(xi) =0; por otra parte, cp'(x) no puede anularse en todo un entorno 
de Xx pues entonces se anularia en el cp(x). Por consiguiente xi pertenece 
al soporte de cp'(x), y como es punto de acumulacion del complementario 
de Xi> pertenece a la frontera de Es decir: fr X (^) fr Si. 

cZ,) Soporte de una distribueion. — Diremos que una distribueion L es 
nula en un conjunto abierto G, si L(cp)=0 toda vez que el soporte X de 
cpeD esta contenido en G: X (^) G. Diremos que dos distribuciones Li y L 2 
son iguales en G o coinciden en G, si la diferencia Li — L 2 es nula en G. 

Citemos el importante principio de “reintegracion de trozos” (principe 
du “recollement des morceaux”, ver Schwartz (citado en Cap. XXV, 
nota IV, 8; vol. 1, pag. 26): Si en cada conjunto G ( de una familia 
(G,}- de conjuntos abiertos esta definida una distribueion L ( , de tal modo 
que si la interseccion de un par Gi, Gy no es vacia, L, y Ly coinciden en 
ella, entonces existe una y solo una distribueion L, definida en la reunion 
G de los CL, y que coincide con I., en Gi. 

En base a cste principio se puede definir el soporte do una distribueion 
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SkwLT 161 ? de to ? os los con Juntos abiertos donde L es nula es un 

comu„es\Tef S oporte I'de £??£($> “J. 1 “ d4, ‘ ^ “ 4i ™ P™ 4 ™ 

nrnll ^ dUt ^ hu f°^\~ Apliquemo. la distribucion L de- 

inflnfto P (9 ^ P hK'-irw a ? te * f <ic) ’ , a a eonvoluci ° n aobre un intervalo 
miiniio (y, a) h(x) = r(*)os(ai); resulta: 

”* ^ /* CO S* GO 

h(a)f(*)da; = f(a)dcc ( r(i)s(a;— f)dt = 

-co J —co J—GO 

*co ^-OD 

-od J_ a) r (<)s(M) f (i + t OdtdM , ( X — t = u). 

Consider an do esta expresion como un funcional sobre la funcion f la 
expresion anterior sugiere la siguiente definicion: luncion /, la 

Llamaremos convolution o producto de composition LoM de dos distri¬ 
butes L, M, a la distribucion P definida por 

P(f) = L^M f [f(* + y)]J. , (feD), 

driiSdi,”” qUe M Se . apli . ca a f <* + »> Ponaiderada como 
luego L. ’ dejdndo * como Parametro, respecto del cual se aplica 

Dirac , 1 eSr°: LIstx. Pues’T* 1 '* 0 de '»mP«slci6n, es la medida de 
(Lob) (f) = L^8„[f (aj -H 2/)] }• = L.[f(*)] = L(f) . 
por fi'f )^ Vada de una distribuci6n puede expresarse como convolucion 

(Lob') (f) = + = L.[—?(*)] = L'.[f(*)] = L'(f) , 

y analogamente para derivadas sucesivas, es: L <n) = Lob'’ 0 . 

„ nrim S 1 e f ense ffuida que la convolucion de distribuciones es asociativa v 
comnutatiya, y con la propiedad anterior se demuestra que la derivadl de 

En efecto: UC1 ° n d ® dlstribuclones se ohtien(i derivando uno de sus factores. 

{ = (LoM)ob' = Lo(Mob') = LoM' 

1 (LoM) = 80 (LoM) = (8'oL)oM = L'oM 

/) Distribuciones y transformadas de Laplace. — En la transform* 
cion de Laplace [XXIX-61] : u uansiorma- 

f(p) = L(F(t)J- = f X ’e-»'F(t)dt , 

Jo 

la funcion-objeto P (£), supuesta nula para t < 0, define una distribucion 

Sj-(q>) = f cp (£) F (t) df = f y> cp(t)F(t)dt , 

J—co Jo 

y se tiene: 

[Ap. III-108] f(p) = L\F(t)\ = S*(e-*‘) , 

es decir, para cada p, la transformada de Laplace es el valor del funcio- 

de TAPTAr?p? ( ^L •' 0bsel Q v f e que para que exista la transformada 
de Laplace es necesano que S F (cp) este definida para funciones <p(t) = 

= e p no pertenecientes a D. ' 
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. Tomando para P(t) las distribuciones 8 , 6', b", ..., se tienen los fun- 
cionales: 

s g (<P> = <P(0), (cp) = —cp'(0), (cp) = <p"(0), ... , 

que para cp(£) = e- pt dan: 

L-I81- = 1, L\b'} - p, L-j8") = p\ ... , 

y entonces, en el campo de las distribuciones, tambien las potencias no 
negativas de p admiten antitransformadas de Laplace (cfr. Cap XXIX 
nota VIII, m 3 ). 

La teoria de las distribuciones tiene muchas vinculaciones con las 
transformaciones de Laplace y de Fourier, y esta muy desarrollada la 
teoria de la transformacion de Fourier para distribuciones. 

11. Bibliografi'a. — a) Las ideas de Heaviside pueden verse expuestas 
por su autor en: 

0. Heaviside: Electromagnetic theory (The Electrician; Londres; 29 
Gu., 1922); 

pero uno de los primeros estudios sobre operadores simbolicos y su aplica- 
ci°n a las ecuaciones diferenciales (cfr. §§ 108-8 y 9 y §§ 112-3 a 5) se 
remonta a 

B. Brisson: Sur Vintegration des equations differentielles partielles 
(Journal de l’Ec. Polytech., 7, 1808, pag. 197). 

Este tema esta tratado sistematicamente en Vall£e Poussin (citado 
en Cap. VI, nota VI, 4), vol. II; Ince (citado en Cap. XXVII, nota IV, 
3), y las obras siguientes: 

G. Boole: A treatise on differential equations (Londres; 49 ed., 
1877); 

S. Pincherle y U. Amaedi: Operazioni distributive (Zanichelli, Bo- 
lonia, 1901), capitulo XI, y 

E. G. C. Poole: Introduction on the theory of lineal differential equa¬ 
tions (Oxford, 1936). 

Una exposicion ilustrada con consideraciones geometricas, de la des- 
composicion en factores de un operador diferencial de coeficientes varia¬ 
bles, da: 

G. Ascoli : Sulla decomposizione degli operatori differenziali lineari in 
fattorn lineari e sopra alcune questioni geometriche che vi si riconnetono 
(Rev. de Mat. y Fis. Teor., Tucuman; 1, 1940, pag. 180-215). 

b) Uno de los mejores libros sobre calculo operacional desde el punto 
do vista del ingeniero y del fisico, es el de Carslaw y Jaeger (citado en 
Cap. XXV, nota IV, 6). Tambien son clasicas y siempre actuales las obras: 

R- CarS0N: Electric circuit theory and the operational calculus 
(McGraw- Hill, Nueva York, 1926; reeditado por Chelsea, Nueva York); 
version alemana ampliada de F. Ollendorff y K. Pohlhausen: Elelctrische 
Ausgleichsvorgauge und Operatorenrechnung (Springer, Berlin, 1929) ; 

V. Bush: Operational circuit analysis (Wiley, Nueva York, 1929); 

H. Jeffreys: Operational, methods in mathematical physics (Cam¬ 
bridge Univ. Press; 19 ed., 1927; 29 e d., 1931) ; 

E. J. Berg: Heaviside’s operational calculus as applied to engineenng 
and physics (McGraw-Hill, Nueva York, 29 ed., 1936). 

. Logra una presentacion matematieamente inobjetable del calculo ope- 
racional con los mismos metodos de Heaviside convenientemente perfec- 
cionados, la obra comparativamente elemental y claramente escrita: 

J. P. Dalton: Symbolic operators (Witwatersrand Univ. Press, Jo¬ 
hannesburg, 1954). 

Tratan con cierta extension el tema las obras siguientes, de las 
cuales la primera utliza preferentemento la transformacion de Carson: 
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prueba mediante convolution de distribuciones, de la completidad del es- 
pacio de Hilbert de las funciones de cuadrado sumable; el cuarto hace 
mas coherente, en el marco de la teoria de distribuciones, el calculo usual 
de transformadas de Laplace: 

L. Schwartz: Theorie elementaire des distributions (Paris, 1955) ; 

L. Schwartz: Convolution (Paris, 1955); 

L. Schwartz: Semes de Fourier (Paris, 1955); 

L. Schwartz: Transformations de Laplace (Paris, 1955). 

Introduce la transformation de Laplace de distribuciones y desarrolla 
un calculo simbolico en varias variables, que luego aplica a las ecuaciones 
diferenciales hiperbolicas, la obra de J. Leray citada en Cap. XXVIII, 
nota XI, 6. 
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1. Notion de probabilidad. Principios fundamentales. — a) El delicado 
problema de la definition de probabilidad ha preocupado desde muy anti- 
guo a matematicos y filosofos, y aun hoy divide a unos y a otros. Para 
Arist6teles “lo probable es lo que ocurre con frecuencia”. A esta “defi¬ 
nition” imprecisa (y perfeccionada luego) pero objetiva y empirica, se 
oponen definiciones de tipo subjetivo, en relation con el grado de nuestro 
conocimiento respecto de un suceso que pueda verificarse o no. Asi, si en 
una urna tenemos 10 bolillas iguales salvo el color y extraemos una al 
azar, suponemos que no hay ninguna razon para esperar la aparicion de 
una bolilla con preferencia a otra; diremos entonces que todas las bolillas 
tienen la misma probabilidad de salir, o que las extracciones de las distin- 
tas bolillas constituycn acontecimientos igualmente probables. Si entre las 
10 bolillas hay 3 blancas diremos que la probabilidad de obtener una 
blanca es p = 3/10, y en general: 

La probabilidad p de un acontecimiento A es igual al numero f de 
casos favorables (casos en que se verifica A) sobre el numero total t de 
casos posibles: 

[Ap. IV-1] p = - f r , 

supuestos todos los casos igualmente probables. 

Uno de los primeros en expresar una definition clasica de probabilidad, 
que ya se halla en autores anteriores a el, es P. S. Laplace (citado en 
n9 11, a): “La teoria del azar consiste en reducir todos los acontecimientos 
del mismo genero a un cierto numero de casos igualmente posibles, es decir, 
tales que estemos igualmente inseguros sobre su existencia, y en determinar 
el numero de casos favorables al acontecimiento cuya probabilidad se busca. 
La relation de este numero con el de todos los casos posibles es la medida 
de esa probabilidad...”. 

Ejemplos: 1. Si en una urna hay a bolillas blancas y b negras, por 
lo demas todas iguales, la probabilidad de obtener una blanca es: 


CAp.IV-2] *> = -5TT ’ 

y la de obtener una negra: 

[Ap.IV-3] « = -s|T • 

Observese que la suma de estas probabilidades es (cfr. d) : 

[Ap. IV-4] p -f q ~ 1 . 

2. Se arrojan dos dados, Dj y D 2 , icual es la probabilidad de obtener 
suma 5? 

Si no conocieramos nada del dispositivo por cl cual aparece la suma, 
como 6sta puede tomar los valores 2, 3, ... 12, podria parecer legitimo 
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eonsiderar que tenemos 11 casos posibles y uno solo favorable, luego 
p = l/ll. Pero teniendo en cuenta como puede formarse la suma obtenida 
en el juego de dados, resulta que los casos no son igualmente probables, 
por ejemplo, es mas facil obtener suma 7 que suma 2. Tomando como 
igualmente probables las 36 asociaciones de cada cara de Di con cada 
una de D 2 resulta: p = 4/36 = 1/9. 

Nota. La probabilidad de un acontecimiento es por defincion un nu- 
mero comprendido entre 0 y 1, tomando estos valores extremos cuando el 
acontecimiento es imposible o cierto respectivamente. Pero la reciproca 
no es cierta cuando es infinito el numero de casos posibles. Por ejemplo: 
en un numero grande de disparos, la probabilidad de dar en el bianco, 
considerado como punto matematico es nula. La probabilidad de que el 
error de una observacion sea 0,02 es tambien nula. 

En cambio, es un numero finito la probabilidad de que el disparo 
quede a una distancia del bianco entre 3 cm y 4 cm o que el error de la 
medicion hecha este comprendido entre 0,02 y 0,03. 

Ahora bien, si en vez del intervalo 3 cm a 4 cm consideramos otro de 
10 cm a 11 cm de igual magnitud, se observa que el numero de disparos 
contenidos en esa zona es menor que en la otra; y si consideramos un 
intervalo mucho mas lejano, el numero de errores en el comprendido es 
sensiblemente nulo. 

b) Segun la definicion de probabilidad resulta que esta tiene la pro- 
piedad aditiva, es decir, en el ejemplo de la nota precedente, la probabilidad 
en un intervalo suma de dos intervalos, es la suma de las probabili- 
dades de ambos. Esta propiedad permite eonsiderar a la probabilidad como 
una medida especial (cfr. Cap. XXIV, nota I, a) y con lenguaje mas 
usual en Calculo de probabilidades puede enunciarse asi: 

Principio de probabilidades totales: Cuando un acontecimiento se 
puede presentar bajo diferentes modalidades incompatibles entre si, su 
probabilidad es igual a la suma de las probabilidades de esas modalidades. 

Ejemplos: 3. En una urna hay 3 bolillas blancas, 2 negras y 5 de 
otro color. La probabilidad de extraer una blanea es pi = 3/10, la de 
extraer una negra es p-. — 2/10, y la de extraer una blanea o negra sera 
(puesto que entre blancas y negras hay 5) : p = 5/10 = pi -f ps. 

4. Se arrojan dos dados. ;,Cual es la probabilidad de obtener una suma 
de puntos menor que 5? 

El acontecimiento se puede presentar bajo tres modalidades incompa¬ 
tibles: obtener suma 2, o suma 3, o suma 4. Calculando las respectivas 
probabilidades (cfr. ej. 2) y sumandolas, se obtiene: 

1 2 3_JL 

P ~ 36 + 36 + 36 “ 6 * 

c) Una medida de probabilidad (ver b) tiene la propiedad de que 
asigna medida 1 al conjunto total, pero lo que la distingue mas especial- 
mente es el concepto de independencia de acontecimientos, que en las for- 
mulaciones abstractas del Calculo de probabilidades debe introducirse 
como concepto primitivo, en relacion con el axioma siguiente: 

Principio de probabilidades compuestas: La probabilidad de la rea- 
lizacion simultanea de varios acontecimientos independientes, es igual al 
prodxicto de sus respectivas probabilidades. 

Ejemplos: 5. Al arrojar dos dados, la probabilidad de obtener doble 
as sera (cfr. ej. 2) : p = (1/6) . (1/6) = 1/36. 

6. Al arrojar 5 veces una moneda, la probabilidad de obtener 4 caras 
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seguidas de una cruz es 1/32; pero al arrojar 5 monedas a la vez, la pro¬ 
babilidad de obtener 4 caras es (por b) : 5/32. 

d) Dos acontecimientos se llaman complementarios o contrarios cuan¬ 
do se presenta siempre uno y solo uno. Entonces pueden considerarse como 
dos modalidades incompatibles de un acontecimiento cierto, y el principio 
de probabilidades totales (b) da para sus respectivas probabilidades p y q 
la relacion [Ap. IV-4], o sea: 

[Ap. IV-4'] p = 1 — q , 

que expresa la probabilidad p de un acontecimiento en base a la de su 
contrario, la que en muchos casos es mas facil de calcular. 

Ejemplo 7. Se arroja n veces un dado. ^Cual es la probabilidad de 
obtener por lo menos una vez el as? 

Es evidentemente erroneo este razonamiento: La probabilidad de obte¬ 
ner un as con un tiro es 1/6, con n tiros n/6. En efecto, una probabilidad 
no puede ser nunca > 1. 

El numero total de casos que corresponde eonsiderar como igualmente 
probables (cfr. ej. 2) es el de las variaciones rc-arias con repeticion de las 
6 caras, o sea (§ 11-1, nota 2) : 6". En lugar de contar los casos favora- 
bles (variaciones donde entra al menos una vez el as) es mas facil contar 
los correspondientes al acontecimiento contrario: variaciones n-arias de las 
5 caras 2, 3, ..., 6, o sea 5". Entonces es q = 5 n /6" y por [Ap. IV-4'] : 

P = 1 — (576"). 

Usando el principio de probabilidades compuestas, el razonamiento an¬ 
terior se simplifica asi: La probabilidad de no obtener as en un tiro es 
5/6, la de no obtener as en ninguno de los n tiros es q = (5/6)", etc. 

2. Variables aleatorias. Mementos de una distribucion. — a) Una 

variable aleatoria X sera una variable que puede tomar determinados va¬ 
lores x,, Xi, ..., x n , con determinadas probabilidades p,, p 2 , ..., p„, res¬ 
pectivamente. Por ejemplo, es una variable aleatoria la ganancia en un 
juego de azar (considerando las perdidas como ganancias negativas). Para 
determinar la variable aleatoria hay que dar entonces n pares de numeros: 

[Ap. IV-5] X j Z 1 • *" 

L 1 J l Pi Pa . • • Pn . 

siendo ademas: 

[Ap. IV-6] Pi > 0 , = 1 • 

Ejemplo 1. El numero de puntos al arrojar un dado simetrico o no 
tarado (es decir, con igual probabilidad para cada cara) es una variable 
aleatoria definida asi: 

[Ap. iv-7] x{ 1 ) 6 ;;; . 

b ) En muchos casos es util interpretar la variable aleatoria [Ap. IV-5] 
como una distribucion de masas pi, p 2 , ..., p n , en los puntos de una recta, 
de abscisas x h x 2 , ..., x n . 

Se llama momenta de orden r de esta distribucion (respecto del origen 
0) al valor: 

[Ap. IV-8] nir = %p>%i r . 

El momento de orden 1, tambien llamado media o valor medio 
[Ap. IV-9] mi = %PiXi , 

es el mas importante de los llamados parametros de localizacion de la 
variable aleatoria, pues por representar el centro de gravedad de la dis¬ 
tribucion de las masas, da una idea clara de su ubicacic'm o localizacion 
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global. (Otros parametros de localizacion son la moda o valor al cual 
corresponde maxima probabilidad [cuando es unico, la distribucion se llama 
timmodal ] y la mediana, valor al cual corresponde la probabilidad < i 
tanto de no ser alcanzado como de no ser superado). 

El momento de orden 2: 

[Ap. IV-10] 

ms = %ViXi a 

representa el momento de inercia de las masas respecto del origen. 

Con frecuencia conviene tomar como nuevo origen el centro de grave- 
dad «ix de la distribucion, y con respecto a el considerar los llamados 
momentos centrados 

[Ap. IV-11] p r — %p,(xi — wi) r . 

Sera entonces: 

[Ap. IV-12] m — XP‘ (%i — w.i) = tPiXi — miXPi = m, — trw — 0 , 

[Ap. IV-13] |ia = Xp,{Xi— «i) ! = 5Pi(xr — 2m,Xi + m?) — 

= m a — 2W1 3 -f mr = — mi 3 . 

Como fiu representa el momento de inercia de las masas respecto de 
su centro de gravedad, la relacion [Ap. IV-13] constituye el conocido teo- 
lema de Steiner de la Geometria de masas, y muestra que u, es menor 
quo el momento de inercia respecto de cualquier otro origen. Se le llama 
tambien vamancia V, y es un pardmetro de dispersidn de las masas alre- 
dedor de su centro de gravedad, siendo V tanto menor cuanto mas concen- 
tradas esten esas masas. Para tener una mcdida homogdnea con X (v no 
con su cuadrado) suele usarse su raiz cuadrada 

[Ap. IV-14] o — Vfla — VV’ , 

que llamaremos dcsviacion normal (standard deviation). Cuanto menor es 
o, tanto mas se agrupan los valores alrededor de uno fijo; si, 

pox ejemplo, x n son resultados de varias mediciones de una misma 

magmtud, sera tanto mayor la precision cuanto menor sea <r. 

c) Si a la variable aleatoria X corresponde una distribucion con 
centio de gravedad m, y dcsviacion normal a, la llamada variable norma- 
hzada o reducida (X — m 1 )/a, que se obtiene de la anterior cambiando el 
normal 1 & Umdad de medida > tendf a centro de gravedad 0 y desviacion 

Ejemplo 2. Para la variable aleatoria del ejemplo 1 se tiene: 
mx = -J- (1 + 2 + ... + 6) = , 

m 2 = -J- (l 3 + 2 3 + ... + 6=) = - 9 i- , 

y entonces, por [Ap. IV-13] : 

= w a — w, 2 = ~ — = -||- = 2,9 a = V2^9 = 1,7 , 

con lo que la variable aleatoria normalizada sera: 

Y = X ~ 3 » 5 / —2,5/1,7 —1,5/1,7 ... 2,5/1,7 

1.7 l 1/6 1/6 ... 1/6 

3. La distribucion binomial. — Consideremos el siguiente problema: 
Una moneda asimetrica (con probabilidad p para cara y q = 1_ p 
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para cruz *) se arroja n veces. iCual es la probabilidad P r de obtener r 
voces cara? 

A cada tiro hagamos corresponder una variable aleatoria X,- que tome 
los valores 16 0, segun que se obtenga cara o cruz: 

[Ap. IV-15] X t {J 9 

El numero de caras obtenidas sera tambien una variable aleatoria, 

suma de las anteriores: X = veremos cua * es su distribucion. 

*=1 

La probabilidad de obtener r caras seguidas en los r primeros tiros, 
sera, por el principio de probabilidades compuestas (cfr. 1, c ): p . p ... 
... p = p r ; la probabilidad de obtener n — r cruces en los n — r tiros 
restantes sera analogamente: q n ~ r ; y, entonces, la probabilidad de r caras 
consecntivas, seguidas de n — r cruces, sera por el mismo principio de 
probabilidades compuestas: 

[Ap. IV-16] p r . q n ~ r . 

Esta es tambien la probabilidad de obtener r caras y n — r cruces 
en un orden prefijado cualquiera, y como el numero de estos ordenes esta 

dado (§ 11-3 y 4) por el numero combinatoric^ ^ aplicando el principio 

de probabilidades totales (cfr. 1, b) resulta para la probabilidad de obtener 
r caras y n — r cruces en un orden cualquiera: 

[Ap. IV-17] Pr = ( ” ) P r . <? n ” r • 

Ejemplo: La probabilidad de obtener tres veces as arrojando cuatro 
veces un dado simetrico es: 

/ 4 \[ 1 \» J_ 4.3.2 5_5__ 

\ 3 /\ 6 / ‘ 6 - l . 2 . 3 * 6' “ 324 * 

4. Sistemas de variables aleatorias. Momentos de la distribucion bino¬ 
mial. — En el caso de la distribucion binomial hemos considerado la va¬ 
riable aleatoria X como suma de n variables aleatorias X ( todas con la 
misma distribucion dada por [Ap. IV-15], y veremos ahora como este 
enfoque facilita el calculo de los momentos, para lo cual demostraremos 
antes algunos teoremas gcnerales referentes a la consideracion simultanea 
de dos o mas variables aleatorias. 

a) Consideremos dos variables aleatorias 

[Ap. IV-18] X l Pl ... Pn > Y X Ql ... q m > 

e indiquemos con P r , la probabilidad de que X tome el valor x r y a la vez 
Y el valor y,. 

Si los valores tornados por X son independientes de los de Y, diremos 
que X e Y son variables aleatorias independientes. En tal caso se tiene, por 
el principio de probabilidades compuestas (cfr. 1, c) : 

[Ap. IV-19] P r « = p r q. , (X e Y independientes) . 


* En lugar de esta moneda, podria considerarse una urna con a bolillas blancas y b ne- 
gras: p = a/ (a + b ), q = b/ (a + b). A cada tiro de la moneda corresponde una extrac- 
cion de esta urna, previa reposicidn de la bolilla extraida antes, de modo que todas las 
pruebas se realizan en las mismas condiciones, por lo que el problema, considerado por 
J. Bernoulli, se llama problema de las pruebas rcpetidas. Naturalmente en este esquema 
de urna, p y q son numeros racionaies. 




AP. IV. PROBAB. Y TEORIA DE ERRORES 


Ap. IV- 4 


Por otra parte se tiene en todos los casos en virtud del principio de 
probabilidades totales (cfr. 1, b) : 


TAn TV-201 ^ ^ > ' 1 4~ ^ > ' 2 4“ ••• + Pen. = p r 
LAP. IV ^UJ | Plj + p 2s + . . . + P„ = q a 


(r = 1, 2, ..., n), 

(s = 1, 2, .. ., m). 


Teor. 1. El valor medio de la suma de varias variables aleatorias es 
igual a la suma de sas valores medios. 

Basta demostrar el teorema para dos variables aleatorias TAp. IV-181 
Tendremos por [Ap. IV-20]: 

mj(X-l-Y) = Pu(iCi + 2/1) 4- ... -f P lfn (aJi+ y m ) -f 

+ . + 

+ + 2/l) + 4- Pnm (x n -f J/m) = 

= *l(Pu + ••• + Pirn) + • • • + *T.i (P »1 + ... -f Pnm) -f 

+ 2/l(Pll -f ... + P„i) -f . . . 4- y m (P,m 4- • • • + Pnm) = 

— PiX i 4- • • . + P<‘X,i + qiyi -(- ... -j- q m y m = mi(X) 4- m,(Y) . 

Teor. 2. El valor medio del producto de varias variables aleatorias 
independientes, es igual al producto de sus valores medios. 

Se tiene, aplicando [Ap. IV-19] : 

nii(X . Y) = PniBi yi -f ... 4- P lm Xiy m 4- 
4* . 4- 

+ PnlX„J/T 4- ... -f PnmXnVm = 

= PiXi . qiyi 4- • • . 4- Pl^l • QmVm 4- 

4~ . 4- 

4- PnXn . -I- ... -f p n Xn . q m y m = 

= 4- ... 4- PnXn) . (g-ij/a 4- ... 4- QmVm) = m^X) . m,(Y) . 


Teor. 3. El valor medio del cuadrado de una suma de varias variables 
aleatorias independientes , y con colores medios nulos, es igual a la suma 
de los valores medios de sus cuadrados. 

Considerando, por ejemplo, dos variables aleatorias X e Y tales que 
int(X) _m,(Y) =0, tendremos por los dos teoremas anteriores: 

m,[(X +Y) 2 ] = mt(X 2 ) -f nii(Y a ) -f 2m,(XY) = m,(X 2 ) 4- m,(Y 2 ) + 
+ 2m, (X)nii(Y) = m 1 (X a ) + m,(Y 2 ) . 

b) Con estos teoremas generates podemos calcular facilmente los pri- 
meros momentos de la distribucion binomial dada por [Ap. IV-171 Para la 
variable aleatoria X, definida por [Ap. IV-15] se tiene m,(X,) = 
— P • 14-9 • 0 = p, y aplicando el teorema 1 resulta: 

[Ap. IV-21] m,(X) =mi(SX«) = = n . m,(X f ) = np . 

, El momento de orden 2 se calcula aplicando el teorema 3, pero como 
este exige que los sumandos sean variables aleatorias con media nula, 
debemos considerar las variables aleatorias centradas X, — p, que resultan 
de restar a [Ap. IV-15] su propio valor medio: 

[Ap. IV-22] X, — p \ 1 ~ P obien : X, — p { « -P 

IP q 'l p q . 

La suma S(X ( —p) =X — np es la variable aleatoria centrada co- 
rrespondiente a X. Por otra parte se tiene 

mi[(X 4 —p) 2 ] = p . q 3 4- q . (—p) 2 = pg(p-fg) = pq , 

y aplicando el teorema 3 resulta la variancia (cfr. 2, b) de la distribucion 
binomial: 

[Ap. IV-23] V(X) = MX) = m 2 (X — np) = W] [(X — np)*] = 

= 2mi[(X, — p) 2 ] = npq , 
con lo que la dcsviacion normal 
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[Ap. IV-24] a(X) = \/npq , 

aumenta con la raxz cuadrada del numero de tiros. 

5. Variables aleatorias continuas. La ley normal. — a) Hasta ahora 
(salvo en 1 , nota), hemos considerado variables aleatorias que pueden to- 
mar solo un numero l'inito de valores. Entre las que toman infinitos 
valores, las mas importantes son las variables aleatorias continuas, que 
pueden tomar todos los valores de un intervalo, o de toda la recta 
—co < x < co. Para una tal variable X no es apropiado hablar de la 
probabilidad de cada punto por separado, sino de la probabilidad P (a, b) 
de que X tome un valor perteneciente al intervalo ( a,b ). La funcion 
P (a, b) debera cumplir las tres condiciones siguientes: 

f 1^) P (a,b) > 0 , 

[Ap. IV-25] - 2^) P(—oc, -fee) = 1 , 

i 3^) P(d,6) = P (a, c) 4 - P (c,b) , (a < c < b) , 


cuyo significado es inmediato: las dos primeras son las analogas de 
Pi > 0, %p, = 1, y la tercera corresponde al principio de probabilidades to¬ 
tales (cfr. 1, b). 

Una tal variable, en casos muy generates, esta caracterizada por una 
funcion densidad de probabilidad o funcion de frecuencia 

[Ap, IV-26] y = f(x) 

tal que la probabilidad de que X tome un valor en un intervalo (a, b) es: 


[Ap. IV-27] 


P (a, b) = j f(:c)dx . 
Jo 


La condicion [Ap. IV-25] 39- se cumple siempre. Para que se verifiquen 
las dos primeras debe ser: 


[Ap. IV-28] 


/•CO 

f (.r) > 0 , f (aj)dx = 1 . 

J —CO 


La variable aleatoria puede representarse por la curva y = f(x), e 
interpretarse como una distribucion de masas a lo largo de una recta, con 
densidad lineal f(«). La segunda condicic'n [Ap. IV-28] indica que la 
masa total es 1. 

Se llama funcion de distribucion 0 de probabilidades totales F (x) de 
una variable aleatoria X (continua 0 no), a la probabilidad de que esta 
tome un valor < x : 

[Ap. IV-29] F(») = Prob. de X < * ; 

si F (x) tiene derivada F'(^)=f(cr), la distribucion es continua con 
densidad f (cc ). En el caso general, los momentos estan dados por inte¬ 
grates de Stieltjes 


[Ap. IV-30] 


- -s: 


x r dF (cc) 


y para variables aleatorias continuas por 


[Ap. IV-31] 


aj r f (x) dx 


b) Volvamos a la distribucion binomial (n9 3). Podemos representar 
la ley [Ap. IV-17] por los n-fl puntos (r, P,). (r=0, 1, ..., n), 0 , 
como se acostumbra, por la quebrada que los tiene por vertices. Si se 
representan estas poligonales, asimetricas si p ^ q, para valores cada vez 
mayores de n, pero tomando en cada caso como origen y unidad de medida 
la media np y la deaviacidn normal \Jnpq (cfr. 2, c, y 4, b), su observa 
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que no solo las poligonales van perdiendo la asimetria inicial, sino quo 
tienden hacia una misma curva limite 

[Ap. IV-32] y = —^= e-i* a 

V 2rc 


que es la llamada curva normal de Laplace-Gauss, de importancia funda¬ 
mental en el Calculo de probabilidades y en la teoria de los errores de 

observacion. Esto resulta 



Fig. 453. Curvas normalea con mi = 0 y distintoa a. 

la curva normal general (fig. 453) : 


como caso muy particular 
del llamado teorema limite 
central del Calculo de pro¬ 
babilidades, referente^ al 
comportamiento asintotico 
de sumas de variables alea- 
torias. 

Si la densidad f(x) es 
la funcion [Ap. IV-32], 
diremos que la variable 
aleatoria sigue la ley nor¬ 
mal (con valor medio 0 y 
desviacion normal 1. 

La curva normal re- 
ducida [Ap. IV-32] tiene 
un maximo para x = 0, es 
simetrica con respecto al 
eje y, y ademas y —> 0 pa¬ 
ra x —» ± co. En general, 
si el valor medio es ra s y 
la desviacion normal a, la 
ley normal esta dada por 


[Ap. IV-33] 


y = f (x) = 


- 1 __ e -(»-m 1 )ii/t2 (T S> 

oy/2n 


simetrica respecto de x = mi, donde alcanza su maximo. 


6. Errores sistematicos y accidentales. — Al efectuar repetidamente 
la medida de una magnitud resultan numeros distintos de la verdadera 
medida do esta; unas causas de error son conocidas y actuan en un sentido 
conocido; tal sucede, por ejemplo, si se mide una distancia llevando reite- 
radamente una regia, sin estar bien alineados los puntos intermedios, en 
cuyo caso resulta un error por exceso; o si la regia tiene un error por 
defecto o por exceso; .. . En general, todos los errores debidos a defectos 
del instrumento, se ilaman sistematicos y pueden calcularse aproximada- 
mente; los numeros obtenidos en las medidas deberan corregirse de estas 
causas sistematicas de error; pero aun hechas estas correcciones, los nu¬ 
meros asi corregidos difieren del verdadero, unos por defecto y otros por 
exceso. Estos errores debidos a causas tan complejas que no es posible 
conocer ni evaluar, se Ilaman errores accidentales, y cuando el numero de 
observaciones es muy grande tienden a compensarse, verificandose estas 
condiciones: 

lb Los errores son tanto mas frecuentes cuanto mas pequenos. 

29 Su promedio tiende hacia cero al crecer el numero de observaciones. 

3^ El numero de errores superiores a cierto numero es sensible- 
mente nulo. 

Cuando el promedio de los errores tiende hacia un valor distinto de 
0, es preciso buscar alguna causa de error sistematico; y si no tiende hacia 
ningun valor, se dice que el sistema no es normal. 

Estas o analogas condiciones, igualmente insuficientes, suelen to- 
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marse para caracterizar los errores accidentales o fortuitos ; prescindamos 
de ellos y despues daremos la definicion rigurosa (nb 8). 

7. Errores medio y promedio. — Sea X el valor exacto de la magnitud 
desconocida y x r los n valores observados. Llamaremos errores verdaderos 
a los numeros b, = x r — X, y designaremos por 8 el promedio de los erro¬ 
res, o sea: 

[Ap. IV-34] 8 = %b r : n = —X) :n 

Si formamos la media aritmetica M de los valores observados como 
es = %M resulta: 

[Ap. IV-35] 8 = («M — nX) : n •= M — X 

Es decir: el promedio de los errores verdaderos es igual al error del 
promedio de los valores observados. 

Llamaremos errores aparentes a las diferencias conocidas entre los va¬ 
lores obsei’vados y su media M, es decir: Ar = *r-M, de donde: 

[Ap. IV-36] — wM = 0 

Este numero M esta, pues, caracteri- 
zado por la condicion v(a;,— M) = 0; pero 
M X f> X ademas tiene la propiedad de hacer minima 

■- 1 -*--- 1 r ' - la suma de cuadrados de diferencias con los 

' ~ n valores x r . En efecto, siendo (fig. 454) : 

Ar 8 r = A--al sumar los n cuadrados re- 

Fig. 454. Suita 

[Ap. IV-37] %b r 2 = SA, a + n8 3 

pues el doble producto se anula, por ser SAr = 0; luego, cualquiera que 
sea X, la suma de cuadrados de distancias a los puntos x r es mayor que 
para el punto M, y solamente es igual si 8=0, es decir: si X = M. 

Distingamos dos problemas: lb) Conocido el valor exacto X, expresar 
por un numero la precision de la serie de medidas x r . 2b) Si se desconoce 
el valor exacto, acotar el error mas probable del promedio M y el grado de 
precision de las medidas x r . 

El lb se resuelve adoptando la medida siguiente: 

Se llama error medio cuadrdtico o simplemente error medio de un 
sistema de valores a la raiz cuadrada del promedio de cuadrados de sus 
errores verdaderos, es decir, pondremos: 

p 3 = %b r 2 : n 

y analogamente 

[Ap. IV-38] m 3 = 2A 2 r : n 

La relacion [Ap. IV-37] adopta as! esta forma importante: 

[Ap. IV-39] |x 3 = m? + 8 3 

en la cual es conocido m, promedio cuadratico de los errores aparentes. 

Conoceremos, pues, el promedio 8 de errores, si conocemos el error 
medio p,; y reciprocamente. Para poder determinar uno y otro, se precisa 
otra relacion, y esta resulta de la igualdad, 

[Ap. IV-40] {%b r y = S(6 r 2 ) + s 

que se obtiene desarrollando el cuadrado de la suma y designando 
por s = 2^8r8 B . Dividiendo [Ap. IV-40] por w 2 resulta la relacion buscada: 

[Ap. IV-41] 8 s = + -V . 

n n 

De [Ap. IV-39] y [Ap. IV-41] se despeja inmediatamente: 
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Hasta aqui no hemos hecho hipotesis ninguna sobi'e los errores; ni 
aun haciendolas podriamos decir nada sobre el numero s, pues aun con 
ellas cabe que la 2^ fraccion llegue hasta valer pr (si m=0, o sea 
» r = M); y es, por tanto, aventurado el despreciarla, como suele hacerse; 
pero si consideramos, no una serie de medidas de X, sino muchas, los valo- 
res de s son unos positivos y otros negativos, y se admite que su valor 
mas probable es 0; resultando asi las formulas fundamentals: 

„ _ nm " _ SAr 2 
^ lo — n — 1 — n — 1 

S * _ __ 

n — 1 n(n — 1) 

que expresan el error absoluto mas probable b 0 del valor M y el error 
cuadrdtico mas probable go de la serie de medidas. 

EJemplos: 1. En una triangulacion geodesica se midieron los angulos 
de 9 triangulos, resultando estas discrepancias respecto de 180° para la 
suma de sus angulos, que expresamos en segundos, ordenandolos de menor 
a mayor: 

—2,780 ; —2,352 ; —1,349 ; —0,764 ; + 0,009 ; + 1,246 ; +1,613 ; 

+ 1,900 ; +2,471 . 

Facilmente se calcula: 

M = 1,609 , ^b r = —0,006 , p = 1,811 . 

La pequehez de |5| = 0,006 : 9 < 0,0007 indica que estan muy com- 
pensados, pero ello carece de valor; pues si se prescinde, p. ej., de los dos 
primeros triangulos aumenta considerablemente. La medida de la preci¬ 
sion la da p. 

2. Las medidas de una longitud (desconocida) expresada en me¬ 
tros, son: 

423,35 ; 423,43 ; 423,30 ; 423,30 ; 423,27 

El promedio es: M = 423,33. 

Errores aparentes (en cm) +2 , +10 , —3 , —3 , —6 

Cuadrados (en cm) 4 , 100 , 9 , 9 , 36 

Valores mas probables: 8 0 = 2,81 cm ; p 0 =6,28 cm ; Xo = 423,33 ± 
± 0,03 m. 

3. Se han obtenido estas medidas de un segmento: 

1,280 ; 1,282 ; 1,280 ; 1,283 ; 1,280 ; 1,290 ; 1,280 ; 1,290 ; 1,285 ; 

1,290 ; 1,280 . 

El promedio es M = 1,2836; rest an do de cada uno y formando la suma 
de cuadrados es 2A>“ = 0,000 192; el error medio y el promedio de errores 
son: 

po = V0,0000192 = 0,0044 ; 8o = 0,0044 : y/U = 0,0013 

y el valor mas probable: X 0 = 1,2836 ± 0,0013. 

8. Ley de distribucion de los errores. — Si efectuamos numerosas me¬ 
didas de una magnitud y llevamos como abscisas los numeros obtenidos 
x r , se observa que se condensan hacia un cierto punto, espaciandose tanto 
mas cuanto mas se alejan de el. Si todos fueran equidistantes, se llamarla 
densidad por unidad de longitud a la parte alicuota v/n del numero total 
de puntos contenida en la unidad, o sea, elegido un segmento h, al cociente 
v/(nh), siendo v el numero de puntos contenidos en el segmento h. Como la 
distribucion no es uniforme, este cociente varia con el segmento elegido 
(x, xh), y a esta funcion de x,h, la llamaremos densidad o frecuencia 
en dicho intervalo. 
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Como el cociente v/n es la probabilidad de que un valor observado este 
en el intervalo {x, x + h) resulta (fig. 455) : 

densidad = probabilidad//i = A P/h 

La funcion <I> (m) = numero de valores x r < x, esta representada por 
una llnea escalonada cuyo maximo es el numero total n; si dividimos por 
n, es decir, si adoptamos la ordenada F(a) = probabilidad de los valo¬ 
res < x, la ordenada maxima es 1 y la grafica se llama de prohabilidades 
totales (fig. 456; cfr. n? 5, a). 



Fij?. 455. Fig. 456. 


Dividida la recta en intervalos h, si en el punto medio de cada uno 
llevamos como ordenada la densidad AF//i, se obtiene una grafica, que, al 
decrecer h y aumentar n, se va aproximando a una cierta curva y diremos 
que los errores son accidentales, si esta curva es del tipo que hemos 11a- 
mado (cfr. 5, b) normal o de Laplace-Gauss: 

[Ap. IV-42] <p(*) = K . e-WW 

simetrica respecto de la recta x = c, y cuyas ordenadas decrecen muy ra- 
pidamente a ambos lados del punto c, siendo sensiblemente nulas desde un 
valor en adelante. Este numero c, promedio o baricentro de los x r (*s, por 
tanto, el valor mas probable, esto es, el de densidad maxima. Poniendo 
x — c=t, el numero de errores Ar 
contenidos en el intervalo (t,t + h) 
es igual al de valores x r en el inter¬ 
valo (x,x + h), y su densidad viene 
expresada por la funcion de Laplace- 
Gauss [Ap. IV-42] que se reduce a: 



[Ap. IV-43] <p(i) = Ke-fc 2 * 9 

Para n —> co la probabilidad 
F — v/n en el intervalo (—oo, t) tie- 
ne por hipotesis un limite F(t), que 
llamaremos la probabilidad total (fig. 
457) ; la probabilidad en (t,t-)- h) es: 
AF(O: F(t + h) —F(£) y la densi¬ 
dad en el punto t es: 



Fig. 457. 


q>(t) — lim AF(t) : h = F '(t) 


la dial suponemos que viene expi-esada por la ley exponencial de Laplace- 
Gauss; siendo, por tanto, la probabilidad de que un error este compren- 
dldo entre ay b: 

[Ap, IV-44] P (b) — F (a) = f q3(«)d« = K f e-^dt . 
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Para el intervalo (—oo, + co) la probabilidad es 1, y como la integral, 
segun se calculo en § 53-5, vale Vji : k, resulta K — k/y/n. 

Cuanto mayor es k (o sea cuanto menor es a en [Ap. IV-33] ), tanto 
mas se eleva la curva en su parte central (fig. 453), y mas rapidamente 
tiende a 0, estrechandose el intervalo de los errores posibles; es decir, 
aumenta la frecuencia de los pequenos errores y se hacen practicamen- 
te imposibles los grandes. Por esto se llama k la medida de la precision 
del sistema considerado de medidas. 

La definicion basada en la funcion [Ap. IV-42], que aparece en muchas 
cuestiones, no es arbitraria y puede justificarse asi: 

Ejemplos: 1. Si se anotan las frecuencias de las sumas 2 hasta 12 
logradas lanzando dos dados, se observa que 2 y 12 son las menos frecuen- 
tes, porque solo aparecen en los casos 1 + 1 y 6 -f 6 ; mientras^ que las 
sumas intermedias se pueden formal' de varies modos y este numero es 
maxirno para la suma. 

7 = 1 + 6 = 2 + 5 = 3 + 4 = 4 + 3 = 5 + 2 = 64-1 ■ 

La grafica de estas frecuencias es campaniforme (la figura 458 re- 
presenta el caso de 3 dados) y al crecer el numero de dados tiende, como 
se puede demostrar, a una curva de Laplace-Gauss. 

Este ejemplo es importante, porque senala el camino para demostrar 
quo las frecuencias de los errores accidentales obedecen a la ley asir.totica 
de Laplace-Gauss, si se supone que resultan de la superposicion de nume- 
rosos sumandos, llamados errores elementalcs, que se combinan de todos 
los modos posibles. Es preferible, sin embargo, desistir de tales demostra- 
ciones, siempre basadas en propiedades desconocidas de los errores acci¬ 
dentales y adoptar la ley normal como definicion de estos. 



Fig. 45S. Fig. 459. 


2. Si se examinan las tallas de los conscriptos en un pais de pobla¬ 

cion homogenea y se divide el eje x en cm llevando en el punto medio de 

cada uno como ordenada el numero de reclutas cuya estatura esta com- 

prendida entre ambos numeros consecutivos, resulta una grafica con un 

eje de simetria que corresponde a la estatura media x = c. Si se dividiera 

el eje x en mm (suponiendo que sea posible apreciar el mm en las tallas) 

las frecuencias serian aproximadamente 10 veces menores; pero si en 

lugar del numero v llevamos como ordenada v/(mh), al dividir v y h por 

10, esta densidad no varia y los puntos de la grafica tienden a formar 
una curva; si esta es del tipo [Ap. IV-42], se dice que la poblacion es 
normal. 

En cambio, si en un pais hay un nucleo extranjero, la grafica no sera 
una curva normal o de Laplace-Gauss, sino que presentara una forma 
como la indicada en la figura 459. Hay metodos para dcscomponer tal fun¬ 
cion en suma de funciones normales y la figura indica que en este caso 
hay dos sumandos. La interpretacicn es clara: la estatura media de la 
mayoria del pais es 1.50: y la estatura media de la minoria extraha es 
1,65, siendo esta minoria aproximadamente J de la poblacion total, como 
se ve comparando las areas. 
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9. Errores de diversos ordenes. — La determinacion de una magnitud 
por observaciones se puede comparar con un juego en el que solamente hay 
perdidas, pues los valores observados siempre difieren del valor exacto, y 
el error, sea positivo o negativo, puede considerarse como una perdida; 
es un juego en que solo puede aspirarse a perder lo menos posible, y de 
igual modo que en los juegos de azar se mide el riesgo por la esperanza de 
perdida, es decir, por el producto de la cantidad arriesgada por la proba¬ 
bilidad de perderla, en la teoria de errores se puede definir el riesgo de 
error como suma de los diversos errores posibles 8, por sus respectivas 
probabilidades, es decir, por la integral 

[Ap. IV-45] J'|8|<p(8)d8 = j .|8|dP , 

la cual no es sino el limite del promedio de valores absolutos 2|8| : n *. 

Por tanto, la integral [Ap. IV-45] es aproximadamente igual al pro¬ 
medio absoluto de los errores, es decir, a la media aritmetica de los valores 
absolutos de los errores. 

Esta medida del riesgo de error no es la mas satisfactoria, pues la 
importancia de cada error no debe medirse por su cuantia, sino por una 
funcion de esa cuantia, y segun cual sea esa funcion F(8) que se elija, 
resulta una medida distinta del riesgo de error. 

Si adoptamos la funcion 6" el riesgo es el promedio de los cuadrados 
8 s de los errores, cuya raiz cuadrada hemos llamado error medio cua- 
drdtico : p. 

Si se adoptan 8 s o 5' 1 resultan los errores medios cubico y bicuadratieo 
iiii y p, de uso menos frecuente que los anteriores. 

Adoptada la ley de Laplace-Gauss resultan relaciones notables entre 
los errores medios y la precision k. En efecto, las integrales respectivas 
se calculan directamente, o se deducen facilmente ** de la ya calculada: 

[Ap. IV-46] 2 ( "e-Wx* . dx = - VJt 

Jo lc 

y son las siguientes: 


[Ap. 

IV-47] 

2 

rco 

' X 
(i 

e~k-x 2 3 * * * * * * 10 . 

dx = 

1 

Ic J 

; Hi = ■ 

l 

k \/« 

[Ap. 

IV-48] 

2 

f+ 

0 

, C~k“x" , 

. dx = 

\/jT 

2 k? 

; = 

1 

2 Id ; 

[Ap. 

IV-49] 

2 

r ,co , 

X ' 1 

0 

, e-k-x* 

. dx = 

1 

Id 

; [»o n = 

1 

Jc\'n ’ 

[Ap. 

IV-50] 

2 

r«> 

X' 

>0 

. Q-k-x- 

. dx = 

3\/jt 
“4 Id 

; p/ = 

3 

Aid ' 


Multiplicando todas por K = k/ Vn, los primeros miembros se trans- 
forman en: el error promedio absoluto a,; el cuadrado del error medio cua- 

* Mas general: cualquiera que sea la funcion continua F(a;) la suma de valores de 
F(a>) en los v puntos 5 r del intervalo h es igual a j> veces su media aritmetica, la cual, por 
la continuidad, es uno de los valores F(£) en el intervalo; luego, para dicho intervalo es 
2F((e)/n = pF(£)/tj = AP . F(£) ; y como la probabilidad AP es la frecuencia por h, en el 
limite resulta la integral como limite de 2F (x)/n extendida a todo el campo de va- 
riuci6n de x. 

** La integral | Ap. IV-471 es inmediata, haciendo kx — t; la TAp. IV-48] resulta de- 
rivnndo [Ap. IV-4C| respecto del par&metro lc; y derivando la [Ap. IV-48] sale la 
I A P- 1V-B01 : imiilogamrnle. derivando la [A|i. IV-47] sale [Ap. IV-491. La regia de deriva- 
rldn bajo <4 slgno Integral es vAllda por Her las integrales impropiaa uniformemente con- 
vergenteN (§ 8(1-1, teor. 8). 
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drdtico Ha 3 (o rc 3 sin subindice) ; el cubo del error medio cubico mV; y el bi- 
cuadrado del error medio cudrtico mV. 

Llamando 1=1/Jc (puede considerarse ccmo medida de la impreci¬ 
sion) resultan, por tanto, estas relaciones: 


[Ap. IV-51] 

it- - 

- X : 

\'x 

M- - 

- X . 

. 0,564 

[Ap. IV-52] 

mV - 

- X s : 

: 2 

M^ " 

- X , 

. 0,707 

[Ap. IV-53] 

Ms 3 - 

- X s : 

: V" 

Ma - 

- X . 

. 0,827 

[Ap. IV-54] 

M- 1 ~ 

- IX* 


Mi " 

- X 

. 0,930 


He aqui, pues, cuatro procedimientos para calcular la medida k de la 
precision del sistema de observaciones, o su reciproco l; y conviene uti- 
lizar los cuatro para juzgar si los errores son efectivamente fortuitos -. 

Ejemplo. — En la serie de medidas indicadas en el ejemplo 3 del 
n o 7 es* 

S|8 r | ~ 0,0408 Mi ~ 0,0408 : 11 = 0,0037 

Aplicando la primera formula [Ap. IV-51] para la precision resulta 
l ~ 0,0065. En cambio, utilizando el valor ya calculado, m* ~ 0,0044 resulta 
X ~ 0,0062. 

Nota: En Cap. XIX, nota I, dimos ya el metodo general de cuadrados 
minimos para satisfacer un sistema incompatible de gran numero de ecua- 
ciones lineales con error cuadratico minimo. 

10. Error probable de un sistema de observaciones. — La probabilidad 
de que un error este comprendido entre — x y x viene expresada por la 
integral: 

2k fx 
r^—-i I e-w&dx 
yj :c . o 

la cual tiene las variables x y h; pero si hacemos el cambio de variable 
kx = t, se convierte en esta otra: 

2 C lex 

— ,— e-v . d t = ®(kx) 

yfn Jo 

llamando ©(£) a la funcion primitiva de e-t- por la constante 2 /\jn. Esta 
funcion se ha tabulado al final y con esa tabla se puede calcular la proba¬ 
bilidad, conocida la precision Ic. 

Tiene especial interes aquel valor x = r tal que la probabilidad de que 
sea |6„| <r es igual a la probabilidad de que |8„| > r. O sea: la probabi¬ 
lidad para el intervalo (— r,r) debe ser h, es decir: ©(/cr) = i. 

Este numero r se llama error probable o mejer error medtano, y me- 
diante la tabla se calcula facilmente que debe ser: 

[Ap. IV-55] Icr = 0,477 r = X . 0,477 

o bien, expresado en funcion del error medio: 

[Ap. IV-56] r = M • 0,675 

He aqui, pues, una nueva medida de la precision del sistema de obser¬ 
vaciones, tambien proporcional inversamente a la precision k. ^ 

A veces se toma como referencia el error probable. Si este es, por 
ejemplo, 0,25, e interesa saber la probabilidad de que el error sea menor 

* Dice Bertband: “Estas formulas singulares merecen tanta confianza, que un calcula- 
dor que examine una serie de observaciones y encuer.tre que no satisfacen a estas relaciones, 
puede tener como seguro que han sido retocados y alterados los resultados de la experiencia. 

Tratandose de fdrmulas aproximadas, esta afirmacion tan rotunda solo es admisible 
cuando se excede cierto limite en las alteraciones. 
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que dos veces este, podemos calcularla de dos modos: con la tabla de 
©(t) pondremos t = k 2 . 0,25, y como segun [Ap. IV-55] k . 0,25 = 0.477, 
buscaremos en la columna de © el valor para t = 2 . 0,477. Se evita este 
trabajo con la tabla especial de la ultima columna, donde para t = 2, lee- 
mos: 0,823. 


TABLA PARA CALCULO DE ERRORES- 


t 

e -> 3 

<p<*) =~7r 

Vji 

2 rt 

©(f) =~7= e-t*dt 
VxJo 

2 f 0,477 t 

“7= e-t°dt 

VxJ o 

0,0 

0,564 

0,000 

0,000 

0,1 

0,559 

0,112 

0,054 

0,2 

0,542 

0,223 

0,107 

0,3 

0,516 

0,329 

0,160 

0,4 

0,481 

0,428 

0,213 

0,5 

0,439 

0,520 

0,264 

0,6 

0,394 

0,604 

0.314 

0,7 

0,346 

0,678 

0,363 

0,8 

0,297 

0,742 

0,411 

0,9 

0,251 

0,797 

0,456 

1,0 

0,208 

0,843 

0,500 

1,1 

0,168 

0,880 

0,542 

1,2 

0,134 

0,910 

0,582 

1,3 

0,104 

0,934 

0,619 

1,4 

0,079 

0,952 

0,655 

1,5 

0,059 

0,966 

0,688 

1,6 

0,044 

0,976 

0,719 

1,7 

0,031 

0,984 

0,748 

1,8 

0,022 

0,989 

0,775 

1,9 

0.010 

0,993 

0,800 

2,0 

0,007 

0,995 

0,823 

2,1 

0,004 

0,997 

0,843 

2,2 

0,003 

0,998 

0,862 

2,3 

0,002 

0,999 

0,879 

2,4 

0,001 

0,999 

0,895 

2.5 

0,001 

1,000 

0,908 

2,6 

0,000 

1,000 

0,921 

2,7 

0,000 

1,000 

0,931 


11. Bibliografia. — a) Un detenido estudio de la evolucion historica 
de la teoria de la probabilidad y de problemas especiales da: 

I. Todhunter: A history of the mathematical theory of probability 
(Chelsea, Nueva York, 1949). 

Entre las obras de mas valor historico citemos la traducida al caste- 
llano, publicada originariamente en 1812, y desarrollo de lecciones dadaa 
por su autor en 1795: 

P. S. Laplace: Ensayo filosofico sobre las probabilidades (Espasa- 
Calpe Argentina, Buenos Aires, 1947). 

6) Una breve discusion no tecnica sobre los fundamentos de la pro¬ 
babilidad trae: 

E. Borel: Probabilite et certitude (Presses Univ. de France, Pa-da, 
1950). 

Constituye el fascieulo III del tomo IV (Applications diverscs < t oon 
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elusion ) del gran “Traite du Cctlcul des Probabilites et de ses Applica¬ 
tions” publicado por E. Borel con la colaboracion de varios autores, el es- 
tudio que contiene una profunda critica de diversas concepciones de la 
probabilidad: 

E. BOREL: Valeur pratique et philosophic des probabilites (Gauthier- 
Villars, Paris, 1939). 

Exposicion mas sencilla trae la obra traducida del frances por W. 
Schiller : 

E. Borel: El azar. Descubrimiento, aplicacion y valor de las leyes 
del azar (Ediciones del Tridente, Buenos Aires, 1945). 

Exposicion elemental de las ideas de su autor trae la obra, traducida 
del aleman por J. C. Grimberg: 

R. von Mises: Probabilidad, Estadistica y Verdad (Espasa-Calpe Ar¬ 
gentina, Buenos Aires, 1946); 

pero de esta obra es preferible el original aleman en su 3^ edicion muy 
revisada y con cmision de material polemico hoy superfluo: 

R. von Mises: Wahrscheinlichkeit, Staiistik und Wahrheit. Einfuhrung 
in die neue Wahrscheinlichkeitslehre und ihre Anwendung (Springer, Vie- 
na, 3^ ed., 1951). 

De caracter tecnico y mucho mas elevado es: 

R. von Mises: Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung in 
der Statistik und theoretischen Physik (Deuticke, Leipzig, 1931; reimpr.: 
Rosenberg, Nueva York, 1945). 

Da un analisis del razonamiento cientifico inductivo y una fundamen¬ 
tacion de la probabilidad la obra siguiente, donde el autor, apoyandose en 
que toda aplicacion de la teoria de la probabilidad se basa en alguna pro¬ 
babilidad subjetivamente estimada, desarrolla una teoria subjetivista donde 
la probabilidad se interpreta como grado de creencia: 

I. J. Good: Probability and the weighing of evidence (Hafner, Nueva 
York, 1950). 

Incluye la fundamentacion formal de la probabilidad con ayuda de la 
Logica y de la Semantica, segun lineamiento condicionado por la posicion 
filosofica de su autor: 

R. Carnap: Logical foundations of probability (Univ. of Chicago 
Press; Chicago, Ill., 1950). 

Una reimpresion de partes del capitulo IV de esta obra, se publica 
bajo el titulo: 

R. Carnap: The nature and, application of inductive Logic (Univ. of 
Chicago Press; Chicago, Ill., 1951).. 

En la misma orientacion esta: 

R. Carnap y W. Stegmulier: Induktive Logik und Wahrscheinlichkeit 
(Springer, Viena, 1957). 

Un profundo analisis de las dos etapas basicas en la fundamentacion 
de la teoria de la probabilidad: a) el establecimeinto de leyes para obtener 
nuevas probabilidades de otras dadas; b) la formulacion de reglas expli- 
citas para asignar probabilidades en primer termino, en situaciones donde 
originariamente no se dan probabilidades; dentro del marco del absoluto 
empirismo del autor, trae la obra: 

H. Reichenbach: Wahrscheinlichkeitslehre; eine Untersuchung fiber 
die logischen und mathematischen Grundlagen der Wahrscheinlichkeits¬ 
rechnung (Leiden, 1935); traduccion inglesa: The theory of probability. 
An inquiry into the logical and mathematical foundations of the calculus 
of probability (Univ. of California Press; Berkeley y Los Angeles, Calif.; 
ed., 1949). 

c) Cuidadosas fundamentaciones matematicas de la teoria de la pro¬ 
babilidad traen: 

A. N. Kolmogorov: Foundations of the theory of probability (Chelsea, 
Nueva York; 2^ ed. en ingles, 1956)'; traduccion del aleman ( Grundbe- 
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griffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung ; Springer, Berlin, 1933) con bi- 
bliografia adicional, por A. T. Bharucha-Reid; 

H. Richter: Wahrscheinlichkeitstheorie (Springer, Berlin, 1956). 

d) Una sucinta exposicion sobre probabilidades, con teoria de errores, 
trae la breve obra: 

A. C. Aitken: Statistical mathematics (Oliver and Boyd, Edimburgo: 
Interscience, Nueva York; 7^ ed., 1952); con traduccion espanola: Esta¬ 
distica matemdtica (Dossat, Madrid-Buenos Aires, sin fecha). 

Texto clasico, con teoria de errores y otras aplicaciones en su volu- 
men II, es: 

G. Castelnuovo: Calcolo delle Probability (Zanicholli, Bolonia- vol I 
2 s * ed., 1933; vol. II, 2^ ed., 1928). 

Numerosos ejemplos, y ejercicios con respuestas, trae la obra de nivel 
relativamente elemental: 

J. V. Uspensky: Introduction to mathematical probability (McGraw, 
Nueva York, 1937). 

Tambien elemental, advirtiendo cuando las pruebas son incompletas, 
con enfasis en los teoremas limites, es: 

M. E. Munroe: The theory of probability (McGraw, Nueva York, 
1951). 

Limitada a cuestiones donde no interviene mas que un conjunto a lo 
mas numerable de eventualidades para evitar asi toda nocion matemdtica 
elevada, como teoria de la medida, etc., pero abordando en este marco res- 
tringido los problemas mas avanzados del Calculo de probabilidades, esta la 
obra con valiosos ejemplos y ejercicios: 

W. Feller: An inroduction to probability theory and its applica¬ 
tions (Vol. I; Wiley, Nueva York, 1950). 

Traducida del ruso es la breve y clara exposicion: 

„ W. Gnedenko y A. J. Chintschin: Elementare Einfuhrung in die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung (Deutscher Verlag der Wissenschaften, 1955). 

De amplio alcance y rico contenido, con muchas demostraciones omiti- 
das pero con abundantes explicaciones heuristicas y ejemplos ilustrativos, 
es la obra: 

R. Fortet: Calcul des probabilites (Centre Nat. de la Recherche Seien- 
tifique, Paris, 1950). 

Adecuado para estudiantes con interes primordial en Estadistica, con 
numerosos ejercicios con soluciones, es 

. H. Cramer: The elements of probability theory and some of its appli¬ 
cations (Wiley, Nueva York, 1955). 

. Mas complete y con uso de mas recursos matematicos, incluidos en 
varios capitulos preliminares sobre teoria de la medida, integral de Lebes- 
gue-Stieltjes y otras cuestiones, es: 

H. Cramer: Mathematical methods of Statistics (Princeton Univ. 
Press, 1946); traduccion espanola: Metodos matematicos de la Estadistica 
(Aguilar, Madrid, 1953). 

Texto avanzado y obra de consulta es el libro con enorme contenido 
limitado a cuestiones puramente matematicas y sin dar aplicaciones, y con 
material complementario en forma de ejercicios: 

M. Loeve: Probability theory. Foundations. Random sequences (Van 
Nostrand, Nueva York, 1955). 

Aunque son de nivel elevado, mencionemos por su notoria influencia 
en el moderno desarrollo de la teoria de la probabilidad y sus relaciones 
eon otros capitulos de la Matematica, las obras de Gnedenko y Kolmogo¬ 
rov y de Door (citadas on Cap. XXIV, nota IV, 3). 

<•) Exeelentes exposiciones sobre teoria de errores traen el capitulo IX 
lie la obra de Whittaker y Robinson (citada en Cap. X, nota V, 4), v los 
capitulos VI y VII do: ’ 
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lin 1957)' VAN DER WaerdeN: Mathematische Statistik (Springer, Ber- 

Algo modernizado en su novena edicion, pero siguiendo la tradicion 
ciasica, es el libro elemental publicado originariamente en 1923: 

v 11- Borf.l, R. Deltheil y R. Huron: Probabilites, erreurs (Armand 
Colin, Pans, 9^ ed., 1954). 

A1 gran “Traite" de Borel citado en b, pertenece como fasciculo II del 
tomo I ( Les principles de la theorie des probabilites) : 

193of' DELTHEIL: Erreurs et moindres carves (Gauthier-Villars, Paris, 

. Escrita para fisicos y quienes deban hacer analisis criticos de obser- 
vaciones mstrumentales, esta la compacta y practica exposicion: 

Y. Beers: Introduction to the theory of errors (Addison-Weslev• Cam¬ 
bridge, Mass.; 1953). 

Una presentation detallada de su tema, bien ilustrada con numerosos 
ejemplos, da: 

, W. GROSSMANN: Grundziige der Ausgleichungsrechnung nach der Me¬ 
thods der klemsten Quadrate nebst Anwendungen in der Geoddsie (Sprin¬ 
ger, Berlin, 1953). 

/) Sobre Estadistica tratan las obras de von Mises citadas en (a ); 
Cramer: Mathematical Methods of Statistics (citada en d) y van der 
Waerden (citada en e), Abarca con amplitud y orientation moderna los 
metodos de la Estadistica, la obra siguiente, cuyo volumen II es de carac- 
ter mas elevado aunque se omiten algunas de las demostraciones mas 
delicadas: 

_ S. Rios: Introduccion a los metodos de la Estadistica (Edic. del autor- 
Leizaran, 21; vol, I, 2* ed., 1952; vol. II, 1954). 
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«,J;i b -T. Cartesianos - - a) EscaIas V modules. - La nomoarafia (do 

Hs distMcirX OS ;obre a eTLTd M ’ 1 de la escal j*’ siend<> el W o interval' 

[Ap. V-l] a = tnf(z) , 

e } fact ° r de Proporcionalidad m el modulo de la escala Asi la dis 
Gene no? ZdidTo^^ ( ?° contenido en el dibujo)" 

El intervalo de una escala funcional, dado (§ 35-1) por: 

[Ap. V-2] i = m[f{z + h)-f(z)-\ = mhi'(z + §h), (0 < 0 < !), 
no es, en general, constante y para ciertas escalas tnl i ni • + i 

aproximacion que se obtiene dada nm- p 1 r , niferioi al mihmetro. La 
tonces, mediante la intfrvoZ^^Z, 

Las escalas mas frecuentemente usadas son las siguientes- 

fn»cJ£l&3?" + ^ dadas par una 

29) Escalas parabolicas (o potenciales): s — m z n domic « ,,, „ - 

mere real i.jo, cualquiera, dadasV una LZn potenci." (S 27 - 4 ? U_ 
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reverso de la regia de calculos figuran tambien escalas de log sen z 
y log tg z. 

4°) Escalas homogrdficas: 


s — 


{ad 7^ be), 


a z -j- b 
c z + d 

donde la relacion entre s y z es bilineal respecto de dichas variables: 
c s z -f- d s — az — 6 = 0. 

Mas generalmente, se llama escala proyectiva, la F(z), deducida de 
una escala conocida f(z), mediante una transformacion homografica: 


[Ap. V-8] 


= m F («) = m ’ ( ad T Lbc ')> 


determinada por tres pares de elementos correspondientes (§ 114-4). 

Puede pasarse facilmente de la escala f(z) a la escala F(z) mediante 
una proyectividad, si los soportes respectivos se cortan en un punto de 
igual cota en ambas escalas, siendo el centro de perspectividad la inter- 
seccion de dos alineaciones que unan sendos pares de puntos correspon- 



Fig. 460. 


dientes con la misma cota en ambas escalas. La figura 460 representa el 
paso de una escala natural a una homografica. 

La forma mas sencilla de construir una escala funcional es llevar 
sobre el soporte los segmentos s, dados por [Ap. V-l], cuando se conoce 
una tabla numerica de la funcion f (z ), asignando a cada trazo de la escala, 
no la medida de dicho segmento s, sino el valor correspondiente de la 
cota z. 

En cambio, si tenemos dibujada la grafica (§ 23-2) de la funcion 
s = f (z), supuesto m — 1, (pues se suele tomar para el modulo un nu- 
mero sencillo, preferentemente una potencia de 10), basta llevar sobre 
el eje s, por sendas paralelas al eje z, los puntos de cota z, asignando a las 
proyecciones no el valor de s, sino el de z, para tener graficamente la escala 
funcional buscada. 

Si al otro lado del eje s dibujamos tambien la escala natural s, ten- 
dremos ejemplo de un dbaco de dos escalas superpuestas, que suele em- 
plearse muchas veces para expresar una misma magnitud en dos sistemas 
distintos de unidades, tal la temperatura (°C y °F) o el angulo (en 
medidas sexagesimal y radial). La regia de calculos tambien nos ofrece 
un ejemplo de abaco de escalas superpuestas de los numeros y de sus 
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cuadrados, en forma logaritmica, pues la funcion f = z~ se representa por 
los segmentos, inferior y superior, s = m log z, a = (1/2) m log £ = s. 

6) Abacos cartesianos. — La representacion grafica de una funcion 
de dos variables z=f(x, y), mediante sus curvas de nivel (§ 64-2, 6)„ 
se llama tambien dbaco cartesiano. Si se suponen trazadas las dos familias 
de rectas paralelas a los ejes, o mas comodamente, se usa papel milirrtetra- 
do, cada punto del piano, interseccion de tres lineas: las dos paralelas a 
los ejes y la curva de nivel que pasa por el, tendra asignados tres nume¬ 
ros, coordenadas del punto correspondiente situado sobre la superficie 
z = f (x,y). 

Mas en general, si suponemos dadas on el piano {x,y) tres familias 
de lineas: 

[Ap. V-4] Fi(a;, y, Zi) = 0 , F 2 (x, y, z a ) = 0 , F 3 (x, y, z 3 ) = 0 , 

de modo que por cada punto del piano pase una linea de cada familia, y 
elimmamos x, y entre las tres [Ap. V-4], obtendremos una relacion entre 
las tres cotas z,, z 2 , Z:,, tal como 

[Ap. V-5] F(z„za, z s ) = 0 . 

Estos abacos se Hainan tambien de lineas concurrentes, porque tres 
lineas, una de cada familia [Ap. V-4], concurrentes en un punto, tienen 
como cotas tres numeros que satisfacen la relacion [Ap. V-5]. El caso 
que hemos tratado inicialmente corresponde a que las dos primeras fami¬ 
lias sean haces de rectas paralelas a los ejes que den directamente las 
coordenadas, con posibles escalas distintas, es decir, las [Ap. V-4] serdn 
ahora: 

[Ap. V-6] x = miZx , y = m-iZi , F a (x,y,z n ) = 0 , 

y la relacion [Ap. V-5] entre las tres cotas es, entonces: 

[Ap. V-7] F.i(miZi, m 2 Za, z 3 ) = 0 . 

Si despejamos z 3 =z de la tercera [Ap. V-6], tendremos la relacion 
que liga las tres variables en forma explicita z = z 3 = f (x, y ). 

Ejemplos: 1. La funcion z = xy tiene por representacion grafica el 
abaco cartesiano dibujado en la fig. 214 (Vol. II). 

2. Para la ecuacion de Van der Waals: 

[Ap. V-8] (p + -\-) ( V — b)= RT, 

v 

pueden dibujarse facilmente las curvas correspondientes a distintos t — 
— T — 273 = constante, sin mas que despejar: 

[Ap. V-9] p = R ^±_ 2 71L_ a _ 

v — 6 v" * 

donde, si la temperatura t viene dada en grados centigrados, la presion p 
en atmosferas y v es el volumen, referido al correspondiente a tomar como 
unidad el ocupado por la molecula gramo a 0° y una atmosfera de presion, 
para el anhidndo carbonico, las constantes valen: R = 0,00366, a = 0,00717, 
b — 0,00101. 

En la figura 461 las cotas de las curvas de nivel (isotermas) corres¬ 
pondientes a distintos valores de t se han senalado en una recta paralela al 
eje p, para facilitar la lectura. Vease, en ella, el punto correspondiente 
a la terna v - 0,0132, p - 57, t = 30. 

r) Abacos rcctillncoH. — Inconveniente grave de los abacos cartesia- 
ik.h .'M rl trn/.ado do numeroBas curvas de nivel. Si 6stas se convierten 
i n reel ns, lanlo el li ii/.ndo como In lectu i'll y In inlerpolacibn visual <iuc- 



daran altamente faeilitados. Para lograrlo, basta, a veces, elegir adecua- 
damente las variables, o bien hacer un cambio de escala funcional que 
transforme las curvas en rectas, transformacion que se llama anamorfosis 
analitica. 

Ejemplos: 3. Si referimos la ecuacion de Van der Waals [Ap. V-9] 
al piano ( p,t ), tomando como cotas parametricas los valores de v = cons- 
tante, el abaco correspondiente sera rectilineo (fig. 462). 

4. El alcance geografico de un faro (limitado por la curvatura te- 
rrestre) viene dado en km por la distancia d = 3,85 (VH + Vh ), donde H 
es la altura en metros del foco de luz y h es la altura en metros del 
observador, ambas sobre el nivel del mar. Si queremos hacer variar 
5 < H < 100, 0 < h < 20, tomando a: — VH, y = V h, marcaremos en sen- 
das escalas parabolicas (con modulos distintos y adecuados al tamano del 
papel) sobre el eje horizontal H de 0 a 100 y sobre el eje vertical h de 
0 a 20, y uniendo un par de puntos de igual cota, situados uno sobre cada 
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Fig. 462. 


eje, obtendremos una recta que, con sus paralelas, corresponderan a cotas 
d, cuyo valor da la formula propuesta. Bastara entonces limitar el grafico 
mediante un rectangulo cuya base vaya de 5 a 100 y su altura de 0 a 20, 
siendo el haz de rectas paralelas, las lineas de nivel d = constante 
(hagase). 

5. El abaco cartesiano que permite resolver la ecuacion: 

[Ap. V-10] z " + p z T + q — 0 

sera rectilineo si en el piano ( p , q) trazamos las rectas [Ap. V-10] co- 
rrespondientes a distintos valox - es constantes de z. Asl, dados p y q, las 
cotas z de las rectas que pasen por dicho punto (p, q) (varias, una o 
ninguna) daran graficamente las ralces de [Ap. V-10]. Particularmente 
interesantes son los abacos correspondentes a las ecuaciones de 29 grado 
(n = 2, r = l), (fig. 463) y de 3 er - grado (w = 3, rt= 1) (fig. 464), donde 
claramente se observan las regiones de puntos que corresponden a ccimcin- 
nes que tionen varias, unu o ninguna ralz real. Tambien se observan «'ii 
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Fig. ‘IB?. 


ellos las curvas discriminantes, que separan dichas regiones y corresponden 
a ecuaciones con raices multiples. 

Si los coeficientes p y q no estan dentro de los llmites del dbaco, 
basta el empleo de muUiplicadores, poniendo z = \Z para que [Ap. V-10] 
se convierta en: 


Z" + P Z' + Q = 0 , 

con P = pV ", Q = qlr n , y luego se elige adecuadamente el multiplicador 
X para que P y Q estan situados dentro del abaco. 

La relacion [Ap. V-5] pcdra representarse por un abaco rectilineo, si 
por anamorfosis analitica aplicada a los dos primeros parametros: 

[Ap. V-ll] x = nh. hi (Zi) , y = m : h.(z 2 ) , 

se obtenga de [Ap. V-5] y [Ap. V-ll] por eliminacion de z , y z : , la ecua- 
cion lineal: 


X fa ( Z:<) + y gn(Z:) + ha (Zn) = 0 , 
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Fig. 464. 


es decir, si la relacion [Ap. V-5] es de la forma: 

[Ap. V-12] h,(*i)fa(*a) + h. (*.)«■(*•) + ho(*a) = 0 , 

expresion bastante general y a la que pueden llevarse muchas funciones 
por adecuadas transformaciones (cfr. Ap. V-2, c). 

Ejemplos: 6. La relacion: 

hi <*i) ha ( 2 a) = c , 

se lleva inmediatamente a la forma [Ap. V-12] tomando logaritmos. 

7. La relacion: _ __ 

h.(*a) = hi (a,) Vl~[ha(&)”F + M*») V 1— [Mai)] 8 
puesta bajo la forma: 

arc sen h:i( 2 :i) = arc sen h, ( 21 ) -f- arc sen h 2 ( 2 -_>) , 

es del tipo [Ap. V-12]. 
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En genera], un abaco rectilineo es aquel en que las tres familias de 
llneas [Ap. V-4] son haces de rectas r* (i = 1, 2, 3) : 

[Ap. V-13] f i(Zi) . x + gi (z,) . y + lu (Zi) = 0 , (i = 1,2,3) , 

y por tanto, eliminando x, y entre estas tres ecuaciones (§ 15, Ejerc. 9), 
obtendremos la siguiente importante forma general de la relacion [Ap. 
V-5], que es susceptible de representarse mediants un abaco rectilineo: 

f,(zi) gi( Z \) hi (z-i) 

[Ap. V-14] F (z,, Za, Za) =■ f-AZi) g 2 ( 2 a) hs(Z:j) = 0 . 

i £.(z.i) ga(z 3 ) ha(z 3 ) 

Para L (z,) = g.. (zf) = — 1, g,(zi) = f..(z ; )=0, la [Ap. V-14] se con- 
vierte en la [Ap. V-12]. 

d.) Abac,os circular es. — Para que las tres familias de lineas del abaco 
sean circunferencias (o eircunferencias y rectas), las ecuaciones [Ap. V-4] 
deben ser: 

[Ap. V-15] ki(zt) (x* + y'-) + f ,(z t ).x + g< (z<) . y + 

+ hi (zi) = 0, (i= 1,2,3), 

de las que eliminando x, y, se obtendra la forma general de la relacion 
[Ap. X-5] susceptible de representarse por un abaco circular. 

Ejemplo 8 . La formula 12 V = rc(D a -f- cf + Dc£), que da el volumen 
V del tronco de cono de bases circulares de diametros D y d y de altura 
unidad, puede representarse por un abaco formado por el haz de circun¬ 
ferencias 4 V = n(x a -f y s ) y los dos haces de rectas D = x -j- V 3 y, 
d = x — V 3 y. 

e) Abacos triangulares. — Se refieren a la utilizacion de coordena- 

das triangulares. Dichas coordenadas las 
introdujo A. F. Moebius en su libro “Der 
barycentrische Calcul” (1827), como coor¬ 
denadas homogeneas referidas a un tri&n- 
gulo propio A,A 2 A.-) tornado como basico 
(fig. 465), de altui'as h,, h«, ha. Si son 
d,, d- 2 , da las distancias de un punto P a 
los lados a t del triangulo basico, A el area 
de este y A ( el area de los triangulos 
PA, A* (i j k 7 ^ i — 1, 2, 3), se ten- 
dra A = ia,h, t A, = Ja, d t = Ad,/h,, (i = 
= 1, 2, 3), dando: 

Fig. 465. __ _ A 3 _ Aa . 

dn/hi ~ djh-, - dU/hi ~ 

y por ser Ai + A 2 + A, = A se cumple: 

[Ap. V-16] -A- + - + -f- = 1 . 

rll tl'2 ft 3 



Entonces, se pueden tomar como coordenadas homogeneas (xi,Xi,xf) 
de P, numeros proporcionales a las areas Ax, A 2 , A a , es decir, cumpliendo: 


[Ap. V-17] 


X x _ _ X 2 _ _ X 3 _ _ 1 

di/hi ~ di/hz ~ dj/h 3 ~ q 


de modo que si A,a; + B t y -j- C, = 0, (i = 1, 2, 3) son las ecuaciones carte- 
sianas de los lados del triangulo basico (referido a un sistema de ejes rec- 
tangulares), dichas coordenadas (xx,x t ,x 2 ) de P, Uamadas baricentricas, 
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se podran expresar respecto de las cartesianas (x, y) mediante (cfr. § 60-8, 
b 3 y nota 7) : 

QXi — di/hi = Aa + B f y + Ci , (i = 1,2,3), 

donde es no nulo el determinante 'A ( ,B ( , Ci)=^0, por ser no concurrentes 
los tres lados del triangulo. Por tanto, pueden despejarse x, y en funcion 
de Xx/xa y xjxa, y asi la ecuacion de la recta en coordenadas baricentri¬ 
cas, es: 

[Ap. V-18] u x x i + u«x 2 -f u 3 x 3 = 0 , 

donde u 3 , iu., u 3 , no simultaneamente nulos, pueden tomarse como coordena¬ 
das homogeneas duales de dicha recta. La ecuacion x ( = 0 es la del lado del 
triangulo basico opuesto al vertice A,. El baricentro del triangulo basico 
tiene coordenadas (1, 1, 1). Si en [Ap. V-17] tomamos q = 1, es decir, 
Xi — di/hi, la [Ap. V-16] nos dice que entonces se cumplira: 

Xx 4- + x 3 = 1 . 

Si tomamos como coordenadas homogeneas valores proporcionales a 
las distancias di, es decir: 


[Ap. V-19] 


Xx _ x ?_ 1 

dt d-x da q 


se obtendran las Uamadas coordenadas trilineales, respecto de las cuales el 
punto unidad (1,1,1) es el incentro del triangulo basico (centro de su 
circunferencia inscripta), siendo tambien la ecuacion de la recta de la 
forma lineal [Ap. V-18]. 

Si el trangulo basico es equildtero, a x = a-j = oa = a con h, = 
= lv j = h 3 = h, la [Ap. V-16] se convierte en: 


[Ap. V-20] 


dx -|- dx -f- da — h . 


Podremos tomar para coordenadas de P, indistintamente, las distan¬ 
cias di o los segmentos p t paralelos a los lados del triangulo equildtero y 
comprendidos entre P y estos lados, 
porque cn [Ap. V-19] ello solo repre- 
senta variar el factor de proporcio- 
nalidad y. Observese que se cumple 
tambien (fig. 466) : 

[Ap. V-21] Px 4- p 3 -f Pa = a , 

de modo que si se hace a = 100, el 
punto P puede ser considerado como 
representacion geometrica de un com- 
puesto ternario, siendo p x , p-, p 3 , los 
porcentajes de los tres cuerpos com- 
ponentes. Los puntos de los lados del 
triangulo corresponden a compuestos 
binarios y los vertices a los cuerpos 
puros. La propiedad fundamental de 
esta representacion triangular de las 
mezclas ternarias dice que si va- Fig - 466 - 

rias mezclas ternarias de las mismas 

tres componentes Ai, A«, As, tienen como representacion los puntos P', 
P", ..., P ( '° y formamos la mezcla resultante tomando masas m', m", 
..., m ( '° de las mezclas respectivamente dadas por P', P", ..., P (n) , el 
punto P de dicha mezcla resultante es el centro de gravedad del sistema, 
formado por las masas m (i) , colocadas respectivamente en los puntos 
P'", (i = 1, 2, . . ., n). Basta observar que la mezcla resultante de tomar 
nrnsas m ', m" de las mezclas dadas por P' y P" tiene por coordenadas: 



Pi = (m'pi -|- m"p,")/(m' -f m") , {i— 1,2,3) , 
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igualdades que representan tambien las ecuaciones parametricas de la 
linea recta en coordenadas triangulares. 

Muy empleados son los abacos triangulares que expresan propieda- 
des importantes de las mezclas ternarias, tal, por ejemplo, el correspon- 
diente a la superficie de fusibilidad, que indica la temperatura de fusion 
de los compuestos que puedan formarse con tres componentes dadas. Las 
lineas de nivel o isotermas de dicha superficie, daran las curvas de fusion 
cuyos puntos representan las mezclas que se funden a la misma tempera¬ 
tura, como las indicadas (fig. 467) para las mezclas de tres carbonatos. 

Por anamorfosis analitica, las relaciones del tipo: 

fi(#i) -|- fa(z 2 ) f;i (Za) = C , 

pueden representarse facilmente, pues para que se cumpla [Ap. V-21] 
basta escoger las escalas funcionales: 

Pi = m fi(Zi) , Pi = fflfdfe), P.i = m fa(Z:i) 


q q c con a = Cm, y entonces, el abaco es- 

* J ta constituido por tres haces de rec- 

tas paralelas a los lados del triangulo 
t' basico formando red triangular; exis- 

/ / \ ten en el comercio papeles con la red 

/ / / \ trazada en esta forma (fig. 468). 

/ l Si se emplean como coordenadas 

/ l y\ las distancias dt, cumpliendo ahora 

/ V_ ' 4/\ [Ap. V-'20] en lugar de [Ap. V-21], 

/{ s las ^ res esca ^ as funcionales deben ir 

L— s \ sobre soportes normales a los tres la- 

COjBa COjCa dos triangulo equilatero de refe- 

Fi K . 4 G 7 . rencia, escalas que pueden dibujarse 

sobre tres rectas cualesquiera res- 
pectivamene perpendiculares a los 
lados de dicho triangulo basico, con origenes situados sobre estos dos lados. 
Para hallar las cotas que corresponden a cada punto P, bastara trazar por 
P (fig. 469) paralelas a los lados del triangulo basico, cs decir, normales 



Fig. 468. 


Fig. 469. 


a las escalas e, y su interseccion con las escalas dara el valor de dichas 
cotas. Por tanto, podemos prescindir del triangulo basico, y el proeedimiento 
anterior subsistira al variar la altura de dicho triangulo, incluyendo el 
caso degenerado del triangulo de altura nula. En este ultimo caso, la 
relacion a representar adopta la forma: 
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[Ap. V-22] fi (Zx) + f,(*,) + f ; ,(z 3 ) = 0 

y las tres escalas funcionales d t = m f, ( z ,), (* = 1, 2, 3) se disponen sobre 
tres soportes paralelos a los lados de un triangulo equilatero para formar 
un abaco exagonal (fig. 470), de modo que una terna de rectas concu- 
rrentes normales a las escalas determina so¬ 
bre estas valores que satisfacen a la rela¬ 
cion [Ap. V-22]. 

Estos abacos evitan los inconvenientes 
que se atribuyen a los abacos cartesianos, 
pues en ellos no se traza curva alguna, y su 
lectura se facilita utilizando un papel trans- 
parente que lleva grabadas, finas y bien 
visibles, tres semirrectas concurrentes se- 
g-un esas normales, de direccion que se man- 
tiene, ya dibujando sobre el fondo del abaco 
una sucesion de paralelas a una de esas 
direcciones que sirvan de gula, ya utilizando 
papel triangular (fig. 468). Tienen la li¬ 
mitation de representar solo relaciones de 
la forma [Ap. V-22]. 

2. Nomogramas de puntos alineados. — a) Generalidades. — Basan- 
doseen el prmcipio de dualidad en el piano, M. d’Ocagne consiguio pasar 
(1884) de los confusos y complicados, aunque a veces utiles (cfr. Ap. V-4) 
abacos cartesianos de rectas concurrentes, a los claros, precisos y facil¬ 
mente construiblcs nomogramas de puntos alineados. 

Ahora, en lugar de tener tres haces de rectas con envolventes E t E 2 , 
E,, tendremos tres escalas puntuales e h e 3 , e : , (fig. 471), cuyos soportes 


Fig. 471. 

sean tres curvas cualesquiera, tales que, en lugar de tener rectas r< 
[Ap. V-13], una de cada haz (i = 1,2,3), concurrentes en un punto P, 
tendremos puntos R f , uno de cada escala e, (i = 1,2,3), alineados sobre 
una misma recta p, como condition necesaria y suficiente para que sus 
cotas respectivas cumplan una relacion funcional [Ap. V-5]. La misma 
forma [Ap. V-14] de relacion funcional susceptible de representarse por 
un abaco rectilmeo, es tambien susceptible de representarse por un nomo- 
grama de puntos alineados, si ahora [f\(z,), g,(z,), h >(z,)] son las coor¬ 
denadas homogcneas de los puntos R, (* = 1,2,3), en un sistema triangu¬ 
lar o^ proyectivo cualquiera de coordenadas puntuales. 

Podemos pasar a coordenadas cartesianas absolutas, suponiendo que 
los soportes de las escalas e, tienen como ecuaciones parametricas: 
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[Ap. V-23] 


= gi(Zi) 
2 /i = fi(zi) 


Xa = g*(z 2 ) 
y 2 — f 2 (zs) 


/*» = gi(*s) 

(2/3 rz fa(Za) 


y como la condicion necesaria y suficiente para que los puntos R ( 
(i= 1,2,3), esten en linea recta es: 


0?1 

Vi 

1 

x 2 

2/3 

1 ;= 0 

Xi 

2/3 

1 


la relacion [Ap. V-5] susceptible de representarse por un nomograma de 
puntos alineados de escalas [Ap. V-23], sera ahora: 

gi(Zi) fi(Zi) 1 

[Ap. V-24] g 2 (Z 2 ) fa (Za) 1 = 0 . 

g 3 (z 3 ) f 3(23) 1 

Estos nomogramas de puntos alineados se conservan limpios, si cada 
vez que se emplean, en lugar de trazar sobre ellos lineas de corresponden- 
cia, se utiliza un hilo tirante, el borde de una regia biselada, o aun mejor, 
una tira de papel transparente en la que se ha dibujado una linea recta 
fina y bien visible. 

Veamos los principales tipos particulares de esta clase de nomogramas. 

b) Nomogramas con las trcs escalas de soportcs rectilineos parale- 
los. — Si la direccion comun de los tres soportes rectilineos paralelos es la 
del eje y, en [Ap. V-23] sera entonces Xi — g i {z i )=.c i (i = 1, 2, 3) y al 

desarrollar [Ap. V-24] por los ele- 
mentos de la segunda columna, la re- 
3 7 lacion [Ap. V-5] sera de la forma: 

[Ap. V-25] (c 3 — c,)f.(*i) + 

4 " ( c > — C»)ft{Za) -+- 

-f- (c 2 -Ci) fa (^s) = 0 

3 w W Si en lugar de las segundas ecua- 

u_' ciones [Ap. V-23] y t =i,(z t ), consi- 

g g g deramos tres escalas paralelas 

WiFi( 2 i), ?MsF 2 (z 2 ), m<iF s (z 3 ) de modu- 

-los ro ( y colocamos (fig. 472) las es- 

--a-- calas e lt c a en los hordes izquierdo y 

* i derecho del papel disponible, a distan- 

" " cia A, y la tercera escala e 3 en medio, 

a distancia a de la escala izquierda 
Ci, la relacion [Ap. V-25], con a — 
— c 3 — Ci, A = Ca — Ci, sera: 

(a — A)wiFi — am. F 2 -f- A m 3 F 3 = 0 , 

y tomando: 

[Ap. V-26] (a — A) mi = — a m 2 = — Amo , 

dicha relacion se convierte en: 

TAp. V-27] Fi(*i) + F.(*)= F.(*,) , 

que es esencialmente del mismo tipo [Ap. V-22]. 

Los modulos mi, m s se determinan de acuerdo a las funciones Fi(zi), 
Fs(zs) de modo que en la altura maxima del papel disponible esten repre- 
sentados los intervalos utiles de las escalas c 3 , c 2 en la cuestion que se trate. 
Entonces, dada tambien A por la anchura del papel disponible, de 
[Ap. V-26] se deducen la posicion y modulo de la tercera escala e 3 me- 
diante: 


Fig. '172. 


[Ap. V-28] 


Ami 

a = — . - 

mi 4- m* 


fltitni 
mi -f- ma 
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Dicha escala e 3 se construye a partir de un punto de cota conocida 
obtenido mediante una alineacion particular. De esta y de las proporciones 
[Ap. V-26] en la forma: 

a/ (A — a) — mjvb. , mjm-. — a/ A , 

pueden obtenerse graficamente la posicion, modulo y una cota particular 
de la escala e 3 (fig. 473). 

Ejemplo 9. Tomemos, como 0| e} e i 

en el ejemplo 4, el alcance geogra- 
fico de un faro, dado en km, por 

d z= 3,85 ( VlT- j- Vh), donde H es R , 

la altura, en metros, del foco de 

luz y h la altui'a, en metros, del [ 

observador, ambas sobre el nivel _ 

del mar. Por ser la formula ante- ~ ~~ r~ ~ — _ 

rior del tipo [Ap. V-27], podre- m ' [^3 __ _ — 

mos construir su correspondiente -~ 

nomograma de tres soportes recti- '"R l 

lineos paralelos y supongamos que - a - 

queremos que sea A = 10 cm, con „___ A__i 

escalas verticales de longitud que 

no superen los 16 cm, variando r,-i„ 

5 < H < 100, 0 < h < 20. 

Si colocamos H en la escala e„ h en la e s y d en la e», siendo y L = 
= mi VH, y. v" h, y„, — m-jd/3,85, los modulos y m-. deberan ser tales 
que mi (V100 V 5) < 16 cm, 7 r 2 (\^20 — 0) < 16 cm, es decir, mi < 2,06 
cm, m» < 3,58 cm, pudiendo tomar mi = 2 cm, m- = 3,5 cm. Las ordenadas, 
en cm, de ambas escalas seran: 

Vi = m,Fi = 2(VH — V5) cm, (5 < H < 100); y, = m*F a = 3,5 Vh 

cm, (0 < h < 20), colocadas a distancia A = 10 cm. Mediante la construc- 
cion de la figura 473 esto bastaria para obtener graficamente a y m* y 
construir la escala de y 3 — m.,d/S ,85 a partir de la alineacion particular 
H =z 50, /i,= 18, d = 43,54 deducida dii’ectamente de la formula dada. Nu- 
mericamente, mediante [Ap. V-28], se obtiene a= 3,64 cm; w. = l,27 cm. 
Las escalas empiezan y, = 0, en H = 5, h = 0, d= 3,85 ( Xb — 0) = 8,61 
(f]g._ 474). Si se toma H 16, h = 0, se tendra la comoda alineacion 
particular d = 3,85 . 4 = 15,4 para graduar la escala natural d. 

c) Relaciones funcionales reducibles al tipo anterior. — c,) Tipo 
fif;. = f 3 . — Se lleva al tipo [Ap. V-27] sin mas que tomar logaritmos. 

Ejemplo 10 . Formula del interes compuesto C=(l-fi) n , donde 
0,02 < i < 0,06, 1 < n < 100. Es del tipo anterior, tomando logaritmos, y 
se lleva a la forma [Ap. V-27] tomando logaritmos dos veces: 

IglgC = lgw 4 - lglg(l + i) . 

Segun la observacion de R. Soreau, si la terna C, n, i cumple la for¬ 
mula C=(l + i)", tambien la cumple la terna C 30 , 10 n, i, por lo que para 
mayor comodidad, podemos superponer la escala n de 1 a 10 , con la de n 
variando de 10 a 100. Si mi es el modulo de la escala n (1 < n < 10) y 
vu es el modulo de la escala i, variando entre el 2 % y el 6 %, para que 
£sta tenga igual longitud que la escala n, debe ser: 

mi = wi,(lg 10 —lgl) = wj(lglgl,06 —Iglg 1,02) = 0,47 TOi 

Si se toma = 2 m„ por [Ap. V-28] debe ser a=h A, m, = S m u con 
lo qu« podra construirse la escala de C que va desde 1,02 =(1 -f 0,02 ) 1 a 
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1,06 10 ~ 1,80 y la superpuesta de C, que va de 1,02 1# s 1,215 a l,06 luO =* 350, 
correspondiente a 10 < n < 100 (fig. 475). 

c-i) Tipo f,in{ a ,=z C (constante). — Tomando, como antes, logaritmos 
de fifa = C/fa se obtiene log f x -f- log f a = log C — logf 3 que es de la forma 
[Ap. V-27]. 

c 3 ) Tipo f,f ; , 4 - f 2 f a = fif 2 . — Se lleva al tipo [Ap. V-27] sin mas que 
dividir por fif 2 f* dando ( 1 /fj) + (l/f s )= 1 /f,. 



Fisr. 475. 
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Ci) Tipo fi + fa -f- fs = — Despejando f 3 = — /' - y cam- 

1 -Ilia 

biando de variables: f 1 (* 1 )=tga; £(«,)= tgP; f 3 (z 3 ) = —tg Y , queda 
tg Y = tg(a + P), es deeir, a(z 3 ) +p(z 2 ) = y(z 3 ) -f na, que es de la for¬ 
ma [Ap. V-27]. 


c.-,) Tipo fi -f- fa -f- f 3 — C fif;f 3 con C constantc. — Si C > 0, se reduce 
al tipo Ci multiplicando por VC, pues entonces queda: 

( Vct t ) + ( VC fa) + (VC f 3 ) = ( VC ft) (VC fa) (VCf 3 ) . 

Si C < 0, se pone V^C f, + V - C f s + V - C f 3 = 

= — ( V - C fa) ( V - C fa) ( V^c f,) , 

de donde, despejando: 

-V'-Cf., = V:Cfl + V : Cfa_ 

1 + (/"-C'fa) (V - Cfa) 


y haciendo f 3 (z 3 ) = tgh a; V^C &(**)= tgh P; V - C f a (z 3 ) = — tgh Y , 
queda tgh Y = tgh (a-f |3), es deeir, a(zi)-H3(*a) = Y (« 3 ), que es de la 
forma [Ap. V-27]. 


c«) 'Tipo fifa + faf.i + f»fi = C constants. — Se reduce al tipo anterior, 
dividiendo ambos miembros por fifafa. 

Todas estas transformaciones pueden servir tambien para construir 
abacos cartesianos rectilineos por anamorfosis analitica (cfr. Ap. V-l, c). 


d) Nomogramas en N o en Z. 
— Si el nomograma tiene tres es- 
calas rectilineas, dos de ellas de 
soportes paralelos entre si, y otra 
sobre soporte secante a los dos an- 
teriores, se obtendra un nomogra¬ 
ma llamado en N o en Z. 

Adoptemos como eje x la es- 
cala transversal e 3 y como eje y 
la mediatriz de la faja de ancho 
28, en la direccion de x, limitada 
por las escalas paralelas e x y e 3 
(fig. 476). Como en coordenadas 
cartesianas oblicuas subsiste la re¬ 
lacion [Ap. V-24], y en [Ap. V-23] 
es ahora Xi = — 8, #2=8; y 3 = 0, 
dicha relacion [Ap. V-24] toma la 
forma: 

— 8 fi(*,) 1 

5 f,(**) 1 = 0 , 

ga (Za) 0 1 

es deeir, 

[A P . V-29] f,(*) = f.(*i) , 

ga(Za) + 8 

que puede redueirse a la forma canonica: 

[Ap. V-30] F■ (*) = F j ( 2i )F 3 (2 3 ) , 

si en [Ap. V-29] se toma: 

[Ap. V-31] f, = jihFi , f 3 = m* F 2 , g 3 = 8 ■. ”?* ■ + . 

m-i — mar a 
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Asi pues, [Ap. V-30] es la forma general de los nomogramas de esta 
clase, esencialmente la misma que la vista en Ap. V-2, Ci, que era tambien 
representable por un nomograma de tres soportes paralelos. Sin embargo, 
alii habia que tomar logaritmos y ahora sera mas comodo tomar para es¬ 
calas ei y e 2 las mismas funciones F 3 (z,) y F 2 (z 2 ) multiplicadas por modu- 
los convenientes, siendo proyectiva (Ap. V-l, a) la tercera escala e 3 . Esto 
es especialmente ventajoso si Fi y F 2 toman valores pequenos, pues enton¬ 
ces es posible, con modulo conveniente, la repi’esentacion mediante [Ap. 
V-31], mientras que con escalas logaritmicas se sale rapidamente de los 
limites del papel disponible. Por otra parte, cuando se adosan dos nomo¬ 
gramas por coincidencia de escalas que se refieren a la misma variable, 
la escala de esta habra de ser la misma en ambos y es mas sencillo adop- 
tar entonces, como comun, la escala natural (cfr. Ap. V-3, a 3 ). Estas son 
las ventajas que justifican el uso de este tipo de nomogramas para repre- 
sentar relacion es de la forma [Ap. V-30]. 

De acuerdo con las funciones F, y F,y las dimensiones del dibujo, se 
determinan los modulos «ii y m-, tales que m s F, > 0, m 2 F 2 < 0, dibujando 
asi las escalas paralelas e x y e 3 a partir de los respectivos origenes Oi y O- 
(fig. 476), intersecciones con la transversal e 3 y en sentidos opuestos, 
mientras que la graduacion de la escala e 3 queda determinada por la 
tercera de las [Ap. V-31] a partir del origen O, punto medio del segmento 
0i0 3 de longitud 28. Dicha escala e 3 , siendo proyectiva respecto de F a , 
puede dibujarse graficamente por el procedimiento de la figura 460. En este 
caso, basta tener en cuenta que los tres puntos (—8,7c), (8, kmaFs/mi) y 
(aj 3 , 0), con x t = 8 (minhFs)/(Ph — WteF»), estan alineados, y por tanto, 
basta proyectar sobre e 3 , desde el punto de la escala e x que este a una dis- 
tancia k arbitraria y conveniente de Oi, la escala funcional de F 3 que a par¬ 
tir de 0 2 se haya dibujado sobre e 3 con modulo kmjmi. 



Fikf. 477. 
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Ejemplo 11. Ley de refraccion sen i = n sen r. Tomando Iogaritmos, 
sena de la forma [Ap. V-27], representable por un nomograma de tres es- 
calas paralelas, pero aqui sen i y sen r suelen tomar valores muy peque- 
nos, correspondientes al entorno de la incidencia normal, y, por tanto se 
nnpone el nomograma en N. Para identificar con [Ap. V-301, tomemos i 
como escala e, y r como escala e h variando entre 0 ° y 90° (fig. 477 ) con 
modulos iguales en valor absoluto y de signo contrario, adecuados a los 
nmites del dibujo. Las escalas se dibujan mediante una tabla de valores 
naturales del seno, o graficamente, proyectando la linea trigonometrica 
seno (i? 28 , tig. 73). La tercera escala resulta aqul ser *,= 8(1 —to)/ 
/(I + n), es decir, al origen O corresponde el punto w = 1 , aumentando * a 

al disminuir n; puede dibujarse graficamen- 
> te en forma proyeetiva, como se ha expli- 

/ 1 cado anteriormente. 

<. V 

Jv/ e ) Nomogramas de tres rectas concu- 

/ rrentes. — Las relaciones funcionales que 

/J>y\a se reducen (Ap. V-2, c) al tipo (l/p x ) + 

\ 3 + (1/F,)= l/Fa, pueden representarse nor 

O r nomogramas de tres soportes paralelos, pero 

al Poner y,=WF,, — F s , para pe- 

Fi K . 478 . quenos valores de F, y F 2 , las escalas que- 

darian fuera de los limites del dibujo. Esto 
, puede evitarse cmpleando tres soportes rec- 

tmneos concurrentes, que a partir del origen 0 formen con el eje de las 
abscisa s angulos a, _ 0, a-., (fig. 478). Entonces, las ecuaciones [Ap. 
v-zoj seran: 

Cl j ,T| — w jFi(Zi), ^ J* a = »^F 2 (2a)cOS da, f *, = «t,F a («,) COS a„ 

= " lift = m,F ', (*) sen a,, 3 ] y, - W ,F.(*,) sen a*, 

y la condicion de alineacion [Ap. V-24] se convierte en: 

— man* sen <x 2 . F.Fa + ra 2 m s sen (a. — a 3 ). F 2 F 3 + mm* sen a,. F,F, = 0, 

que para mi = = m 3 = ct 2 — re, = 60°, coincide con la (1/Fi) + (1/F,) = 

—• l/r ,u Estos son los llamados nomogramas exagonales, que se distinguen 
de los abacos exagonales (Ap. V-l, e), antes introducidos, por obtenerse la 
correspondence entre cotas, ya por alineacion, ya por concurrence de 
normales a las escalas. 

Ejemplo 12. La formula de la resistencia R de un sistema de dos 
—^/i /■p t ? r p S /i ^ I’csistencias R, y R u colocados en paralelo es 1/R = 

— \ VKi ) -j- (1/K») . 


X j = 7n»Fa(«,) COS a ;l , 



Nomograma de esta relacion, con modulos iguales y escalas naturales 
sobre soportes rectilineos concurrentes que formen con un rayo origen 
angulos cn — 0 , ex,— 120°, a 3 = 60° es el de la figura 479. 
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/) Nomogramas de dos escalas 
de soportes paralelos rectilineos y una 
de soporte curvilineo. — Existen re¬ 
laciones [Ap. V-5] que no pueden re¬ 
presentarse mediante nomogramas de 
tres soportes rectilineos, tal por ejem¬ 
plo, la ecuacion trinomia [Ap. V-10]. 
Veamos cuales son las relaciones re- 
presentables por nomogramas con dos 
soportes rectilineos paralelos Ci y e s 
(fig. 480), a distancia 28, adoptando 
como eje y la paralela media entre e t 
y e g . Las ecuaciones parametricas 
[Ap. V-23] seran: 


( XL = - 8, f *, = 8, j X = ga(Za), 

<l ‘ yi = WiFi, C ~ l_2/ a = waF,, e " { y.\ = f 3 (z.,) 
y la [Ap. V-24] se convierte en: 

whFi (g, — 8 ) + miFg ( — g a — 8 ) = — 28f 3 
de la forma general: 

[Ap. V-32] F*(*i)G,(*) + F a (*,)H,(*,) = F,(ft) , 

pues basta hallar K :i (z 3 ) tal que: 

mi(g 3 — 8 )_ m s (— g a — 8) _ —28f ;i _ 

Gt(zt) H l\z,) ~ F»(sh) ~ 

de las que despejando: 


— 2 8 f ;| 
Fa (z*) 


- = K,(Z:,) 


KaGa 
ga = - 


+ 8 = - 


j 

Xi = — 8, 


Ci j 

eg ' 

C:i ' 

1 

2/a = miFi, 

2/a = mg Fa, 

k. 


se deduce es: 

■jr / \ — 2bmma 

+ msga 

por lo que toda expresion del tipo [Ap. V-32] tendra un nomograma de 
puntos alineados con escalas de ecuaciones parametricas: 

f K o f „ miHa — WaGa 

= — 8, = 8, = 8 — - , 

I J WiHa + WaGa 

Ci , eg e a „ 

T , WiWlgF a 

y 1 = Will, yg — WaFa, 2/a = - —-pj— 

L miHa + maGa 

Metodo geometrico para construir, por puntos, la escala curvilinea e* 
es dar a z* el valor de cada punto buscado, tal z*= 15, y determinar en la 
relacion [Ap. V-32] dos pares de valores (Zi , z>) que la verifiquen, para 
que las respectivas rectas de alineacion se corten en dicho punto buscado 
de cota z a = 15. 

Dividiendo [Ap. V-32] por Ga, la forma general de las relaciones sus- 
ceptibles de representarse por estos nomogramas puede tambien expre- 
sarse asi: 

[Ap. V-33] Fi(zi) + F 2 (z 2 )J 8 (z 3 ) = F,(*,) , 

respecto de la cual, las escalas seran: 

e f., f s mi Ja — m« 

x,. = — 8, X-- =8, x 3 = 8-—-- , 

miJ a + m« 

Ci < e 2 < e 3 J „ 

„ nrvmg F 3 

yx — miFi, I y 3 — ?r 2 F 2 , y 3 = -- . 

i. j mxJs + mg 



II 

1 

r 

X-- = 8, 

ei ' 

eg < 

e 3 - 


2 /i = rn.Fi, 

2 /a = m-gFg, 
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Ejemplo 13. La ecuacion trinomia 
[Ap. V-10] z n + p z r + q ■= 0 

del ejemplo 5 es de la forma [Ap. V-32] para Fx = p, F a = q, F a = — z n , 
G 3 =z r , H 3 =l, con escalas dadas por 


Xi = — ft, 


ar a = 8, 


V x — vup, 


V * = Vh-q, 


o mi — m.z 

a; 3 = ft-—■—jr » 

mi + m 2 2 
VUmaZ* 
mi + m.'« r 


Si escogemos mi = m a =l, para la ecuacion cubica (r= 1, w=3), 
las escalas seran: 


= — 8 , 
Vi — V, 


X., = ft, 

V* - <I> 


x?, = ft 


1 — 2 
l+v ’ 
2 s 

1 + * ' 


Caso particular de [Ap. V-10] es la ecuacion trinomia z m + pz -f q = 0, 
de la cual en la figura 481 se. ha representado el nomograma para los casos 
m = 2 y m= 3, es decir, para las ecuaciones de 29 y 3 ur grado. Comparando 
estos nomogramas con los de rectas concurrentes para las mismas ecua¬ 
ciones (figs. 463 y 464), vemos que los de puntos alineados son mas 
claros y comodos, con interpolacion visual facil, pudiendo superponer en 
la misma hoja los casos m — 2, m = 3 y hasta un haz de ellos, sin que 
las escalas se molesten entre si, lo que era imposible en los abacos carte- 
sianos. 


Ejemplo 14. La ecuacion de Van der Waals [Ap. V-8] tratada en 
los ejemplos 2 y 3 en el caso del anhidrido carbonico R = 0,00366, 
a = 0,00717, 5 = 0,00191 con temperatura t = T— 273 en grados centi- 
grados, presion p en atmosfcras y volumen v referido al de la molecula 
gramo a 0° y a una atmosfera de presion, sera de la forma [Ap. V-33] con 

F x(p)=p, F a (t)=t, J,(v) = — R -r , F,(v) = —l - -V . 

Si queremos construir el nomograma de puntos alineados correspon- 
diente para los intervalos 0 < p < 50, —100° < t < 100°, 0 < v < 0,1, to- 
maremos p sobre la escala metrica rectilinea e t (fig. 482) de modulo m i 
adecuado al tamano del papel, dividida entre 0 y 50, de abajo para arriba, 
y t sobre la escala metrica rectilinea e 2 de modulo m-, adecuado para que 
vaya de — 100 a 100, pero de arriba a abajo (m 2 < 0), para que e 3 caiga 
entre ex y e 2 . Esta escala e a se construye, ya por sus ecuaciones para- 
metricas: 


mi R + m 2 ( v — b) 
miR — m2 (v — b ) ’ 


y-Av) = 


— 273 m im 2 R + mim 2 a (v — b)/v z 
miR — ms(v — b) 


ya por el metodo geometrico antes explicado, determinando cada punto 
de parametro v por el cruce de dos alineaciones que verifiquen [Ap. V-9]. 
En la fig. 482 se ha determinado para v = 0,03, que convierte [Ap. V-9] 
en p — 27,61 -f 0,1303 t, el cruce de las alineaciones t = — 100, p = 14,58 
y t = + 100, p = 40,64. 
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3. Abacus y nomogramas para relaciones con mas de tres variables. — 
a) Relaciones entre cuatro variables. — El tipo de relation que se presenta 
mas en las aplicaciones tecnicas es: 

[Ap. V-34] fia(Zi,%) = gu(z»,Zi) , 

y el metodo de reducirlo al caso de tres variables, es el de introducir una 
variable auxiliar t, poniendo: 

[Ap. V-35] Z 2 ) = t , g ; „ (z 3 , Zi) = t , 

cada una de cuyas relaciones sabemos representar. Observese que es como- 
da la notation empleada ya anteriormente, e introducida por M. d’Ocagne, 
de afectar a la caracteristica de la funcion con los indices correspondien- 
tes a las variables de que depende. 

ai) Abacos cartesianos para funciones f v . y g M cualesquiera. — Bas¬ 
tard adosar los dos abacos cartesianos correspondientes a cada una de las 
relaciones [Ap. V-35], adoptando para t, en ambos abacos, un soporte 
comun O t (fig. 483). En el primer abaco, las lineas de nivel correspon- 
deran a z* = constante, llevando la variable z t sobre la escala del eje verti¬ 
cal hacia arriba, y la variable t sobre el eje horizontal que no necesitamos 
acotar; en el segundo abaco, las lineas de nivel corresponderan a 
Zi = constante, llevando la variable z 3 sobre la escala del eje vertical hacia 
abajo. Si queremos hallar el valor z 4 que corresponde en [Ap. V-34] a 
z i — Zi, z 2 =z 2 "', z 3 = z/, utilizando primero el abaco superior, buscaremos 
el punto de cota z{ en el eje vertical superior, mediante una horizontal 
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hallaremos el punto que le corresponde en la linea de nivel zs — Za'" y la 
interseccion en el abaco inferior de la vertical por este ultimo punto, con 
la horizontal trazada por el punto de cota z 3 del eje vertical inferior, dara 
un punto cuya curva de nivel correspondiente z 4 = es el valor buscado 
de z„ (fig. 483). 

a») Nomogramas cle puntos alineados, a los que sean reducibles las 
funciones f 1a y g M1 . — Dibujados los dos nomogramos de ambas relaciones 



Fig. 484. 


[Ap. V-35], uno al lado del otro (fig. 484), no es necesario acotar en 
ellos las escalas de los soportes en t, sino tan solo hacer corresponder por 
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segmentos de l-ectas, los puntos de igual cota en ambas escalas t. Enton- 
ces, para encontrar el valor zi = z/, que corresponde en [Ap. V-34] a 
Zi = Zi, Za = Za z a = Zd', en el primer nomograma, la alineacion ZiZa da el 

punto de la primera escala l, que lle- 
vado a la segunda escala t (sin nece- 
' z i / z j c \ z : /z 4 sidad de conocer su cota), determina 

/ \ / con Za la alineacion que sobre la es- 

\ / cala de z l da el valor buscado Zi 

\ / (fig. 484). 

Para ciertas formas de funciones 

fia y g™ (cfr. Ap. V-2) puede ser 
^ -■ s v posible adoptar para t en ambos no- 

zjL-W/" ^ ^ mogramas una misma escala rectili- 

"I y p/ ( nea, que entonces superpondremos, ha- 

I \ Zj / ciendola coincidir (fig. 485). Este ti- 

/ \ / po se llama nomograma de doble 

/ \ / \ alineacion. 


Fi 4gB Ejemplo 15. La velocidad v del 

agua, en metros por segundo, discu- 
rriendo por un canal descubierto de 
radio r, en metros, y pendiente p, viene dada por la formula de Bazin: 

_ _ 87 Vrp 

~ 1 + y /Vr ’ 

donde y es un coeficiente que depende de la naturaleza de la pared. 

Si la formula anterior se pone en la forma: 

Y 1 87 Vp 





Q F-0,002 

zt 


Fig. 486. 
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igualando ambos miembros a la variable auxiliar t, queda: 

- y - + 4 = = t , jzjs: = * . 

r Vr v 

La primera ecuacion, para F,(y)=y, F *(t)=t, G*(r)=l/r, H 3 (r) = 
= — 1, F 3 (r)= — 1 /Vr, es de la forma [Ap. V-32] y por tanto (Ap. V-2, 
/) representable por dos escalas rectilineas paralelas y naturales de las 
variables y y t y una escala curvilinea para la variable r. La segunda 
ecuacion, para FiF#(p) = 87 Vp, F»(v) = v, es de la forma 
[Ap. V-30] y por tanto (Ap. V-2, d) repi-esentable por un nomograma en 
N, en el que tambien t puede venir dado en escala natural y que, por 
tanto, podremos hacer coincidir con la escala t del primer nomograma. Si 
los limites del nomograma compuesto ban de ser 0 < r < 5, 0 < p < 0,01, 
0 < y < 1,8, 0 < v < 10, obtendremos el nomograma de la fig. 486, donde 
para y = 1,26, r = 1,75, p = 0,0048, se ha obtenido v = 4,08. 


a 3 ) Nomogramas correspondientes 
+ f 2 (za)= f 3 (z a ) + f 4 (z<). — Mediante 
fi + fa = t, f 3 -f f. = t, siendo ambas 
ecuaciones representables por nomo¬ 
gramas de puntos alineados de tres 
soportes rectilineos paralelos (Ap. 
V-2, b). Ademas las dos escalas de t 
seran superponibles coincidentes, pues 
se pueden adoptar, para ambas, es¬ 
calas naturales del mismo origen y 
modulo. Entonces, se pueden dar, con 
separation arbitraria y adecuada, los 
soportes de las escalas e, y e, de mo¬ 
dules arbitrarios y convenientes al 
problema estudiado, quedando enton¬ 
ces (Ap. V-2, b) determinados por e, 
y t la posicion y modulo de la escala e s , 
y por t y e iy la posicion y modulo de 
la escala r„. Asi se obtiene el llamado 


las relaciones del tipo fi(zi)-}- 
variable auxiliar t, se pondra: 



Fit;. 487. 


nomograma de doble alineacion con¬ 
currents (fig. 487). 

Otro metodo de repre- 
sentacion se obtiene cuan- 



do la relacion dada se lle- 
va a la forma: 

mda(z>) — mdi(zi) 
a 

_ - Wofa(Za) 

b ’ 

pues, entonces, esta ecua¬ 
cion expresara la condicion 
de perpendicularidad: 

y 2 — Vy_ _ X\ — x 3 

Xa — x i ~~ 2/‘ — V* 

de las alineaciones que 
unan los puntos RiRa y 
RsRi (fig. 488) de coorde- 
nadas R i (x i ,yi), si dichos 


puntos se toman sobre las 
I'iir. 488. rectas: 
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J Xt — cti, x 2 = a 2 , 

C ‘ \yi — Wafi( 2 i), e ~ y 2 — md*(z «), 

f %:i = mjf-j(zr.) , ! Xi = mdi(Zi), 

l \h = b 3 , 6i = b„ 

con a — a 2 — a x y b = b — b.. 

Por tanto, si sobre dos ejes verticales e± y e 2 (fig. 486) a distancia 
a y dos ejes horizontales e 3 y e* a distancia b, llevamos a partir de los 
respectivos origenes 0,, tales que 0i0 2 sea perpendicular a 0»0., las respec- 
tivas escalas funcionales m<f ( (z 4 ), (i = 1, 2, 3, 4) obtendremos un nornogra- 
ma de pares de escalas paralelas y alineaciones perpendiculares, donde a 
los valores Zi, z«, z 3 , z\ que verifican la relacion dada, corresponden puntos 
R ( tales que la alineacion R,R 2 es perpendicular a la R ; ,R,. La lectura de 
este nomograma se facilita por el empleo de un papel transparente, donde 
se han dibujado dos rectas perpendiculares, muy finas y bien visibles. 

at) Nomogramas correspondientes a las relaciones del tipo fi(zi) . 
. fa(za) = f 3 (z 3 ). fi(z.). — Esta ecuacion puede reducirse al tipo ya estu- 
diado (a a ), tomando logaritmos, pero, si figuran valores funcionales pe- 
quenos se presentaran inconvenientes (cfr. Ap. V-2, d). Si mediante la 
variable auxiliar t se pone i x (zy)/t(z,)= t, f 3 (z 3 )/f 2 (z 2 ) = t, de las que, por 
eliminacion de t, se obtiene f,f 2 = faf 4 , entonces, cada una de las relaciones 
anteriores es representable por un nomograma en N (Ap. V-2, d). Veamos 
las condiciones que se han de cumplir para que las dos N sean superponi- 

bles (fig. 489) de modo que en el 
_ eje vertical izquierdo figuren las 

Vi e " escalas superpuestas e, y e a (en 

N general no coincidentes), y en el 

eje vertical derecho figuren las 
R ( z ) escalas superpuestas e a y ei (en 
2 1 general no coincidentes) y el eje 
transversal corresponda a la es- 
cala t que no hay necesidad de 
acotar y que determina en las 
demas escalas los respectivos ori- 
R ( 2 \ genes. Si hemos de buscar el 
1 valor z t que corresponda a los 
Zi, z«, Zn dados por los puntos Ri, 
Ra, R:i (fig. 489), la alineacion 
RsRs debe determinar el punto T 
e e /-j en la recta t, que unido a Rt 

7 dara el punto R. que corresponda 

al valor z, buscado. Entonces, 
por semejanza de triangulos sera 
O 1 R 1 /O 1 R .1 = OaRi/OaRa equivalente a la condicion (mdj)/(mj. 3 ) = 
= (mdi) / (ms£ 2 ), si mi son los modulos con que se han construido las res- 
pectivas escalas (i = 1, 2, 3, 4). Esta condicion es equivalente a la rela¬ 
cion dada f,f 2 = f 3 f., cuando y solo cuando los modulos respectivos cumplan 
tambien: m,m 3 = wmu. Asi, pueden tomarse arbitrarios tres modulos mi, 
m 2 , wu y determinar el cuarto modulo m t por dicha condicion. 

Un segundo metodo para representar la relacion f,f a = fsf* es el de 
utilizar un nomograma de alineaciones perpendiculares. Sea el par de ejes 
horizontal y vertical Ox, 0 y (fig. 490), dando sobre el semieje positivo 
Ox, a partir de O, la escala e 2 , sobre el semieje negativo Ox, a partir de 0 
y en sentido opuesto al anterior (ahora de derecha a izquierda) la escala 
e a y superpuestas de abajo a arriba sobre el eje positivo Oy, a pai’tir de 
0, las escalas e 3 y e., (en general no coincidentes). Si se consideran los 
puntos Rt (i = l,2, 3, 4), ligados por las alineaciones RiR 3 perpendicular 
a R 2 Rt, se tendra que los triangulos OR^a y ORiRa son semejantes, cum- 
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pliendose ORi/OR ; , = OR.i/OR» 
equivalente a la condicion 
(Wif,) / ( mds) = ( mdi) / ( mdi ), 
es d e c i r, a la relacion 
fi(Zi)fa(Z 2 ) == fa (z a )ft(z.i), si 
los respectivos modulos m, 

(i = 1, 2, 3, 4) cumplen la 
condicion = mm~u Aqui 

tambien pueden tomarse tres 
modulos arbitrarios y deter¬ 
minar el cuarto por esta ul¬ 
tima condicion. 

Ejemplo 16. La formula 
del seno para resolucion de 
triangulos a/b = sen a/sen (?, 
puede representarse por el no¬ 
mograma de la figura 491 
donde se ha tornado f a (ft) = 

= sen P, f 2 (a) = a, f 3 (a) e= 

= sen a, f<(6)=6, con escalas 
naturales para los lados ay b (vu=m,) y escalas sinusoidales de igual 
modulo (w« = wv,) para a y p. 



i i i i i i i i i i i ' i 1 i • i 1 i ' ■ i i ■ n 

100 90 80 70 60 50 40 30 20 10 0 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 90° 


LADO a ANGULO p 

Fig. 491. 

/>) Relaciones entre n variables. — Las relaciones entre n variables 
in 3) so representan mediante n — 2 nomogramas de relaciones de tres 
vi»t' 111 1 > 1 <-(pie se obtienen anadiendo a las dadas, otras n — 3 variables 
im \ ilun ivi que vinculan dichos nomogramas de dos en dos. 

(‘niit ii liindonos al caso mas sencillo y usual, para la relacion: 
l|( 2 i) | fa(%) + ... + f„-i(z n -i) — f n ( Zn ) , 

i oiiin i i-inon r, i r, t !, /1-|-f«= u, ..., t„ 3 + f„-i = f„ con ti, ti, ..., t n * 
• un*vn- viii'mI»1 1 •• uuxilinrcH. Si cada una de las n—-2 relaciones anteriores 
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se representa pox' un nomograma de puntos alineados de tres soportes rec- 
tilineos paralelos (Ap. V-2, b), de modo que vayan coincidiendo segun es¬ 
calas naturales las correspondientes a una misma variable auxiliar 
(i = 1,2, ..., n — 3), se obtendra asi un nomograma cle soportes parale- 
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los y alineaciones multiples (fig. 492). Observese que dados los modulos 
de c, y ti, quedan determinados la posicion y modulo de e 2 (Ap. V-2, b), 
dados h y U, quedan determinados la posicion y modulo de e x , y asi, me- 
diante la posicion y modulo de las escalas naturales de U, U, ..., t n - x y la 
posicion y modulo de la escala funcional e n , se determinan las restantes 
posiciones y modulos de las escalas funcionales e a, e*, ..., e„~x. 

Las relaciones del tipo f x «uf u a 2 ... — f,“ M se reducen al caso an¬ 

terior, tomando logaritmos. 

Otro metodo para representar la relacion: 

fl(Sl) + fa(Zi) -+-•••+ f«-l (Zn-i ) + fn (Zn) = 0 

es el de utilizar n — 2 abacos exagonales (Ap. V-l, e) mediante la intro- 
duccion de n — 3 variables auxiliares ti (i = 1, 2, ..., n — 3) que dan 
lugar a las n — 2 relaciones de la forma [Ap. V-22] siguientes: 

fl -f- fa -f- ti i. = 0 , 

ta - fa -|- ti — 0 , 

to -j- fi -f- is = 0 , 

t\ - fo -f- ta — 0 , 
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en la subdivision de escalas respecto del trazado de curvas de nivel, de su 
posible fraccionamiento, de poder superponer en el mismo nomograma un 
haz de relaciones diferentes en numero cualesquiei'a y de la representa- 
cion de relaciones de n variables para n bastante grande, mientras que, 
en los abacos cartesianos, es apenas posible sobrepasar pi-acticamente el 
valor n = 4. 

En cambio, los abacos cartesianos tienen sobi'e los nomogramas de 
puntos alineados las ventajas de aplicarse a relaciones cualesquiera (tales 
como se presentan en las cartas meteorologicas), de ser mas intuitivos y 
de compi'ension inmediata, de dar una imagen viva de la marcha del fe- 
nomeno que corresponde a la relacion representada, de no necesitar trans- 
parentes de uso engoi'roso fuera del gabinete de trabajo, y sobre todo, de 
permitir lecturas exactas aun cuando el grafico se haya deformado por 
una circunstancia cualquiera, de las que se presentan en el taller o en 
campana, con condiciones higrometricas variables que afectcn el papel 
del dibujo. 

Bibliografia sobre nomografia se ha dado en nota V-7 del capitulo X. 
A ella anadiremos la excelente y completa introduccion con numerosos 
ejercicios: 

M. FrSchet y H. Roullet: Nomographic (4^ ed., Col. Colin, n? 103, 
Paris, 1952), 

el gran tratado con resultados originates 

R. Soreau: Nomographic on Traite dcs Abaques (2 vols., Chiron, Pa¬ 
ris, 1924), 

el manual de base teorica muy elemental, con numerosas aplicaciones 
t6cnicas 

A. Giet: Abaques et nomogrammes (Dunod, Paris, 1954), 
el moderno texto en castellano 

J. C. Belgrano, A. L6pez Nieto y J. M. Urcelay: Tratado de No¬ 
mografia (Dossat, Madrid, 1953), 

y la didactica exposicion contenida en el volumen II de la obra dedicada 
a estudiantcs de fisica, quimica e ingenieria: 

J. M? 1 Iniguez Almech: Curso de matemdticas : Vol. I (6?- ed., 1954); 
Vol. II (3^ cd., 1952); Vol. Ill (1943), (Libreria general, Zaragoza). 

De esta obra, asi como de las de Sadosky (cit. en Cap. V, nota IV-3) y 
de Rby Pastor, Santal6 y Balanzat (cit. en Cap. XVII, nota V-4) 
hemos tornado rnuchas de las ilustraciones de este Apendice V. 


tn-i -f- fn -2 + tn- x — 0 6 t, 1-3 - fn-a -b tn-i — 0 , 

- fn - f n-X “f* til-3 = 0 6 t, 1-3 + fn-1 + fn = 0 , 

segun sea n par o impar. En las relaciones anteriores, las funciones que 
corresponden a una misma columna, se representan sobre soportes parale¬ 
los, aunque de las t t (i= 1, 2, ..., n — 3) no es necesario ni tan selo 
dibujar el soporte, pues sus direcciones estan dadas por el indice del trans- 
parente (Ap. V-l, e) que, partiendo de la posicion fijada por z, y z», se 
desplaza paralelamente a la dii'eccion normal al eje de la variable cpmun 
entre dos ecuaciones sucesivas hasta la posicion, sucesivamente, determi- 
nada por los valores de z 3 , ..., z n - 1 , para obtener, en la ultima escala, el 
valor buscado de z„. Asi, por ejemplo, para n = 7, sobre la escala ex (fig. 
470) se representaran por f t y sin acotar U, U, sobre e« iran superpuestas 
f 2 , —fn, f 4 , —f.-,, fo (que pueden dibujarse desplazadas paralelamente, para 
mayor claridad) y sobre e 3 ira la escala f 7 y sin acotar las tx y U. 


4. Conclusion. — Los nomogramas de puntos alineados tienen, sobre 
los abacos cartesianos, las ventajas de su ti-azado mas facil, de ocupar 
menos sitio, de sus lecturas mas l'apidas y exactas, de su mayor precision 
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§ 94. Pag. 30. 

1. ay &) De X = Y-(X — Y)se deduce o(X) = 

= a(Y)+a(X —Y); 

c) Si coexistiesen o(X)=4- co * o(Y) =—co, deberia ser 
cr(K~Y) finito y por tanto a(X — Y)= + co,o(Y— X) = 
— — co, absurdo por no poder sumarse, a pesar de ser X — Y, 
Y — X disjuntos. 

CO 

2. Con X a = 0, es o(lim„ X„) = cr(U, (X.„ — X n - a )) = 

n = 1 

OO N 

= a (X» — X»_3) = liniN X (X„ —X,-0 = 

n = 1 n = 1 

N 

= lim N a ( U (X„ — X„_i) )= lim N a(X N ). 

4. Para X(£)Y, apliquese o(X) = o(Y)+ o(X — Y). 

5. Con P = -|0}-(^|)X, para la monotonia apliquese ejercicio 4. Si 
Xi y X 3 son disjuntos y P(g)X,-Xi, de <7(P)=a(P~Xi)-f- 
+ c(P''X,K_y(cr > X,)+ V(o,X=), se deduce V(o,X,~X 3 )< 
< V(o, Xi) + V(o, X 2 ). Si las V(o,X ( ) son finitas (en otro 
caso resulta inmediato) existen P,(g)X ( tales que o(P,)> 

> V(o,X,)— 8/2, (i = 1,2), _de dotadje V(o,Xt-X a )> 

> cr(Xi - Xa)= o(Xi) + a(X a ) > V (a, Xi) + V (a, Xa) — 8, con 8 
arbitrario. Analogamente para aditividad infinita, tomando 
8/2" en lugar de 8/2. 

6. Para P(f|)X apliquese c^(P)= o(X)—c(X —P) < o(X) — 
— V(<r,X), (> o(X )— V (cr,X)h de donde V(o,X)< o(X) — 
—V(o,X), (V(o,X)> o(X)— V (a, X )). 

8. Si 0 < a < 6 < 2a, o bien 0 < a < b = 2a con E distinto a dos 
puntos, solo los con juntos vacio y total son medibles. En otro 
caso (0= a = b, o bien 0 < a < b = 2a constando E de solo 
dos puntos) todo conjunto es medible. Para Ei euclideo, es p 
metrica solo si 0= a = b. 

co 

9. Para X* disjuntos (fc = 1, 2, 3, ...) es p( U X*) > 

k—l 

co co 

>p(Ux*X0=2>* n(X») de donde p( U X„) > X p(X*), 

/c = 1 Ic — 1 

junto con § 94-3, M 3 . 

10. Es regular solo en los casos en que todo conjunto es medible. 

11. Los con juntos medibles (L) de E„ transformados desde Ei 
por la inversa de f determinan una clase de con juntos de Ei 
infinitamente aditiva que por tanto contiene los conjuntos 
(B) de E,. 

Tiii Cuncidn inversa de la f (cr) transforma II 0 en H. La funcion 
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caracteristica q>(y) de H 0 es inedible, siendo cp[f(x)], funcion 
caracteristica de H, no medible. 

14. Apliquense los ejercicios 1 y 12. 

§ 95. Pag. 60. 

1. Por [95-6] es lim K|X k | = 0 para K —» co. 

2. Puntos singulares de no-acotacion son los del conjunto ternario 
de Cantor que tiene la potencia del continuo, es perfecto y de 
medida nula. La funcion no es integrable (R - C), pero si (H) 

1 00 / 2 \ v X 

y (L) con valor de la integral igual a 3 = - - S V —. 

3 „=i \ 3 / 

3. Apliquese § 94-8, teor. 4, e y § 95-2, teors. 4 y 3. 

4. a) La existencia de j f dx implica por el teorema del valor 

medio (§ 95-2, teor. 5) y aditividad respecto de X (§ 95-2, 
n r 

teor. 8), la acotacion 5 e1X1 < f dx, de donde existe y es 
r=i Jx 

(S) j f dx < j' f dx. Inversamente, para ]X| finita, la exis¬ 
tencia de (S) j f dx, por ser las particiones de §95-1, cl, caso 
particular de las y, implica que J f iC dx < (S) J f dx, de donde 

existe y es j f dx < (S) j f dx. Para |X| = +oo se aplica 
§ 95-2, nota 1, ft). Supuesta |X| finita, la existencia de 
(C) J f dx implica en § 95-1, d, que s =: 8, < C j* f dx 

de donde J' ficdx<(C) J f dx y por tanto existe y es 

J f dx < (C) J f dx. Inversamente, la existencia de f dx 

implica en § 95-1, d, que S< = Ny,5,- > (C) fn dx de donde 

J f K dx >(C) J fie dx y por tanto existe y es (C) f dx < 

< J" f dx. Para |X| = +co se aplica § 95-2, nota 1. 

5. Para f(x) integrable segun [95-1] tomese E,(x) de escalones 
y ,-i (r=l, 2, ...,j 2') tales que y,-x = (r — l)/2'<f(x)< 

< y r con Ei(x)=j para f(x)>f, siendo asi 0<f(x) — 
— E,(x)< 1/2'. Por § 95-1, e, y § 95-4, teor. 4, existe y es 
(E) Jxf dx =: /xf dx. Ademas, si E(x) es escalonada finita, la 
definicion (E)J’xE(x)dx es consistente con la inicial (de- 
mostracion delicada), de donde la existencia de (E)/ X f dx es 
independiente de la sucesion E>. Inversamente, de esta existen¬ 
cia se deduce la [95-1] por aplicacion de § 95-1, d. 

6. Apliquese § 95-2, teor. 4, corol., § 94, ejercieio 6, y la unicidad 
de toda o(X) que cumpla las condiciones dadas. 

7. Definase el conjunto X r * corao en la demostracion del lema de 
Egoroff y al ser g„=|f — f»| ^ |G — g| en c.t. X, resulta 
que en (X — X„)—X/ es |G — g| ^ 1/s y por tanto 
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I (X — X 0 )—X/| es finita. Como X,-' es monotona en r coir. 

! fl r [ (X — X 0 )—Xr*]| = 0, resulta que para cada s es. 

lim r |(X — Xo)—X/|=0 y se sigue como en el lema de 
Egoroff. 

8. Se aplica § 95-4, teor. 2 de Lebesgue con G = fi, g = 0. 

9. Se aplica § 95-4, teor. 2 de Lebesgue tomando como funciones 

cotas G y g las ± M|<p(x) I- 

11. Probar previamente que si f„(x) tiende en medida a 0 sobre X 
de medida finita y g(x) es medible, entonces f„(x).g(x) tien¬ 
de en medida a 0 sobre X. 

12. Apliquese el lema de Egoroff (§ 95-4, teor. 1). 

13. Apliquese el ejercieio 7. 

14. Apliquense § 94-8 y § 95-2, teors. 8 y 7. 

15. Si |f (a) | Sj M en [a, ft], es ||f (x -f h) | p — |f (x) | p | 5= 

^ ||f(*+.fc)| — |f(a:)|| 2 >M p . 

16. Por § 95-5, teor. 6, en c.t. [«, ft] es 

lim-i-f |f(t)—aid* = If (a)—a| 
h Jx 

para h —» 0, y se toma a=f(a;). 

17. Apliquese § 95-5, teor. 6, a la integral de la funcion caracte¬ 
ristica de X. 

18. Es I, > 0 > I 3 . 

19. Porque dicho teorema se refiere a |f|. 

20. Porque por ejemplo no existen 

/’l /*co r oo /’(In 2)/* 

d y f d«, ni da; f d y. 

Jo J( ln 2 )/y ./1 Jo 

§ 96. Pag. 93. 

2. No se cumple la ley asociativa, siendo por tanto incorrectos 
el primer y tercer signos de igualdad. 

3. 19) cos (x m , x") = V (2m -f 1) (2 n + 1 )/(m + n + 1)< 1 (§ 6-9, 
a); 29) En (0,2a) es cos(cos mx, sen nx) = 0; cos(cosma;, 
cos no;) = cos (sen ma;, sen nx) = 0 si m^n; cos (cos ma;, 
cosma;) = cos (sen mo;, sen mx) = 1; En (0, jt) es cos (cos ma;, 
cos no;) = cos (sen ma;, sen nx) = 0 si m^n; cos(cos ma;, 
cosma;) = cos (sen mx, sen m-x) = 1; cos (cos ma;, sen nx) = 0 
si m-fn.es par; cos (cosma;, senna;) = n/n(m 2 — n 2 ) si m -f n 

es impar; 39) cos(a; r ', cos 3a:) — ■ ^ V1- -( l— J, . 

9 V 8 nr' \ 3jr / 

4. Dada una sucesion de “puntos” x r = ( x P , i, x P , 2 , ..., x P , i, ... ) 

de H, es decir, con convergente, tal que la distancia 

cuadratica q(x p , x ,)—> 0 para p, q —> co, por ser \x P , ( — x q , <| < 
<o(x„,x,,), existiran (§ 20-6) componentes « = lim p x p , f 
para cada i. Por propiedad triangular (§ 90-2, nota) es 

CO CO CO 

[ 2 kr.il 2 ] 1 <[ 2 \%P,i — SpmI 2 ]* + [ 2 l^il 8 ]* , 

i=N + l i = N + l t = N + l 

y para 8 > 0 arbitrario, existe P = P( 8) tal que para p > P 
y todo N es el primer sumando del segundo miembro < 8/6 y 
para un cierto N = N(P)= N(P( 8)) es el segundo sumando 
<8/6. Ifaciendo en el primer miembro p —> co, resulta 

CO 

r 2 1*0, «| ! ']* < 6/3 y es Xu = (* 0 ,!, ..., .r«, ( , . ..) punto de 

i=sN + l 


34 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 


§ 96-Ej. 4 


H. Por propiedad triangular es 

N 

Q(x P , Xo) < [ 2} I i — lTo)f|"]i + 

« = 1 

CO CO 

+ c 2 + c ^ , 

i=N + l t = N + l 

donde para p>P(b) y IV = AT(P(8)), cada uno de los dos 
ultimos sumandos es < 8/3. El primer sumando es 
N 

< i=i y P ara P> P ‘(S), (< = 1, 2, N), pue- 

de hacerse |cc p , t — x 0 , t\ < 8/(3ZV). Asi para p > max (P, Pi, 
• es 0 (x P> x 0 ) < 8, como queriamos demostrar. 

5. Si f„ (x) es una sucesion de Cauchy en C, tambien lo es en Ei 
para cada a fijo de [0,1] y por § 20-6 existe f (a) = lim B f n (a). 
Basta ver que esta convergencia es uniforme respecto de 
»e[0,1]. A 8 > 0 corresponde N = N (8) tal que si m> N 
es |fy(a)— tm(x) <8/2 para todo ae[0,1] y haciendo 
m-+ co tambien f.y(a)—f(a)| < 8/2. Asi para n > N y 
todo, 3 e[ 0, 1] es |f B (»)—f (x) | < |f„ (x )— f. v (a) | + |f. v (a) — 
—< 8 siendo f(a)eC por § 43-3, b. 

6. Dado x = (a;,, a 2 , ...) tal que sea convergente, para 8 > 0, 

. co 

existe un numero natural N tal que [ % a„ a ]! < 8/2. To- 

n = Y+i 

memos numeros racionales r lf r : , ..., r N tales que \x m — r m \ < 

< 8/ (2N ), (m = 1, 2, ... N ), por lo que para r N = (r», r 2 , .. ., 
r N , 0, 0, ...) es la distancia cuadratica ||x — r v 11 < 

N co 

< S l*m—r m | 4-( 2 «»’)* < 8. 

m=l n=N +1 

7. Se aproximan las funciones continuas (puntos de C) median- 
te poligonales (§ 26-6, ejercicio 7) cuyos vertices tienen coorde- 
nadas racionales, aplicando la continuidad uniforme (§ 26-6) 
en [0,1]. 

8. Es completo por demostracion analoga a la del ejercicio 5. 
Para cada numero real s e[0,1] sea la funcion f»(a)eA tal 
que valga 1 en 0 < a < s y sea nula en s < a < 1. Si t 
es o(f.,f,)=l y cualquier conjunto denso en A debe tener 
un subcon junto coordinable con el de s e[0, 1]; por tanto, nin- 
gun conjunto numerable puede ser denso en A (Cap. II, nota 
II, teor. 1). 

§ 97. Pag. 105. 

1. Los valores absolutos son para las dos primeras: en metrica 
lineal 2/jt, en metrica cuadratica I/V 2 ] en metrica uni forme 1, 
Para la tercer a, intr oduzcase a mediante cos nna = aj Va 2 + 6 C , 
sen nun = b/ Va. 3 -f b" y s e obtiene respectivamente: 2 Va 2 + b s /n, 
V (a 3 + b~)/2, Va 2 + b\ 


2. Si cr n (a;) es la suma parcial de 2a„cp„, se aplica la desigualdad 
de Cauchy-S'CHWARz (§ 96, ejercicio 1) a (cr„ — f). cp r para 
probar que a r = c r , y se sigue con [97-4j. 

3. a) Observese que cp„(a) toma alternativamente los valores 
+1 y—1 en los intervalos (0; 2~ n ), (2~ n ; 2.2~ n ), ...; b) Puede 
adjuntarse al sistema la funcion cp(a)=l. 

4. Para la completidad, probar que si para todo x y todo n es 

S' 1 n 

f (0 II [1 + <p*(a) <pi;(i£)]d£ — 0, y si F(a) es una funcion 
y 0 k =0 

integral de f(x), es F'(*)= 0 para casi todo x. 
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r b 

5. Es I P„(a)a m da = 0 (determinante con dos filas iguales) 
si m<n; 19) Quedan normalizados por 


P. a da; = k,f 


29) Para P„(l) = 1, ha de ser k n 


6. Se integra por partes sucesivamente 

r i> 



g« 

... g, 

■ fl2„- 2 

g» 

... g 2 , 

1 1 


.. 1 



. . 

gn-l gn 

. . 

■ • gsn-l 


j P„(x)x m dx = 

= (—!)" • w-1 c„ (a — a)’ 1 (x — b) n }dx = 0 si m<n; 

J a 

l 1 ’) Si es u(a)=(a— a) "(a; — b) n quedan normalizadas por 
b rb rb 

1= P u a dx — c n a ■{ u <n) [- 2 da = — cf 1 u (M) u (l,+1) da 
J< Ja Ja 

y se sigue integrando por partes hasta obtener u (3n) = (2n)!, 

y luego hasta llegar a J' (x — a) 3n da, dando 

1 = Cn a (nl) a (b — a) 2n+1 /(2?i -|- 1); 

2<?) P„(b)=c„(b — a)“.w! = l. 

7. Legendre (Cap. XVI, nota, III, c) ; Chebichev (I ? 1 especie): 
T„+i — aT„ -f 1 T„-i= 0 si n > 2, T a — aTi -f iT 0 = — 1, Ti — 

— aT„ = 0; Chebichev (2* especie): U,« -2a U, + U B -i = 0 si 
n> 1, Ui — 2aUo = 0; Gauss-J acobi : (p + n)(q + n) 
(p + 2n — l)G„ + i + (p + 2n)[(p 4. 2n — 1) (p + 2?i -f- l)a — 

— 2n(p + n)— q(p — 1)]G„ + n(p+ 2n + 1) (p-?+w)G„- I = 
= 0 si n > 1, qGx + [(p + l)a — q]G« = 0; Laguerre: L„ + i — 

— (2w + 1 — a) L B -f n*L n -i = 0 si n > 1, L*— (1 — a)Lo= 0; 
Hermite: H b « — 2aH n + 2«H n - 1 =0 si n > 1, Hj — 2aH 0 = 0. 

10. Se integra por partes, rebajando parejamente my n; si es 
m <n desaparece la potencia y queda la derivada cuya inte¬ 
gral es nula. 

11 . Legendre: V (2n 4-1)/2 P n ; Chebichev (1^ espec ie): 
(2 an_1 /jt(l — x 2 ) i)iT n ; Chebichev ( 2 $ especie): V2/jtU n ; 
Gauss-Jacobi: \ [(p + 2w)r(P + n)r(g + w)a«’ 1 (l — »)«]/ 
/[«! r a (q)r(P + n — <7 + l)](-iG B , donde r(a;) es la funcion 
Gamma (§ 53, ejercicio 8; Cap. XXIX^_nota VII); Laguerre: 
e~i“ L „/n !; Hermite : e"l* a H n / (2". w! V n) 1. 


§ 98. Pag. 121. 

1 1 / ser 

1 . «> f 


sen x sen 2a sen 3a \ 

1 + 2 + 3 +•••/’ 


b) = 

n \ 1 


(a 7 ^ 2 nn) ; 
sen 2a sen 3a 
2 + 3 


- + ...); 


O / (2>J | 1 )jt]. 
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Puede deducirse de (a) por f (x) -f- .—- = 

2 

1 1 co sen n(x jt) 

—— - 

- Jt n = 1 n 


.... 2 4 co cos 2 nx 

c) f(x) =-2 -- = 

Jt Jt M =i 4 n a —1 

JL_ 4 ( cos 2x , cos 4x 

Jt Jt \ 3 + 15 + " 

d) !(*) = i_ + | = 

Jt jt 4n 2 —1 

2 ! _4_^ cos 2a cos 4x 

~ Jt + Jt V 3 15 + ‘" 


= -*L + JL(. 

jt jt \ 


Puede deducirse de (c) mediante |cosx| = |sen(x-f £jt)|; 

«) Por i = 2;t(x— a)/(b — a) se reduce a § 98-4, ejemplo 1: 

f( x ) _ JL v 3en (( 4 ^ — 2)jt(x — g)/(b — a)) 

Jt 71= l 2« — 1 

2. Para todo x^(2n -f 1)jt para la primera y todo x ^ 2njt para 
la segunda. 

3. Para \r\ < 1 y todo 0 vale —- ~ = 

1 — 2r cos 0 + 

CO 

= 1-1-2 X r " cos n 0- 

n = 1 

4. Apliquese § 97-5. 

5. Aplicando la descomposicion de (a, b) o ampliando con valores 
nulos para cubrir (0, 2jt) (§ 98-1, teor.) es (§ 98-3): g(x) = 

CO 

= + X (a n cos-nx + sen nx), que por § 95-4 (teor. 2 

« = i 

de convergencia acotada) puede multiplicarse por la funcion 

co 

integrable f(x)—£ao+ X (a„ cos nx -f 6„ sen nx), e integrar 
«=i 

1 r 2ir oo 

en (0,2a) dando - f (x)g(x)dec = icucto + X (a,, cc, -f- 

Jt Jo n = l 

4-6„P,,), coincidente en multiplicar formalmente la s.F. de 
f(a;) por g(x) e integrar. 

6. Serie uniformemente convergente (§ 43-3, c y § 22-2, b) inte¬ 
grable termino a termino (§ 85-1, teor. 1) que coincide con la 
s.F. de su suma; los c.F. decrecen en orden arbitrario por ser 
los k n ai’bitrarios. 


7. Es a„ = 2a J |^f(:»)—fj— — f x j J cos nx dx = 

J ” 2ir 

0(l/n p )dx = O in""), y analogamente para b n . 
o 

8. Para f(x) positiva y creciente (§ 55-9, d) es (§ 79-2) : 

r 2tt s' 2ir 

J f (x)cosnx dx = f (2a) J cos nx dx = O (1/w), 

y analogamente para la integral del seno. 
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9. Para (§ 95-5, teor. 4) f (x)= f (0) + jj f'(x)dx, (x > 0) es 

2 t 1 /'2f 

Ttbn = [— f (x) (cos nx)/n] -|-• f'(x)cosnx dx, con el 

o n Jo 

termino integrado nulo par ser f(6)=f(2a), y se aplica a la 
ultima integral, § 98-1, teor. de Riemann. Analogamente pa¬ 
ra a n . 

§ 99. Pag. 134. 

1-2. Apliquese § 98-5, ejemplos y nota 2. 

3. En [99-25] tomese f {t)= V2n F (£) e~<rt si t > 0 y f(t)=0 si 
t < 0 . 

4. En [99-25] y [99-26] tomese g (u) = e° u <I»(e u ); f(£) = 
= <p (c -f- it)/V2n; s=c-(-i£; y — e u . 


5. /, a 

/l 3 

U 

a fi 

2714 

3042 

767 

2134 

—437 

1273 

—357 

788 

191 

395 

540 

370 

( + )Sn 

a s„ 

2714 

3809 

1697 

916 

979 

1035 

370 

<— K 

a d 3 


2275 

2571 

1630 

597 

—45 


So 

a 8 :l 

2714 

3809 1697 916 

di a 

d 3 2275 2571 

1636 


Se a s< 370 1035 979 d B d d< —45 597 


( + )<r„ a Os 3084 4844 2676 916 ( + )o\ a o's 2230 3168 1630 
(—)8o a 6 2 2344 2774 718 (—)8\ a 8' s 2320 1974 



I 

II 

I 

II 

I 

II 

I 

II 

Coef. 0,500 
Coef. 0,866 
Coef. 1,000 

5760 

5760 

718 

2344 

2774 

-2676 4844 

3084 -916 

2344 

718 

(4-) 

5760 

5760 

2703 

2402 

1746 1506. 

2344 

718 

I + II 

I — II 

\2.la 0 z 

12a« : 

= 11520 
= 0 

1 , 6oj = 
1 6 <x 8 = 

5105 

301 

6a ;! = 3252 
6a 4 = 240 

(kl-i = 

: 1626 


I 

II 

I 

II 

I 

II 



Coef. 0,500 
Coef. 0,866 
Coef. 1,000 

2230 

1630 

3168 

2320 

1974 

2230 1630 



( + ) 

2745 

2743 

2009 

1709 

2230 

1630 



I + II 

I — II 

66s = 
66 5 = 

5488 

2 

66s = 
66* = 

3718 

300 

66s = 600 




f(x) ~ 0,960 -f 0,851 cos x + 0,542 cos 2x + 0,271 cos 3x + 
4- 0,04 cos 4x + 0,05 cos 5x -f 0,915 sen x -f- 0,62 sen 2x 4- 
4- 0,1 sen 3x + 0,05 sen 5x. 

6. f(*) ~ 0,977 senx — 0,453 sen 2x 4- 0,262 sen 3x — 

— 0,151 sen 4x -f- 0,070 sen 5x. 
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§ 100. Pag. 152. 

1. b) C — — 1 ± V27; V = x 3 / 2 — 4,2; y = x 3 / 2 + 6,2. 

2. (X + 1V+ (y — 1) 2 = C 3 . 

3. ft) (a;V4) -h (1/2/)— C; b) y = Ce* 2 ; c) 1 — y 2 = C . 

4. Por rotacion de coordenadas se consigue que las isoclinas sean 
paralelas al eje y, y entonces y' = g(x). 

7. y'= ± y/x; ( xy —C) (y— Cx) = 0. 

§ 101. Pag. 164. 

1. a) Vl — x 2 = ln[C xy/ (1— V1 — x 2 ) ] ; 

b) x—VT^7+ln[(l+ /T^)/y]=C; 

c) Hiperbolas u = (u + C)/(l — Cu). 

2. 1*?) y —Vax — ar = C(a 2 + y Vftx— a 2 ); 

2b) VI + v 2 (y + Vl + r)= C . e^/v'n-^. 

3. a) Parabolas iy 3 = /cx + C; 6) 16 ic 3 — 9 (y 2 + C) a = 0. 

4. o) 2x/(x —. y) = lnCx; b ) Parabolas de eje vertical con el 
foco en el origen x s = C(2y + C); c) Circunferencias y = 
= C (a: 8 4- y a ). 

5. 19) x* + 6 *V + y* = C; 29) Si |m| > 1; (y— ax) a = 

= C (y— 6x)\ siendo a = m + Vm 3 — 1, b = m —Vm 1 —1; 
si = ± 1, y =p x = Ce-*/<* :; Fi/); si |m| < 1; 

l In (y“ — 2wxy + x 2 ) d-arc tg — y ~ >no L- — c. 

Vl — m 3 x V1 — m 2 

6. a) (2 + 2 / — 3x)/(l + 2 / — 2x) 3 =C; 

6 ) C . e 4 *- 8 ?/ = 4x + 82 / + 5. 

7. y — —x + 2 arc tg(x + C). 

8. 19) y — (x + l) 2 (e'+C); 

29) 2 /= Ce-arctg* + arc tgx_—1; 

39) Si |x| < 1, y = V1— x 2 (C + a arc sen x); si |x| > 1, 
y — Vx 2 —1 [C + ft In (x + Vx 3 — 1)]. 

9. (x 3 — x)y’+(l— 2x)y + x 2 :=0. INDIC.: Es x 2 — x solucion 
de la ecuacion incompleta. 

11. ft) Aplicar 101-4, nota 4; b) Ilacer x a —> Xi en a). 

12. ft) I = (l — e-Ri/L) ; b) I = ~ e-Rt/L 

K R 

13. ft) y= Vie* + CO/(2x); b ) y 3 = X s / (Cx + 2); 

c) (ft+ 1/ 7 /) 2 = C (1 — x 2 ); 

d) Si | x| < 1, y = [CVl — x 3 — (2/3) (1 — x 2 )] 3 ; si |x| > 1, 
y = [CVx 2 —1 +(2/3) (x 2 — l)] 2 . 

14. Resulta f (z) + g(z) (x + z) + ke a ' 2 =0, que es de 

dx dx 

Bernoulli, considerando x como funcion de z. 

15. Una solucion particular es yi —x, por la que se obtiene la 
integral general y = x — l/(ix 2 + C). 

16. Aplicar [101-20]. 

17. ft) x a — xy + y 3 = C; b) sen x(e v + 1)= C; 
c) y 2 =C(C —2x). 

18. Se aplica § 101-7; ft) p = cos" 2 x, y tg x — xtgy=C; 
b) p = y 2 , x 2 + (x/y) + In y = C. 
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20. 19) x 3 — 6x 2 y— 6xy 2 + y* = C; 29) (x — y) 3 — (x 2 + i/ t! )=C. 

21. ft) La ecuacion [101-23] se verifiea pues se escribe 

Q(xP x + yP„) = P(a;Q* + 2 /Qv) y ambos miembros se reducen 
a rPQ siendo r el grado de homogeneidad de P y de Q; b) De 

a / p \ 3 / p \ 

la igualdad anterior se obtiene x-^- J + y J = 0, 

o sea P/Q homogenea de grado cero. 

22. In x + arc tg(y/x)—C. 

. ftQ — fcP , . , 

c) ' p __ Q~— v( ax + by >- 

24. Resulta el factor integrante x~°/ 23 y 44 / 23 dando integral general 

_M_ £C 14/23 y- 21/23 + X <U)/M j+8/23 — Q. 

7 12 

25. 2ayy' + 4ax = y 2 y “= Ce®/“ + 4ft(x + ft). 

26. Q ' = Q t g(p + !*± Q 2 .-. Q = 1 + c a eoB(p -. 


zo. 0 = 0 f — 9 • • O - ! + CC0S fp ‘ 

§ 102. Pag. 171. 

1 . (y — Cx 2 ) (y — Cx*) = 0, solucion singular (nota I): X 2 / = 0. 

2. Parabolas (x — y) 3 — 2C(x + y) + C 2 = 0; solucion singular 
(nota I) : xy = 0, envolvente de las parabolas. 

5. ft) x = 0-" + 2(l— p), y = Ce -P (l + p )+2 — p 2 ; 

b) x = ^jF + '2^" ln(p+ + — V1 2p ^ ’ 

op 1 - 

y = + —- In (p + V1 + l ?). 

6. ft) Solucion general y = Cx + V1 + C 2 , solucion singular 
» a + J/ a = 1; 

6 ) 42 /=(x + 1) b ; c) 2 / - — 7 == = • 

Vx 2 + 1 


7. a) e(i/-C)/a: = 2 


' — C \2 


+ 5 ; b) f 


§ 103. Pag. 176. 

1. ft) Hiperbolas xy = C; b ) Elipses j>x 2 + 2/ 2 = C. 

2. «) y — Cx 4 ; ft) X s + 2T — In x 2 = C._ 

3. Tractrices y = In tg (h arc sen x) + V1 — x* + C. 

5. Tomese r — V e“ — 1. 

6. De § 102-3, ej. 2, se deduce la ecuacion diferencial de las 
evolventes y — — xp' 1 — &(l+p 3 )‘i. Su integral general 
(§ 102-3, b) es: 

_ —kp _j_Cp_ . 

2(1 + P 2 ) 3 / 2 ^ VT+7 ’ 

_ _ , 1 + 2 p 2 _C__ 

2 ( 1 +p 2 ) 3 / 2 vr+p 7 * 

Para p = cotg t se obtiene: 
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x = — Ik cos t sen 3 t+C cost; 

_ , . V = — 2 ^(sen 3 1 + 2 sent cos 3 1)— C sen t. 

Cambiando C en — c — A; (cos 3 t 4 - sen 3 1) y luego t en t -f n, 
resulta la solucion del ejercicio 14 de § 55 empleando la forma 
parametnca de la astroide: x = k cos a t, y = k sen 3 1. 

7 . y'(x — w«y) = y -f vux, espirales logaritmicas q = a e#/™. 

8 . Pongase el haz en la forma x = a(A.)-f R(X) cos t, y=zb(X) + 
+ R(^.)sen t\ para determinar t en funcion de X de modo que 
la curva asi definida corte a las circunferencias bajo angulo 
() = arc tgmo, se tiene: cos $ dy — sen t dz = wo(cos t dz 4 - 
+ sen f. dy), donde da: y d y se obtienen del haz. Haciendo 
tg H = u se llega a una ecuacion de Riccati. 

9. U = ln[(z a + y 3 -f a 3 ) 2 — 4aV] ; V = 2zy/(z 3 — y 3 — a 3 ) = C 3 
son las lineas de fuerza, dando hiperbolas equilateras que for- 
man haz ortogonal a la familia de ovalos. 

§ 104. Pag. 188. 

1. a) y = e^/ 2 ; b) y = 2e* — 2x — 2. 

2 . y = tgz = x 4-(z s /3)4-(2zY5)4-(17z7135) + ... . 

4. 2/1=0,76121; y,- 0,578 62. 

(>. £>a determina e por § 104-4 d y luego la maxima longitud de un 

lado por § 104-4 c x . 

§105. Pag. 197. 

1. a)y"' = 0 ; b) y'y"’ = Zy" 3 . 

2 . (1 + y' J ) 3 / 2 /y" — 1 ; radio de curvatura = 1 . 

3. IP) (1 + 2 / ,a ) 2 /"'— 3y'y" 3 = 0; 

29) 2 /' a + 1 + — ~ yt — ^ +ha y ' = o. 
xy 

4. Indic. : Formese y"~V* y observese que salvo un factor cons- 
tante es px 3 + 2 < 7 z + r. 

§ 106. Pag. 207. 


1. 

2 . 

3. 

4. 


5. 

6 . 


a) y = ln[C J /(*+C»)]; b) y = In tg(fo + C>) + C*. 

La ecuacion en p = y' es de Bernoulli (§ 101-5, a). 

me" — mg — Ice' 3 ; _ v = \TgJh tgh [ \Tgh (t + Ci) ] ; 

e = (1/6.) In ch[ V gh(t -f C>)] + Ch, con h = k/m. 

me"— f(e,v) da la ecuacion de primer orden en e y v: 
mv(dv/de) =f(e,v), que si puede integrarse da v = G(e, Ci) 

; de 

G(^Cj +a - 

R sen <p = 1/k, y" = ley' (1 + y' 3 ) ; Ce** = sen k (y -f Ci). 

x { = a, y x —. y = (dy/dz) (z 3 — x ), dx 3 -f d y 3 = dan 3 + dyu, o sea 
V'- — V =(dy/dz) (a — x) , 1 + y' 3 = (dy/dz) 2 = [y" (a — z)] 2 , 


a . a , x — 2 a. 

V — - 5 - In - + -—- z. 

2 a — z 4a 


7. a) y = (4/15) z 2 Vz -(- (z/3) 4- (2/5); 

b) y — —4 sen £z -f VlTz + hV 2 (4 —jt); 

c) y = — x arc tg z + In V1 + z 2 + 2z -f- 1; 

d ) y= w) + Cl + CsX + c ^ 2 + GiX3 + c »* 4 - 
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v 1 d r x ___ 

8 . a) - 7 = — f(f) (z — i)"*d€; 6 ) fc/Vaz. 

V Jl CliC t/ xo 

10. a) y = 6/(z— V6)*; 6) y = sh(C 3 z + C : ). 

11. y = ln-{2CiV[l —«Oi(*+c,)]*}. + Cl (« + C a ). 

12. Las ecuaciosnes en y' = p son lineales en p y p 3 respectiva- 
mente. 

13. Si k = 2, y = (1/Ci)-f-(Cj/4) (z — C 2 ) 2 ; si /c = —2, con Ci = 
= 2 r, y.= r(l — cost) resulta x — C 2 =±r(t —sent) (ci- 
cloide, § 34-6, ej. 2). 

14. Curvatura 1 ; (z — Ci ) 2 + (y — C s ) 8 =l. 

15. y = [ (z — C,)V240] + C 3 + C 3 z + Cat. 

16. Con y=e~, la ecuacion en z' = u es u' — (sen u)/x = 0, 
u = 2 arc tg (z/C a ) ; y — C 2 (z 2 + C, 2 ) "°i con 

g(z) = 2 x arc tg(z/C 3 ). 

17. y 3 = C 1 Z 3 + Cj/z. 

18. ycosz — iCi (z -f isen 2z) = C 3 . 

§107. Pag. 217. 


1 . 

2 . 

3. 

4. 

5. 


6 . 

7. 

8 . 

9. 

10 . 

11 . 

12 . 


«) W (z; u>, u-j) = lie-ax ^ q. 
b) W (z; 14 , n.i) = —2. 

De Ciz + C 2 e® = 0 resulta derivando C 3 -f C : e* = 0 de donde 
Cj = 0 (pues sino e* = const.), y de aqui C 3 = 0. 

Son soluciones de 2/ (n+1 > = 0, y el wronskiano vale n\ 

a) Derivando y reemplazando en la ecuacion, se ve que x r es 

solucion para r raiz de [r] B + -f . .. -f a„.i r -f a n = 

= 0, factorial, § 47-4) b) y= Ci^z‘ + C a ^. Indic.: 

Con 7 z = t, son 7 z l = f* y V z = t 3 linealmente independientes 
por ejercicio 4. 

y = C 1 Z 3 -f C 2 z + iq + (z 3 — pz)ln z. Indic.: Es y = CiZ 3 + C„z 
la solucion general de la ecuacion homogenea (ejercicios 5 , a 
y 4). Luego se aplica el metodo de variacion de los parametros 
(§ 107-4 a). 

y = Ciz* + C 2 z r ' + C 3 z° + z° In z. 

V = —(2C + 3z)/[z 3 (C -j- z)]. 

y = Ciz f X [e-3f 2 /t 2 ]dt + C E z. 

Ja 

b) [(z 2 + 2).y' + z 3 y]'= 1 da (z* + 2)y' + x*y = x + C, li¬ 
neal de primer orden, etc. 

V = «o cos z + a x sen z. 



u.; yt- ^ . u. f -i-; 

416(6 — 1) (6 — 2] (6 — 3) 


c + (6 + l)(a + 6 ) 


[_e_+(6 + l) (a+&)][<} + (&+ 2) (a+ 6 + 1)] - 

21(6 -f- 2) (6 + 3) af +' 
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§ 108. Pag. 229. 

1 . a) y = — 2 e“ + 3e :< *; 

b ) y = e a * + 2e~ 3 *; 

c) s = (4/3)e 3 ' —(1/3). 

2. a) y = cos lx -f- 4 sen £x; 

b) y = e( 3 / 2 >z [cos 2ic+(1/4)sen 2a;]; 

c) y = e a * cos a. 

3. j/ = (l + x).e-**. 

4. 19) Cix r '-f C»x r 2 con n y r 2 reales; 29) n = a 4- ip, 

r, = a — complejos,j/ = x“[Acos(P In x) + B sen (p In a) j ; 
39) Ralces n = r a coincidentes; como In x.= t conduce a coe- 
ficientes constantes, es 

y = Cie r i ln ® -f C 2 In x e r i ln * — (Ci + C 2 In x). x\ 

5. a) y = CiVa + C 2 x . /x; b) 2 / = (C 2 /x)4-(C 2 ln x)/x. 

6. a) y = 5 cos x + 2 sen x 4- 3 x' J —4; b) y = — e 3x -f- 2 + x 3 ; 

c) y = l[x 3 2>x (7/2)]e* + Ae“ + Be 3 *; 

d) y = e- ix (A cos 3x4- B sen 3x) + (e 2 V45). 

7. a) x = CiC 1 ' + Coe*'—(6/85)sen t -f- (7/85)cos t; 

b) y — Ci cos 2x + C 2 sen 2x + lx sen 2x ; 

c) y — cos x + 3 sen x — 2 * cos x. 


a) y = (Ax -f B) e~ 


( 10* 142 \ 

[m-—W) sen2x - 


I 2 lx 65 \ 
l 1682 — 29 :| / 


cos 2x; 


b) y = C, 6 " + C 2 e® + (e-/ 6 ) + (*72)4- (3*/2) + (7/4). 


9. 19) y — CiC 031 + C 2 <r°* + A cos ax -f B sen ax; 

29) y = C>e a * cos (ax + C 2 ) -f- C*c -0 ' cos (a* + C.,). 


10. 19) y = Cie°* + C 2 e 20 ® + 

+ Cr>e~ 30 * + (l/6a 3 ) [x* + (7x/3a) + (49/18a 1 ) ]; 
29) y — Ci + C 2 x + C 3 e - * + e*/ 2 (A cos l VTx -f 

-f B sen h V3 x) + (x76) ; 
39) y = (Ci 4- C 2 x)cos ax + (C 3 + C<x)sen ax — 

— (x 3 cos ax)/(8a 2 ). 


§109. Pag. 241. 

1 . a 4 - by' + cz' = 0 , x 4 - yy' 4 - 22 ' ~ 0 , 0 bien 

dx _ _ Ay _ Az 

cy — bz az — cx bx — ay 

2. 19) z'x — z'y/y' = 2 z ; 

29) (dx)/(x —• x 0 ) = (d y)/{y — y„) = (dz)/(z — z 0 ). 

3. 61 ) (dx)/x = (dy)/y = (Az)/z; 

b») (dx)/( 2 s) = (ydy) /[ 2(2 — * 3 )] = (dz)/ (— 1 ). 
lh) (dx)/Vl — x 3 — y 2 = {dy)/y = (dz)/z. 

4. a) x 2 4 - y 2 = C, 2 , z— 3 arc sen (x/Ci) 4- C 3 ; 

b ) y - QnX , *e=[4C,* a +C # ]i; 

c) y = Ci — x, 2 = £x a sen Ci + C 2 . 

5. 8 (x 3 —?/)4- 2(2y 3 —iz 2 )=l. Indic.: Curvas integrales: 
a : 3 — y 3 = Ci, 2y 3 — lz 2 = C 2 ; condicion de apoyo: 8 Ci 4 - 2 C 2 = 
— 1 . 

6 . 2 / = (1/2) — (1/5)6- — (3/10)6—/“. 2 =(e-* — «—/ u )/ 6 . 

7. y = Cxc 2 ' 4 - C e e-“ 4 . 3e“, 2 = —3C,e" f + C« 6 — — Se 2 '. 
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8 . y =(6/17) —(2/13)e- —e" to [(A 4 -B)cos*4-(B — A)sen*]; 
z — (—93/17) — (31/26) e x -|- e ix (A cos * 4- B sen *). 

9. 2 ' = 0, y'" (1 + y' 2 ) = 3y'j/" 2 ; cfr. § 109-3, ej. 2. 

10. y = 3 e ac 4 - sen x + 2 cos 2 = 2 e 2 * — sen a; — 2 cos x. 

11. y = Ac _2x 4- Be' 4 - Ce7 2 cos 1 V 7 a; 4 - De */ 2 sen i V 7 a:; 

2 = Ae' 2 * 4 - Be* — Ce*/ a cos l V 7 a; — De */ 2 sen J V7 - *. 

12. y =(A4 B*) cos 2a; -f (C + Da;) sen 2* 4 -(a; 3 /32)cos 2*; 
z = — [A 4- 4D 4 - B* —(15/16) + (*V32)] cos 2* + 

+ [4B — C — Dx 4- (a?/4) ] sen 2x. 

13. v V 2h/y. 

14. h= l(Vo a /g)sen a a, OH = (voVfl')sen2a, (OH)= v 2 /g. 

15. a) y — l (v 2 /g)= — l (g/v 0 2 ) x 2 ; b) x 3 4 - 4y 3 = 4ay. 

16. v = V (2a/d) 2 4- ( 2kM/r ). Indic. : Calculese la energia total de 
la unidad de masa del cometa, a partir de un nivel r 0 , en el 
infinito y en un punto cualquiera. 

§ 110. Pag. 270. 

1 . a) z = x-y a 4 - cp (y) ; 

b) 2 = xy 3 4 - cp(x)y 4 - ^(x). 

2 . a) cp(z, y/x)= 0 ; b) xp 4 - yq = 0 . 

3. a) En los tres casos la misma ecuacion diferencial q — — y/z, 
lo que se cxplica por 6 ). 

4. p — — 22 /x. 

6 . a) cp[z, In(x/ y ) — xl= 0 ; b) <p[(x/y)-f e* s , 2 ] = 0 . 

5. 2 = e <p(y — x), o lo mismo 2 = e v ^r(y — x). 

7. a) (p(xy,yz) = 0-, 

b) (p(x a 4 - y’\ xz)= 0 ; 

c) cp(z, x 3 — j/ a ) = 0 ; 

d) <p[y/z, z — (?y a /x).| = U; 

e) cp(x 2 — x 9 , X2/)=0. 

8 . «) cp[y/», (x 3 -f ?/ 3 4 - 2 a )/x] = 0 ; 

6 ) y-'W + y’ + z 2 ) 3 — 2(y a 4-2 2 ) a =0. 

9. a) xp + i/? = 22 ; b) cp (x a / 2 , j/7z) = 0; 
c) Paraboloide hiperbolico x 2 — ?/ a = 2 . 

10. a) cp[x 2 4 -j/ a , 2 — fearctg(j//x)] =0. Indic.: Combinaciones 
integrates do las ecuaciones de las caracteristicas: 

xdx + ydy=0; d 2 — [h(xdy — ydx) / (x 2 + y 2 ) ] = 0 . 
b) Caracteristicas: circunferencias; superficies integrales: de 
revolucion alrededor del eje 2 . 

11. a) F,p 4 - F v (7 — F 3 = 0; b) dx/F, = dy/F v r= d 2 /F 3 ; tangen- 
te a la caracterlstica = normal a la superficie del haz 
F(x, y, 2 )=C, es decir, las caracteristicas son trayeetorias or- 
togonales de las superficies del haz F = C. 

12. a) x/y = a, x 3 4 - y‘ J -f 22 a = (3. Indic.: De las ecuaciones dife- 

renciales de la congruencia resulta la combinacion integrate 
xdx 4 - ydy = — 2zdz. b) cp (x/y, x 2 + y 3 4 - 2z 3 )— 0 . 

§111. Pag. 291. 

1 . 2 = 2yJxy 4 -1; § 111-3, ejemplo 2. 

2. 2 = (x — ky)*/(4k), k = ± 2V2 — 3, dos soluciones. 

3. a) xp-\-yq = 2z. 
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4. a) z = —(a; + y) 8 /4; z = —(x-f 2y)V8; 
b) z = 4(1 + Vxy). 

5. a) La condicion para que el elemento piano contenga a la 
tangente a la curva: dz — pdx -\- qdy, se satisface identica- 
mente por [111-37]; 

b) Reemplazando en df/di = (di/dx) (dx/dt) -f- ... + 

+ (df/dq) (dq/dt) las derivadas dx/dt, ..., dq/dt por los 
segundos miembros de [111-37] y los primeros de [111-39] 
tresulta df/dt = 0. 

6. z = x(Cy + l). 

7. z = (x + a) (y + P), paraboloides tangentes al piano xy. In- 
DIC. : Una integral primera del sistema caracteristico es 
q = x -)- a. 

8. z = ax -f peV(2a + y) 2 *. 

9. z— ay + (x -f- P) 2 /4. 

10. a) Una integral del sistema caracteristico es p — eta. 

11. a) Del sistema caracteristico resulta q=ap, y por la ecua¬ 
cion dada p=g(z), q = ag(z), de donde dz/g(z) = dx -f- ady, 
b) Poniendo z — h(x + ay)= h(w) resulta 

f (z, dz/du, a dz/du)= 0. 

12. Del sistema caracteristico resulta df (tc, 7 ->)-= 0, de donde 
f(x, p)~ a y g(y,q)=a, de donde se despejan p y q obte- 
niendose: p = h(x,ct), q,= k(y, a). 

13. a) z = la x 3 + l (y a /a) + P; 

b) z=V a(l— x 2 ) — lay 3 -f p. 

14. a) z = ax + Pi/ -f a 2 — P 2 , § 111-8, ej. 3; 

b) y 3 — x 3 — 4z; 

c) x 3 -f 4z= 0, envolvente del haz de a) para P = 0. 

§112. Pag. 304. 

1. a) z = hyx 3 + q>(y)x + <y(y). 

b) z = <p(i/)+ (2x — 3j/). Indic.: Una integral primera es 

3p -f 2q = Q(y), q funcion arbitraria. 

2. a) r — (t/cr)=0; b) 3r + s — 2t = 0; c) s — p — q -f z = 0. 

3. De z = ax + <p(a)j/ -f <|>(a) resulta q = q>(p) y de aqui se 
elimina <p derivando nuevamente respecto de x y respecto de y. 

4. a) z = <p(y)e~ ax + 2x 3 y — 2xy + ^ (y) . Indic.: Resolver pri- 
mero la ecuacion en q = z„. 

b) z = e* qp ( 2 / — x)-f ¥(y)- Indic. : p* + p v = p, y § 110, 
ejercicio 6. 

5. z = q> (y)-\- e 1 ->J> (y — x) -f e 2v g (x) . 

7. De (Dx + hD v + A:) (D„ -f- hD v -f k)z = 0(°), poniendo 

(Dx + hB v -f- k)z = w(°°) resulta (D* -f hD v + k)u — 0 de 
donde (§ 112-3, a%) u = e~ kx cp (y — hx) y entonces por ( 00 ) 
p -f- hq = e~ kz cp(y — hx) — kz. El sistema caracteristico 

da; _ dy _ _dz_ 

1 ~' h ~~ e~ kx (p(y — hx) — kz ’ 

da y — hx = a (°°°), y entonces: (dz/dx) + kz = e~**cp(a) cu- 
ya solucion es z = e~ l “ ! [x cp(a)+p]. Poniendo aqui (§ 111-3) 
P = -^r(a) y reemplazando a por ( O0 °) se llega al resultado. 

8. a) z(x, y, 0)= 1, z h (x,y, 0)=x, z^(x, y, 0) = x 3 + 2y, 
z hh k(x, y,0)= x 3 -f 6 xy; 

b) Calculese ( d n z/dh n ) 0 mediante desarrollo en serie de poten- 
cias de h y comparacion con la serie de Mac-Laurin. 
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a) La ecuacion P (h, k) = 0 (§ 112-3, a-) es 

(hh -f R) (Ch + G)= kr; para cada h hay dos valores opues- 
tos de k, reales para los h indicados; 

b) Resulta k = ± (p + iv), y ondas de la forma: 

z = A e-at± 0 * sen (cot ± vx -f cp). 

a) z = cp(x + y)+ ^-(x + 2y); 

b) z = cp( 2 / + x)+ y(y — »)■+■ xx(y — x) ; 

c) z = <p(y -}- x -f 2ix) -f- -ty (y -f x — 2 ix). 

Z = q>(y + a) 4- viv — *)+ {{X s y — xy 3 — p‘)/12]. 

^ = <P (y + ' 2 x)-f e“ v -vtr( 3 / + x) — (xy -f i y~)e~\ 
z — cos (a: -f 2 y) — sen (a; + 2 y). 

« = tp(2/)e l '* + ^(2/)e 2| "+ [« 9 *"V(l/ — 1)]. 

a) z — e-**-" [cp(x)+^r( 7 y)]; 

b) z = er* x cp ( 2 /)+ e- ,v (a), equivalente a la anterior; 

c) (D 1 3 -|-2D 2 a + l)-'x 3 y = (l —D, a — 2D, 8 + ...)x°y = 

= x J y — 2y- (Di 3 -f- 2D/ + 1) " l e 2 —'. xy = 

= e aj -‘'[(D 1 + 2) a + 2(D,— l ) 2 + l]- J xj/ = 

= « a - , '(7 + 4D, —4D,+ .. -)' 1 xy = 


- p2*-V I ___ 


IF 0, + 


DiDj -f ... ) xy = 


■j. (J2L 

_ JlL , 

4x 

32 \ 

\ 7 

49 + 

49 

343 I 


la suma es una solucion particular. 

Si z = T(t). R(r) resulta T"/(c 3 T)= [R" + (R'/R)]/R = — p*, 
que da (Cap. XXVII, nota I) : 

T = A cos pet -f B sen pet; 

R= C J 0 (pr)-f D Yo(pr), 

y es B = 0 por la segunda condicion inicial, D = 0 por la sin- 
gularidad de Y 0 en el origen, y p un cero a n de J 0 , por la 
condicion de contorno. Entonces: z = C„ cos <x,,ct. J«(a«r), y la 
primera condicion inicial se cumple por la solucion en serie 

u — ^C„ cos 0 uct. Jo (our) 

si los coeficientes C„ son tales que VC„ . J 0 (a„r) = f (r). 


§113. Pag. 322. 


Derivese sucesivamente la ecuacion de la catenoide y verifi- 
quese identicamente en y, z, la ecuacion de Euler. 


§ 113. Pag. 326. 


1. y'/Vl + y' 3 = C, y' = CVl — C* = m (constante); 
recta (y — 6x)/(6 a — M = (x — a 1 )/{a i — aD. 

a ’ as \ 2 / pai \ 2 s* a.2 

y'dxj = y'g. g^dx < I[y] . [ g- 3 (x)dx. 

ai / \Jai / Jai 


4. a) y = Ci(x 1 '” — ai 1_n )-f C 2 , si w^l; 
y = Ci(In x — In eu) + C 2 , si n = 1; 

b) Diverge la integral [113-30] para C 2 . 

5. y-C x {x-~ C 2 ) p /<" + »> si p + q^0; 

In y = CiX + C 3 si p + q = 0. 

6. Por el principio de Fermat (§ 113-5, c), T = dx = 
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== extreme, [v(a>, 2/) 2/7(1 + y' a ) ] — v x (x, y ). y' + v„(*, y) = 0. 

7. Es U _ const, y puede tomarse U = 0; por el principio de con- 
servacion de la energia es L + U = L = l (ds/dt) a = const., de 
donde ds/dt = const. = v 0 (velocidad inicial). Entonces el prin¬ 
cipio de Hamilton conduce a las extremales de 

f (L—\j)dt=f L dt = h vo” i d t.= 

•to •'to Jto 

= a Vo ( Vo dt = h Vo { ds, 

•'to J so 

que son las geodesicas. 

8. Como la particula que describe la geodesica tiene velocidad de 
modulo constante, su aceleracion a solo tiene componente cen- 
tripeta || n; por otra parte es a || fuerza (unica) de vinculo 
!! m por no haber rozamiento en la superficie. 

C. XXVIII-V, pag. 354. 

1. Basta integral’ por partes dos veces. 

§ 114. Pag. 415. 

1. Si f (z) == u + iv es analitica y u = const., de las ecuacioneu 
caracteristicas [114-7] sigue v — const, de donde f(z) = const. 
Si f(z) tiene modulo constante, la funcion analitica tp(z) = 

— ±’( 2 ) = In | f (z) | -f iarg f (z) tendra parte real constante, 
con lo que se reduce a una constante y lo mismo ocurre enton¬ 
ces con f (z ). 

2. Si f (z) = u -}- iv, g(z) = U + iV, f . g = p + iq, es p = 
= mU — vY, q = mV + v\J, y se verifica que si los pares u, v 
y U, V satisfacen [114-7], lo mismo ocurre con el par p, q. De 
f[g(z)] = u(U,V)+tv(U,V) sigue 

— — llL 9U , dv dv _ dv 9U 3v 3V 

3* 3U dx 3V dx ’ dy 3U 3 y 3V ~dy " ’ etC ' 

5. 19) Si z — x -f iy, 3 = b l -f ib 2 , (°) se escribe p(x 3 -f j/ 3 ) + 
+ — box + Q — 0) 29) Reemplazando en (°) la expresion 

z — (— dw-\-b)/(cw — a) que resulta de [114-14], se obtiene 
una ecuacion de forma anologa a J°) 2p,.ww +JJi W -f fino + 
2q x = 0, donde p h son reales y si 33 > 4 pq, es 3.3. > 4p,«7 x . 

fi. Si z y Zi son inversos respecto de la circunferencia (°) (ejer- 
cicio 5), es 2 p z.z. -f- 3 z -f- 3.z. + 2 q — 0. Tambien se obtiene 
la propiedad enunciada de la consei’vacion de los angulos y 
de las circunferencias, observando que dos puntos inversos (si- 
metricos) respecto de una circunferencia (recta) son puntos 
base de un haz de circunferencias ortogonales a esta circun¬ 
ferencia (recta). 

7. 19 ) La transformation que hace corresponder a los puntos 
a y 1/a inversos respecto de \z\ = 1 , los puntos 0 , 00 , inversos 
respecto de \w\ = 1 , es w = X(z — a)/[z — ( 1 /a)] = la{z—a)/ 

/(az —- 1 ) y como para \z\ = 1 es \z — a\ = \ — z\ . \z — a\ — 

= jaz — 1 | = | az — 11 , para que sea entonces |w| = 1 debe ser 
|A.a| = 1 . 

8 . A los puntos simetricos a y a deben_corresponder los inversos 
0 , co; entonces^ w = \ (z — a)/(z — «), y como para 2 real es 
\z — a| = |z — a| debe ser |k| = 1 . 
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10 . b) w=zi( 1 — z)/(l-fz). 

12. 19) Raices, finitas 0 no, de la ecuacion cz‘- + (d — a)z — b — 

= 0; 29) (zj, z 2 , z s , z) = (zi, z 2 , Wj, w) ; 39) <p (z)~(z — z-i) / 

/ (z — z 2 ), o bien cp (z )=2 — z 2 si z 3 = co; 

49) ■q r (z)=l/(z — z 1 ). 

14. Considerese en los transformados de (0,0), (1,0), (0,1), 
(x, y) la distancia del ultimo a los anteriores. 

16. Se tiene (fig. 493, con OR = 1) : OP^OR = OP./ON = tg cp = 
= ON/OP'j = OR/OP', de donde OP, . OP'. = OR E = 1. 



Fig. 493. 


§115. Pag. 436. 

1. Las integrales sobre las semicircunferencias de x’adios 0 y R 
tienden a — ni y a 0 para q — > 0, R —> 00 . En la primera des- 
compongase al integrando en (1/z) + (e l! — l)/ z donde el se- 
gundo termino tiene limite i para ?40y por tanto esta aco- 
tado; en la segunda integral acotese el modulo de la integral 
por la integral del modulo (§ 115-5, b). 

2. La integral sobre el arco Re' 1 ? (0 < cp < «) tiende a cero para 
R —> co. En la integral sobre el rayo de argumento a se sepa- 
ran partes real e imaginaria. 

4. Hay que probar, en base a la relacion |e'| = e n( '>, que las inte¬ 
grales sobre los lados verticales tienden a cero para p —> co. 

6. Apliquese § 115-6, b, a la integral sobre el contorno de \z\ < R, 
2/>0 donde la semicircunferencia |«| = R, y > 0 no pasa por 
ninguna singularidad, y observese que la integral sobre ella 
tiende a 0 cuando R —» co por la acotacion de |f \z) |. 

7. b) a* 1 = 3 = jcV 2/2; K =(V4 n ) [ (2n) \/(n \)»]. 

10. La serie converge uniformemente en todo semipiano x > 1 4- 8. 
(6 > 0). 

§ 117. Pag. 453. 

3. Poniendo <p(z)/f ( 3 ) = h(z), se tiene: 


1 r f'(z) + cp'(z) 

d . _ 1 ff' + f'h + fh' 

2m J f(z)-fcp(2) 

dZ ~2mJ f(l+h) dz “ 

C 

c 

1 f( f ; + v 

2xi J \ f ^ 1 -|- h 

\ d _ N | 1 f h ' d * T.J 

) - Nl + 2m) 1 +h - Nl - 
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§ 117-Ej. 5 


5. &ea | 2 Zo I < r un circulo r contenido en G y tal que f (z) no 

tenga ceros en su contorno C: \z — z 0 \ — r. Entonces existen 
e > 0 y un entero n 0 tales que |f (z) | > e en C, 

\in(z) — f(z)| <e para n>n 0 , en C, y se aplica el teorema 
de Rouche a f„(z) = f (z) + -{f fl — f [. 

6. De lo contrario habria en G dos puntos Zi=£za con f(zi) = 
= f(z 2 ) = a y se aplica a la sucesion f„(z)—a el teorema 
de IIurwitz. 


§118. Pag. 465. 


1. 2 ^) Polos z — ± ik con residuos (1/2) e tk respectivamente. 

3. Si z = R no fuera singular, la serie 

2 —~ f (,,) (5 R) (z— J R) n 

n =o n\ 

tendria radio de convergencia R'> JR; por (°) la serie 

2 '" f<*»(lR>)(* — JRe i(p )" 

m=o n\ 

tiene radio > R'. Como esto vale para todo <p, f(z) no tendria 
singularidades en \z\ = R. 

CO on 

4. f(z) = z + % z* n * = z + ^ (z”)- n = z + i(z") t= 

n=0 n—0 

= z + z a + f (z 1 ) = .. ., y entonces hay singularidades en z = 1, 
* = 1 (• • * = ± 1). ** = 1 (•’• Z=±l z=±i), ..., y estos 
puntos forman un conjunto denso en |z| = 1. 

5. a) Es 

f(aS) = 1 —ze' ia + • • • + T~^r f S(z) 

donde g(z) cs regular para |z| < 1 + p, (p > 0), y entonces 
g(z)= % boZ" con 6„ = o(1). 

b) f < ”" 1> (z) tiene a lo mas polos simples en el contorno, y en¬ 
tonces por a: 

n(n— 1)... ( n — (p — 2)) a n = 0(1) a„ = 0 . 

6. Por § 43-5, h, es en |z — z 0 | < r, F(z) holomorfa, luego desarro- 
llable en serie de Taylor, siendo cl coeficiente de (z — z 0 ) r : 

F (r) (z„)/r! = fn <r) (zo)/r! = % n a ,. <B> = Ar. 

8. a) limf(z) = lim — f— = 0; 
z —>0 z _>0 * 

6) lim (z-njc)* ^* 8 ”* = li m = ... =(_!)-; 

s—>«»• z. sen z 2 —>M7r sen z 

c) Basta la acotacion de cosec z: 

Ci) Para la parte del contorno de C„ contenida en el semipiano 
I(z)>6>0: 

2 2 

cosec z = — -— < —-— - , 

e‘* — e ~'* e”"/ 2 — e-*/ 2 

pues |e‘* — e~ ic | > |je‘*|— |e-‘ J ||— \e~ v — e y \ , 

y analogamente para la parte contenida en el semipiano 

I(z)< — 8; 

Cu) En las partes de los contornos de los C* contenidos en la 
faja —6 < I(z)< +8, la acotacion resulta de la regularidad 
y periodicidad de cosec z. 
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13. Apliquese la expresion dada en Caso 19 de § 118-6, a, demos- 
trando que entonces el orden coincide con el grade de polinomio 
g(z) y, por tanto, es entero. 

14. a) Es corolario de ejercicios 12 y 13; b) Utilizar la expre¬ 
sion de Caso 29 de § 118-6, a. 
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Recta euclidea, 94-1. 

X 

Conjunto puntual, 94-1. 


Intervalo, 94-1. 
fx(») 

Funcidn caracteristica del conjunto X, 94-1. 

J (X) = (R) j fx (x)dx 

la de Phan 
94-1. 


Medida (R) o medida de Pbano-Joudan de 
X, 94-1. 


e(X) 


da; 


Extensidn exterior de X, 94-1. 

e(X) =J^fx(*)d* 

Extensidn interior de X, 94-1. 

|I| = fe — a ; |I|=n(br — a,) 

Medida elemental del intervalo I, 94-1. 

Conjuntos (B) 

Conjuntos de Bobel, 94-1. 

G 

Conjunto sbierto, 94-1; 94-25. 

F 

Conjunto cerrado, 94-1; 94-25. 

Conjuntos (L) 

Conjuntos medibles Lebesgue, 94-1. 

G s 

Conjunto seudo-abierto, 94-1. 

F. 

Conjunto seudo-cerrado, 94-1. 
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Familia infinitamente aditiva de 
conjuntos, 94-1. 

B 

Familia de conjuntos (B), 94-1 

E m 

Espacio euclideo de m dimensiones, 94-2o. 

X 

Punto de E m , 94-2a. 

CF 

Complemento del conjunto F, 94-25. 


Interseccidn, 94-2, 5 ; I-I. 

Union, 94-2, 5; I-I. 

<i(A,B) = extr inf. Q(a,b) 

ae A, 5cB 

Distnr.cia entre dos conjuntos A y B. 94-2c. 

Q(a, B) 

Distancia del punto a al conjunto B, 91-2c. 

d(B) = extr sup y(bi, M 

In, 6e, e B 

Diumetro del conjunto B, 94-2j. 

n(X) 

Medida exterior metrica de CaratheodorV 
de X, 94-3a. 

m.(X) = |X| = 

= extr inf -j 2 |I*| [ 

lc = 1 
CO 

para X(^) U I* 

fc = l 

Medida exterior (L) de X, 94-35. 

I 

Clausura del conjunto I, 94-35; 94-1. 


(i=) 

Comprende a, 94-1 ; 1-1. 
Conteriido en. 94-1 ; 1-1. 


Xe(p) 

Conjunto X medible (/t), 94-4. 

Xe(L) 

Conjunto X medible (L), o medible. 94-4. 


E 

Espacio topoloirioo ; espacio mritrlco. 94-1. 


m, (X) = |I| — |I-X| 

Medida interior (L) de X, 94-4. 
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Hi(X) = extr sup p(B) 

X(^)BE(a) 
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s 

Capsula isometrjca, 94-6. 

N 

Nucleo isometrico, 94-6. 

°(X) 

Funcion infinitament'e (finitamente) aditiva 
de conjunto X sobre H, 94-Ej. 1. 

V(o, X) = extr sup o(P) 

X() PeH 

Vnriacion superior de la funcidn de conjunto 
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V ((T| X) = extr inf a (P) 

X (;> ) Pel! 

Variacidn inferior de la funci 6 n de conjunto 
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M- 

Completada de la medida /t, 94-Ej. 14. 

(L) j f(x)dx 

Integral (L) def(;c) sobre X, 95-la, 6 . 

r +oo 

(R-C) fi(y)dy 
J o 


Integral (R-C) de n(y), 95-la; 80-1. 


Conjunto donde f(;c)^ 0 , 95-15. 


Conjunto donde f (a;) <0, 95-15. 
Funcion truncada por K, 95-ld. 

c. t. X 

Casi todo X, 95-2. 

equivalentes (Jj) 

Funciones casi iguales en X, 95-2. 

Integral (R) 

Integral de Ribmann, 95-2 ; 82-1; 83-1; 49-1. 

E(a) 

Funcion escalonada, 95-3. 

[c. p. en X — X«] 

Convergencia punfual en X — Xo, 95-4. 

[c. p. en c. t. X] 

Convergencia puntual en casi todo X 96-4. 

[c. u. en X — X 5 ] 

Convergencia uniforme en X — X , 95-4. 

O 


[c. e. u. en X] 

Convergencia esencialmente uniforme 
en X, 95-4. 

lim f„(a;) 

n—> GO 

Limite inferior aritmetico, 95-4; 20-5. 




Integral superior de Darboux, 95-4 ; 49-2. 


f (a)da: 


Integral inferior de DaRBOUX, 95-4 • 49-2. 


V.‘F(a;) 


f (x) jdx 


Variacidn total de la funcion integral F(») 
de t(x), 95-55; 55-9. 

At = F (b<) — F(«,) 

Incremento de F en [a., 6 J, 95-56. 

K(») 

Funcidn singular, 95-56. 

<£(*) con cf>'(x) = f(a:) 

Primitiva de f(a;), 95-5c ; 50-16. 

C In 

Aplicacion de la regia de Barrow, 

95-6a; 50-2a. 


Integral de Riemann-Stiki.tjes, 95-6a ; 78-1. 


Integral de Lbbesgue-Stieltjes, 95-66; 
XXIV-II 6 . 


Definicion de Saks de la integral (L), 
95-Ej. 4. 


Definicion de CarathIsodory de la integral 
(L), 95-E‘j. 4. 


Definicion de F. Riesz de la integral (L), 
95-Ej. 5. 

f + (x) 

Max -Jf(x), 0}., 95-Ej. 14. 

f-(x) 

Max —f(x),0[-, 95-Ej. 14. 
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g(x) , g(x) 

Funcion de reparticion o distribucion en una 
medida de Leb.ssgue-Stiei.tjes, XXlV-In. 

MX) 

Medida exterior p-dimensional de 
Hausdorfp del conjunto X, XXIV-I 6 . 

dim (X) 

Dimension (real, de Hausdorff) de X, 
XXIV-I 6 . 


Elemento modular de una operacion & de 
grupo XXIV-Ic. 


Elemento inverso del x, XXIV-Ic. 

y & X 

Traslacidn izquierda de X por y, XXIV-Ic. 

X&y 

Traslacidn derecha de X, por y, XXIV-Ic. 

X&Y 

Conjunto de elementos x&y con x e X, y e Y, 
XXIV-Ic. 


(L - Ha) | f (r)da; 

Integral de Lebesgue-Harnack, XXIV-IIdi. 

Integral (L - C) 

Integral de Lbbesgue-Cauchy, XXIV-IIds. 

Integral (R - Ha) 

Integral de Riemann-Harnack, XXIV-IIdi. 

(L •• Ho) ( f (x) dx 

Jn 

Integral de Lebesgue-Holder, XXIV-IIdc. 


(D) i(x)dx 
Ja 

Integral de Denjoy, XXIV-IMi. 

Integral (D-K-Y) 

Integral de Denjoy, Khintchinb, Young, o 
total general, XXIV-IIdr.. 

r = r( m) 

Representaeidn analitica de una eurva, 
72-6a, XXIV-IIIa. 

L(C) = L(Io, r) 

Longitud de una F-curva C, XXIV-IIIai. 


Conjunto de elementos x * 1 con x c X, 
XXIV-Ic. 

(U:G) 

Numero minimo finito de traslaciones 
izquievdas de G que cubren u, XXIV-Ic. 

MU) = (U:G)/(Uo:G) 

“Tamano” de U respecto de Un, XXTV-Ic. 
r = limg„ T„ 

Limite generalizado de S. Banach, XXIV-Ic. 

POM) 

Promedio generalizado generador de una 
medida elemental de Haar, XXIV-Ic. 

t(U) 

Medida elemental generatriz de una medida 
de Haar, XXIV-Ic. 

(L-St) ( '’f(.T)(lg(r) 

J n 

Integral do Lbbesgue-Stieltjes, XXIV-II 6 . 

Integral (H-L-S) 

Integral de Hildebrandt, Lebesgue, 
Stieltjes, XXIV-II 62 . 

Integral (R*) 

Integral absoluta y condicional de 
Rey Pastor, XXIV-IIc,. <fe. 

Punto (H) 

Punto Habnack o de no sumubilidnd, 
XXIV-IItfi. 


Huella de una eurva C, XXIV-IIIaa. 

8 (Si, Se) 

Distancia de Fr(:chbt-Mc Shane de dos 
F-superficies Si, S«, XXIV-IIl 6 a . 

T (R) = r 

Representacidn de una F-superficie S en su 
huella I 1 , XXIV-III 62 . 

Ti ~ T 2 (fs) 

Topologicamente similar, 72-9c, XXIV-III 62 . 

S/i ^ s 

Convergencia de la sucesidn S M de 
F-superficies a S, XXIV-III 62 

r = r (u, v) , (v, v)eRo 

Representacion analitica de una superficie, 
72-7a, XXIV-III 63 . 


Superficie poliedral, XXIV-III& 3 . 

E(P) = S l T «| 

8 = 1 

Area elemental de la poliedral P, 
XXIV-III&3. 

A(S) = extr inf-Jlrm inf E (P„) j- 

P n 

Area de Lebesgue de la superficie S, 
XXIV-III 63 . 

VAT„ en R 

Variacidn acotada Begun Tonelli respecto 
<le u en It, XXIV-III&4. 
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ACT„ en R 

Absolutamente continua segun To nelli 
respecto do u en R, XXIV-IIIIm. 

VAT en R 

Variacidn acotada segun Tonblli en R, 

XXIV-III64. 

ACT en R 

Absolutamente continua segun Tonelli en 

R, XXIV-III& 4 . 


Punto eonjugado del x en el espacio H 
complejo, 96-4. 

xy = yx 

Producto escalar en H complejo o abstracto, 
96-4. 

r • (C) 

l'unciones continuas, 96-4. 


Interior de R. XXIV-IIIJn. 

A(R, f) 

Area de Lebesgue de la superficie 
z = f(u, v) en R. XXIV-IIHn 

(cVA) 

Esencialmente de variacion acotada, 
XXIV-IIIbr,. 

(eAC) 

Esencialmente absolutamente continua, 
XXIV-IIIbn. 

W ( u, v) = |r„ A r,.| = 

= + VJi a + J s 9 + J,» 

Funcidn 72-7 b, XXIV-III&is. 

Enj Ei, I5 2 , Ej 

Espacio vectorial normado por un producto 
escalar, 96-1. 

x, y, .. . 

Elementos o puntos de E n , 96-1 ; de H, 96-2. 

xy = 

Producto escalar en E„, 96-1 ; en H real, 
96-2. 

||x|| = XX 

Norma de x, en E n , 96-1; en H, 96-2. 

|x| = + 

Mddulo de x, en E , 96-1; en H, 96-2. 


<?(x, y) _ |x — y| = 

= V (x — y) (x — y) = V | |x — y 11 

Distancia en E,, 96-1; en K, 96-2, 96-3. 

H 

Espacio de Hilbert, real, 96-2; complejo, 
96-4 ; abstracto, 96-4. 


arc cos —;—:—r- 

|x|. ! yl 

Angulo de dos vectores en H, 96-2. 

(L 2 ) 

Funciones de cuadrado integrable (L), 96-3. 

xy = f x(t)y(t.)dt 
J A 

Producto escalar en (L 2 ), 96-3. 


l'unciones de cuadrado integrable (R), 96-4. 

Axioma [C,] 

Do convergencia de Cauchy: espacio 
completo, 96-4. 

Axioma [C 2 ] 

Espacio separable, 96-4. 

Xi, ta, ?is, ... 

Autovalores, 96-6bi, XXVII-IIItf. 
SHa, y, Z) 

Funcidn de densidad o probabilidad de 
SCHROPINGEB, 96-56l. 


Energia total, 96-56i. 

V ( x, y, z) 

Energia potencial, 96-56i. 

_ d 2 a a 0* 

^ dy- ^ dz" 

Operador delta de Laplace, 91-6rf, 96-5bi. 

H = it* + v 

Operador de Hamilton, 96-5bi. 

E« 

Autovalores niveles posibles de energia en 
matriz diagonal D, 96-5b 2 . 


o(f, g-) = extr sup I f (cc)— g(x) | 

_ Metrica o distancia uniforme, 96-Ej. 5 

— y 11 97-Ej. 1. 

96-3. 

c 

spacio de funciones continuas con metrica 
plejo, uniforme, 96-Ej. 5. 

+P+ COn cp„ . cp„ = 5,„„ 

Sistema ortonormal de funciones, 97-1. 

■2. f Pm . CPn 

Producto escalar de funciones, 97-1; 96-3. 

, 96-3. 11 <P« 11 = Cp» 2 

Norma de la funcion i p n , 97-1, 96-3. 

C. F. de f 

Coeficientes de Fourier de la funcion f, 

1. 97-1, 98-1. 
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Cn = f . CP„ 

Coordenadas, coeficientes de Fourier o 
componentes de f respecto de -{ <p r j., 97-1. 

s. F. de f 

Serie de Fourier de la funcion f, 97-1, 98-1. 

Determinacion de una funcidn por su s.F., 
97-1; por su integral de Fourier, 99-2. 

S„ — CoCpo + C„ tp„ 

Sums parcial de la s. F. de f, 97-2. 

(f-Sn ) 2 

Error cuadratico de a n , 97-2. 

2 

f„ -> f 

Convergencia cuadratica, 97-3. 


, =jl r 

Jt Jo 

, =-L r 

Jt Jo 


f (t) cos nt d£ 


f (t) sen nt d t 


Coeficientes de la serie trigonomdtrica de 
Fourier (o coef. de Fourier) de f, 98-1. 

sAx) = 17 

)dB 

Jo sen tu 

Integral de Diriciilet, 98-2. 

Suma (C) 

Suma CesAro, 98-5 ; Y-I g. 


Desarrollo cuadratico en serie, 97-3. 


Polinomio de Legendre, 97-5 ; XVI-III. 

P 2 (%) 

Nxicleo de un sistema -J rp r }-, 97-8. 

F (a, 6,e, as) = 1 + ~ x + 
1. c 

, o(o + l)6(6 + l) . . 

+ “l.2.e. (o + l) * + ••• 

Funcion hipergeom4trica, serie 
hipergeometrica o de Gauss, 97 -9. 

G„(x) = F(— n, p + n, q, x) 

Polinomios de Gauss-Jacobi, 97-9; 97-12. 

T „(x) — F[— n, n, h, (1 — x)/2] 

Polinomios de Chebichev de 1» especie, 
97-9; 97-12. 

U„(x) = 

= ~F[-n,n+2, 3/2, (l — x)/2] 

Polinomios de Chebichev de 2*> especie, 
97-9, 97-12. 

L„(ai) = e x D n (x n e~*) 

Polinomios de Laguerre, 97-11 ; 97-12. 

H„ (x) = (—l)»e* 2 D B e-* 2 

Polinomios de Hermite, 97-11; 97-12. 

n (lr = n(n — 1) ... (n — 2r+l) 

Factorial generalizada, 97-12. 

f r b , , 1 i/i' 

0 (f,g) = |f — g| p da;j 

Distancia de orden p, 97-Ej. 1. 

f(a;) ~ aOn + a, cos a; + bi sen x + 
+ ... + a„ cos nx + 6, sen x + ... 
Serie trlgonomdtricn de Fourier, 98-1. 


Promedio de CesAro, 98-5. 

a n (x) =—i- 

2tcjt 

f ,r (sen Inu)- 
J_ T (sen luY f(* + «) d « 
Integral de FEjfiii, 98-5. 

K(u) 

Nucleo de una integral singular, 98-5. 

0(1 /n) 

Del orden de 1/n, 98-Ej. 8; 24-86i. 

o(l /n) 

Infinitesimo respecto de 1/n, 98-Ej. 9; 24-3b 2 . 
i f 20 r 

f (%) ——J du J f (i)cos u(x - t)dt 
n ,y 0 —00 
Integral de Fourier, 99-2. 


1 C 00 

(«) = - 

7t J —cr 

1 f OO 
(u) - - 

Jt J —a 


f (i)cos nt d t 


f (t) sen ut d t 


Amplitudes de pulsaciones continuas «, 
99-2. 

S = lim — 

m—> go A 

X 00 „ „ , sen m(x — t) 

dt 

Integral simple de Fourier, 99-2. 

{g(u) f(t)cosutdt 


eVM' 


g (it) cos xu du 


Transformadas de Fourier por el coseno, 
99-3. 
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I n r CO 

Mm) = yj ——J f(t)sen ut dt 


^f(») = ^j -j n i, u) sen xu cut 

Transformadas de Fourier por el seno, 
99-3. 

1 C 2 ir 

Forma compleja de los c. F., 99-4. 

1 r X) r GO 

f (*> =^J dttj f(Oe-‘ K, '- x) di 

Integral de Fourier en forma compleja, 99-4. 


h(tt)sen xu chi 


»(«) =~7tF f(Oe _, *'di 

V Zjt./— oo 
1 f co 

f(*) = ,-r— g(w)e' , '"d?i 

V 2* ./—CO 

Transformadas de Fourier en forma 
compleja, 99-4. 

2A (' 00 sen tie . cos tia; 


2A f 

f(») — ~ 

^ Jo 


Factor discontinuo de Dirichlet, 99-5a. 

1 C 00 

g(M) = 

Densidad espectral, 99-50. 

/•CO 

f(p) = e‘ p ' F (t)dt 
Jo 

Integral de Lai-lacb, 99-Ej. 3. 


cp(s) = <P(v)y’~'dy , 

Jo 

1 r c + ico 

*<»> = 

Transformacidn de Mellin y su inversa, 
99-Ej. 4. 

||f|| P con ||f||/= ,f|f (0 \ p dt, (p> 1) 

Norma en el espacio (Li>), XXV-I. 


||x + ? r| K5JWk+ llyll* - (p>d 

Desigualdad de Minkowski, XXV-I. 

"Ir = S(*)h(!/) 

Ecuacion diferencial de primer orden, con 
variables separables, 101-1. 

-$=*■(*)< 

Ecuacidn homogenea en x, y, 101-2, 102 - 25 . 

v y + p .(*)y = Q(») 

r.cuacion de primer orden, lineal, 101-4. 

R, R! 

Resistencia electrica, 101-4; 108-3. 

L, L 

Auto-induccioo electrica 101-4; 108-3. 

E, E 

Fuerza electromotriz, 101-4; 108-5 a>. 

1(0, I 

Intensidad de corriente electrica, fun cion del 
tiempo t, 101-4; 108-8. 

y' + P (*)» = Q (A 1 )?/" 

Ecuacidn de Bernoulli, 101-5a. 

y' = A {x)y 2 + B (x)y + C(x) 

Ecuacidn de Riccati, 101-55. 

V(x, y)dx + Q(®, y)dy = 0 
con P„ = Q, 

Ecuacion diferencial exacta, 101-6. 


Temperatura absoluta, 101-7n, 

V 

Presidn de un gas, 101-7o. 

V 

Volumen de un gas, 101-7n. 

R 

Constante de los gases perfectos, 101-7a. 
C p 

Calor especifico a presion constante, 101-7«. 


Clase de funciones f(a;) donde ||f|| p existe 
finita, XXV-I. 

V , q 

Exponentes conjugados tales que 


11 

U Q 


= 1, XXV-I. 


|xy| < ||x|| p . ||y||, ,(— + —= 1 
\ ]) q 

Desigualdad de Holder, XXV-I. 


Calor especifico a volumen constante, 101-7a. 

AQ 

Incremento de cantidad de calor Q, 101-7o. 


Entropia, 101-7a. 

M», y) 

Factor integrante, 101-7a, 5. 

«p(®. V ) — 0 ; Sr{y, y') = 0 
Ecuaciones de l er . orden donde falta una 
variable, 102-2a. 
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V = V 

Derivada tomada como parametro, 102-2a. 

y = f(x,y') ; X = i(y,y') 
Ecuaciones integrables por derivacion, 
102-3a. 

y = xu{y') + [i(y’) 

Ecuacidn de Lagrange, 102-35. 

V = x.y' + 13(j/') 

Ecuacion de Clairaut, 102-3c. 


Evoluta de su evolvente C, 103-15; 74-2. 

U con X = U, , Y = U, 

Potencial de un carapo vectorial de 
componentes X (x, y ), Y (x, y ), 103-3a. 

V con — U„ = V, , U, = V, 

Potencial conjugado al U, 103-3a. 

grad U 

Vector gradiente de U, 103-35; 66-6. 

A, A 2 , A a » A\ . . • 

Diferencias, 104-2a; 47-1. 


Operador simbolico de incrementar, 
104-2a ; 47-2. 

h — A* 

Incremento de la variable independiente a:, 
104-2a ; 30-1. 

ki, lc', k 2 , 7c 3 , k”, k’", k lv , k v , K 

Incrementos dependientes de Euler, Runge 
y Kutta, 104-3. 

(*. y> v) 

Elemento lineal diferencial, XXVI-I1. 

<p (%> y,y') — o , <$(x,y,C) =. o 

Ecuacidn diferencial y su solucion general, 
XXVI-I. 

T){x,y) = 0 

ip-discriminante o p-discriminante o curva 
discriminante de la ecuacidn diferencial, 
XXVI-I2. 

A (%, y) = 0 

4>-discriminante o curva discriminante de la 
solucidn general, XXVI-I4a. 

d>(x, y, Ci, . . ., C„) = 0 

Familia de curvas con n parametrns, 105-1. 

<p(,x,y,y', ...,y ,n) ) = 0 
Ecuacion diferencial de orden «, 105-1. 

f y' — fi (x, y, ..., w) 


<p(&, y', y", ■ ■ .,y w ) = o 

Ecuacion donde falta la funcion, lC6-la. 

qp(», y lr) ,y ir+1 \ ...,y (H) ) = o 

Ecuacion donde faltan y, y', ..., 

106-la. 

D "' g(!c) = rloX g(£)(!C - S) '" ld 

Primitiva de orden real r> 0 de g(x), 
106-la. 

Dag(tt) = D m DP g(x) , 
0<|3 = m — a<l 

Derivada de orden real a>0 de g(x), 
106-la. 

r (r) 

Funcidn Gamma, 106-la; XXIX-VIIa. 


Parte entera de a, 106-la; 23-3. 

<p(y,y', ■ ■ -,y (n) ) = o 

Ecuacidn donde falta la variable, 106-15. 


Radio de curvatura, 106-15; 40-6; 55-5. 

Ci 

Curvatura de flexion, 106-2a; 73-4. 

M 

Momento flector, 106-2a; XXVIIT-Vd. 

I 

Momento de inercia, 106-2a; XXVIII-Vd. 

E 

Modulo de elasticidad, 106-2a; XXVIII-Vd. 
p(«) 

Densidad lineal de la carga, coeficiente de 
carga o carga unitaria, 106-25. 


= f(?/<"- 1) ) 


= f (y {n - 2) ) 


w' = i„(x, y, .. .,w) 

Sistemn normal do ecuaciones diferenciales, 
105-2. 


Ecuaciones en dos derivadas, 106-3a, 5. 

fp(a;, v'/y, .. .,y in) /y) = 0 

Ecuacidn homogenea en y, y' . y (,, \ 

106-4 a. 

cp(y/x, y', xy", .. .,x n ~ 1 y (n) ) = 0 

Ecuacion homogenea en x, y, dx, d y, 
d"y, 106-45. 

<p(y,xy',x-y”, ■■■,%" y (n> ) = 0 

Ecuacion homogenea en x y dx, 106-4c. 

y s = i(x,y) 

Ecuacion de JACOBI, 106-6. 

D-i f (a:) = g'(a;) 

Ecuacion integral de Abel, 106-Ej. 9; 
Ap. ll-5c. 

i»(x)y' n> + fi (*) 2 / <n_1) + ... + 
+ i„-i(x)y' + in(x)y = 0 
Flcuacion lineal y homogenea en 
V. v' .1/1*1, 107-1. 
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~W (x) = W (x, Ml, . .., u„) 

Wronskiano, 107-1 ; 68-4. 

y (n) 4- fi 2 / (n-1) 4- • • • 4- y' 4- 

-f- f„ 2 / = f (a;) 

Ecuacion lineal completa, 107-2. 

L (y) = y" -f fi (x)y' + f a(x)y" 

Bx presion diferercial lineal homogenea de 

2'.’ orden, 107-40, XXVII-IIIa. 

r(*,o 

S; lucidn fundamental de L(y) ~0 
correspondiente a £, 107-40. 


* , y 

Fluxiones de Newton, 107-60; VIII-I. 

x n y (n) + a,®"' 1 1 /" 1 - 1 ’ + ... + 

4- «,i-i xy' + a„ y = 0 

Ecuacion de Cauciiy, 107-Ej. 5. 

a; (a: — 1 )y" + (a* + 6 ) 2 /' + 

+ cy = 0 

Ecuacion hipergeometrica, 107-Ej. 12. 

2/ U) + «, l/"" 1 ’ + . . . + 

+ a*-!?/ + a„y = f(») 

Ecuacion lineal de coeficientes constantes, 
108-1, 4, 6, 8, 9. 

c 

Capacidad de un condensndor, 108-3. 

Q 

Carga electrics, 108-3. 
fio 

Pulsacidn llmite en la descarga oaci'nnte de 
un condensador, 108-8. 

P*(») 

Polinomio de grado lc, 108-4. 

COo 

Pulsacidn de resonancia, 108-50i’. 

D 

Operador de derivacion, 108-8. 

P( D ) 

Operador polinomico de derivacion. 108-8a. 


(D — r) h 

Factor multiple del operador polinomico de 
derivncidn, 108 - 80 . 

da; dy _ d z 

X (x, y, z) Y (x,y,z) ~ Z (x,y,z) 

Forma simetrica de un sist'ema de ecuaciones 
de l 01 '. orden, 109-la. 

f v' = Pu (%)y 4- vvAx)z 

! z' — p,,(a :)y + p *-(x)z 

Sistema homogeneo de ecuaciones lineales de 
l er . orden, 109-2a. 


8 

Abscisa curvilinea, 109-2«; 73-1. 

t — tii -f- tv] -f- (ak 

Vector tanger.te, 109-2a; 73-1. 

n = w a i -f n -.j + vM 

Vector normal principal, 109-2a ; 73-3. 

b = b,i -f b-j bik 

Vector binormal, 109-2a, 73-3. 

0 (s) 

Radio do curvatura de flexion, 109-2a ; 73-4. 

t(s) 

Radio de curvatura de torsion, 109-2a ; 73-4. 

IV = Pu (x)y -f Pi: (x) Z 4- q,(x) 
\z' = P 2 i(a :)y + p «(*)* + q s (*) 
Sistema no-homogdneo de ecuaciones lineales 
de l or . orden, 109-20. 

m 

Masa del punto movil, 109-5. 

a = x"i + y "j 4 - z "k 

Aceleracidn del punto m6vil, 109-5. 

ma = 

f mx" = X ( t ; x, y, z, x', y , z' ) 
= F | my" = Y (t; x, y, z, x',y', z') 
l mz" = Z(t; x, y, z, x', y' , z') 

Ecuacidn fundamental de la Dinamica, 109-5. 

F = Xi 4- Yj + Zk 

Fuerza aplicada al punto movil, 109-5. 

9 

Aceleracidn de la gravedad, 109-5. 

k 

Constante de gravitacidn, 109-5. 

M 

Masa del sol, 109-5. 

V 

Parametro de la ecuacion focal de una 
cdnica, 109-5. 
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Ya(») 

Funciones de Bessel de segunda especie, 
XXVII-Ic. 


Constante de Euler o de Mascheroni, 
XXVII-Ic; 22-30. 

Zr(*) 

Funciones cilmdricas, XXVII-I d. 

f Hr W, (*) = Jr(») + iYr(x) 

! Hr m («) = J-(X) — lYr(x) 
Funciones de Bessel de tercera especie o 
funciones de Hankel, de orden r, XXVII-Ic;t. 

Infinites equivalentes ; variables equivalentcs, 

XXVII-Iea; 37-2ai; 24-86a. 

I, (a;) = x r Jr(ii») 

Funciones de Bessel modificadas de primera 
especie, de orden r, XXVII-I/. 

K,(x) = M®)] 

sen rn 

Funciones de Bessel modificadas de segunda 
especie, de orden r, XXVII-I/. 

N,<«) , Yr<») , Y (,> (x) 

Funciones de Neumann o funciones de 
Bessel de segunda especie de orden r, 
XXVTI-I m. 


Espacio vectorial o lineal, XXVII-IIIa; 
ll-IIIOa; XVII-I«. 

R 

Cuerpo escnlar (de mimeros reales), 
XXVII-IIIa. 

r 

Conjunto de condiciones de un problema 
lineal homogeneo, XXVII-IIIa. 

= 0 

Ecuaciones algebaricas lineales homogeneas, 
XXVII-IIIa. 


Nticleo de un problema de Sturm-Liouville, 
XXVII-IIIcf. 


Derivadas par dales de primer orden, 
110-1; 110-5. 

f (», V,Z,P, Q) = 0 

Kcuacidn en derivadas parciales de primer 
orden, 110-1. 

P (x,y,z)p 4 - Q (x,y,z)q = 

= R (x, y, z) 

Kcuacidn in derivadas parciales, lineal de 
l" r . orden, 110-1. 


PrPr 4- ... -f = 0 

[P( = Pi(*., .... *»)] 

Ecuacion homogenea completamentc lineal, 
110-5a. 

PiPx 4- P4- • • ■ 4- P«P» = R 

[P, = P, (:Ti, . . ., X,„ Z) J 
R = R(*l, . .., Xn, z) ] 

Ecuacion lineal no homogenea, 110-55. 

[f, g] 

Corchete de Poisson, 111-7; XXVIII-II5. 

r = z tx , s = z xv , t = z vv 

Derivadas parciales de segundo orden, 112-1. 

f (x, y, z, p, q, r, s, t) = 0 

Ecuacion en derivadas parciales de 2v orden, 
112-1. 

R(*»l/)’* 4 - Ss -f T t -f P p 4 - 

4 - Qq 4- r Lz = F(b, y) 

Ecuacion completamente lineal, 112-2. 

ar 4 - bs -\-ct-\-ap-\- 
4- P<7 4- y* = 0 

Kcuacidn lineal homogenea de coeficientes 
constantes, 112-3. 

D, , Dy 

Operadores de derivacion parcial, 112-3. 

P(D„D„) 

Polinomio simbdlico de derivacion parcial, 
112-3. 

P(D,)z = Q(D f/ )z 

Kcuacidn de variables separables, 112-36. 

ar 4 - bs 4 - ct = 0 

Kcuacidn del tipo de Eur.KR, 112-4. 

P(D„D„)* = f(x,y) 

Kcuacidn lineal de coeficientes constantes 
con 2v miembro, 112-5. 


Tensidn de la cuerda vibrante, 112-6a ; 
XXVIII-Vd. 

X 

Densidad lineal de la cuerda vibrante, 112-6a. 

J[y(*)] — f f (£> y> y')dx 

Integral a extremar, 113-la. 


Variacidn primera de y, 113-2. 


Incremento de y, 113-2, 30-1. 

J(i) = f f(x,y + tz,y’ + tz')dx 

J a 

Integral a extremar como funcidn del 
pardmetro reel I, 113-2. 
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5J = tJ'(O) 

Variacion primera de la integral J, 113-2. 


Diferencial de arco, 113-5a; 73-1. 

ffn , 0 12 , 

Coeficientes de Gauss, 113-5a; 72-76. 


Energia potencial, 113-5c. 


Energia cinetica o fuerza viva, 113-5c. 


Integral doble en un dominio, 113-5d; 82-3. 

AA« 

Laplaciano del laplaciano Az, 113-5tf; 91-6d. 

r = r (x,y) 

Tensidn en una membrana placa, 113-5d; 
XXVIII-VIIIa. 

q (*. V) 

Densidad superficial en una membrana o 
placa; 113-Bd; XXVIII-VIIIo. 

5 2 (J) = t'-J" (0) ; 5 ; ’J = <M"' (0) 

Variaciones segunda y sucesivas, 113-6o. 

rot V 

Rotor do los vecfores V, XXVIII-Irf; 91-5. 


Simbolos espceiales de derivacion, 
XXVIII-II6. 

(f,g) 

Parentesis de Poisson, XXVIII-II6. 


> Ph •> t — 


3 Z, 

Pl ” ~ 0*. ’ Vi ”" ~ 

3 2 z, 

dx, dxi ’ 

Derivadas parciales tomadas como nuevas 
variables, XXVIII-IIIo. 

(^) 

\ a*. /* 

Derivacion parcial de funcion compuesta, 
XXVIII-IIIo ; G7-2. 

X\ , Z° i , p , p n i,., t , ... 
Valores iniciales, XXVIII-IIIo. 

Y„a,e) 

Funcion armonica esferica de superficie, 
XXVIII-IV ; 93-Ej. 20. 

P/(0 

Funcion de Ferrers, XXVIII-IV. 


e(*) 

Densidad lineal de la cuerda vibrante, 
XXVIII-Vo. 

r(x) 

Produeto del modulo de elasticidad por la 
seccidn de la cuerda vibrante, XXVIII-Vo. 

k,r = /.„ 

Auto valores, XXVIII-Vo. 

U = U ( X , t) 

Elongaeion de la cuerda vibrante, 112-0 ; 
XX VIII-V6. 

Accion do las fuerzas exteriores sobre la 
cuerda vibrante, XXVTII-Vfr. 

c„ = c At) 

c. F. de u(a. t), XXVIII-V6. 
hr. = h„(f) 

c. F. de h (*, t), XXVIII-V6. 

k = 1/EI 

Coeficiente de la ecuacidn de la linea 
elust'ica, XXVIII-Vd. 

V(*,€) 

Deformacidn en ol punto x debida a la carga 
1 en el punto t, XXVIII-Vd. 

U n 

Derivada segun la normal interior n, 
XXVIII-VIo. 

r 

Contcrno de un dominio D de variabilidad, 
XXVIII-VIo. 


Solucion particular de un problcma 
no-homogdneo, XXVIII-VIos. 

V = U — it* 

Cambio de funcion para reducir un problems 
no-homogeneo a homogeneo, XXVIII-VIas. 

h, [«] 

Operador generalizado de Sturm-Liouvilus, 
XXVIII-VI6. 

P(x,y) 

Carga unitaria superficial sobre una 
membrana, XXVIII-VIIIo. 

a 2 = r/Q 

Coeficiente de la ecuacion diferencial de la 
membrana, XXVIII-VIIIo. 

G(»,0 

Funcion de Green, XXVIII-IXo. 

G (x,y, $,n) 

Funcion de Green en dos variables, 
XXVIII-IXfci. 
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f* /* 

D (u) = j ) (u x a + uf) dx d y = D[tt] 

Integral de Dirichlet, XXVIII-IXJu; 
XXVIII-Xlb. 

o(€»n) 

Punto de contorno en el problema de 
Dirichlet, XXVIII-IX/is. 

k(x, y, a) == dQ/da 

Nucleo de la ecuacidn integral equivalente 
al problema de DmiCHLirr, XXVIII-IX/io. 

K (8,0) 

Valor de k(g, y, cr) cuando (x,y)=fz.o estd 
en el contorno T. XXVIII-I Xhs. 


Angulo de la tangente con el radio vector, 
XXVIII-IXAb; 34-7. 

f[y] 

Funcional, XXVIII-Xlo. 

Y 

ICspacio campo de variabilidad de una 
funcional, XXVIII-Xlo. 

inf 

Extremo inferior, XXVIII-Xlb, 28-14. 

g = g(0) 

Valores de contorno en el problema de 
Dirichlet, XXVIII-X2o; XXVIII-IX/u. 

D (u,v) = f fr(u x v x + u u v u )dxdy ; 
E(r, v) = D (u,v) -f 
+//[<&(mv)»+& (uv) u -\-quv)dxdy ; 
D[u] = D (u, u) ; E[m] = E(%, u) 

Integrates de tipo Diiuchi.et, XXVIII-X2c ; 6. 
C 

Contorno del dominio D en el problema 
variacional, XXVIII-X2c. 

I[>] , I (r, t) 

Integral a extremar, XXVIII-XSa. 

J [w] , J (r, t) 

Integral de ligadura, XXVIII-X8o. 

z = x + iy 

Variable compleja, 114-la; 41-la. 


Modulo de z, 114-la; 9-4a. 

w—yj(z) — u(x,y) + iv(x,y) 

Funcidn compleja de variable compleja, 
114-lc; 41-la. 

?</ = f ’ (z) = M, + iv x 

Drrivndu il<- una funcion mondgena, 114-2a. 


Dominio de definicion de una funcion, 
114-26. 

C 

Arco regular respecto de una funcion 
regular f(z), 114-3. 

A = ad — be 
DeCerminante o modulo de una 
transformaeion homografica, 114-4a. 

Z — CO 

Punto impropio o del infinito del piano 
complejo, 114-5. 

d 

Distancia esfdrica, 114-5. 

A = 373,r 2 -|- o a /dy* 

Operador de Laplace, 114-E.i. 2; 91-Gi. 

1 (z) 

Parte imaginaria de z, 114-E'j. 8; 9-2. 

P(*) 

Polinomio en z, 114-Ej. 18. 

f f(z)dz = 

J ab 

= I (« + iv) (dx + idy) = 

./ ab 

= (ltd* — vdy) -f- 
./ ab 

4-1 (vdx-f-ttdy) 

./ ab 

Integral sobre el arco elemental ab del 
piano complejo, 115-1. 

G 

Recinto del piano complejo, 115-2. 

F(z) = U 4 IV ; 
f f(*)dz = F(z) 4 C 

Primitiva de f(z), 115-2a; 115-4c. 


(z) = P 

J zo 


f(a)diS 


Integral de una funcion regular en el campo 
complejo, 115-26; 115-4a. 

f t(z)dz 
J c 

Integral sobre C en el campo complejo, 
115-2c. 


InfInlli idinn huperior a r, 114-2a ; 24-365. 


VhIoi i>i Inrlpnl li'l Ml Riimcnto, 114-26; 9-46. 


f(z)dz 

Jz 0 

Funcidn integral en el campo coniplejo, 
115-4o, 
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f *f(z)dz 

J za 


Integra] indefinida de f (z), 115-4c. 


2a i J c 

Residuo de f (z), 115-6. 

Integral de Cauchy, 115-7. 

F(z)=J con 

t arco rectificable 

Integral de tipo Cauchy, 115-8. 

F ( "' (z 0 ) , f <”>(*) 

Derivada n-esima en el campo complejo, 
115-95. 


Coeficiente del desarrollo en aerie de 
potencias, 115-10. 

T n(z) 

Tdrmino complementary del desarrollo en 
aerie de potencias, 115-10. 

Di - Du 

Uni6n o suma de los recintos Di y Da, 
116-12; I-I. 

Di - Da 

Interaecci6n o parte comiin de loa recintos 
Dj y De, 115-12; I-I. 

/•co /*co 

Jo J —a> 

Integrates impropias, 

116-Ej\ 1 y 3 ; 80-1 y 3. 


Vz , <yz 

Raices en el campo complejo, 116-2; 10-2. 

arc tg z , arc sen z 
Funciones circulares inversas en el campo 
complejo, 116-Ej. 1 y 2; 45-6. 

_L_ c ss?-)-dz = n— p 

2m J c f(z) 

Residue de la derivada logaritmica, 117-3. 


Direcciones de Julia, 117-4. 

f(z) = 2a„(z — 6)" + 

0 

oo 

+ 2a-.„(z— b)~ m 

i 

Desarrollo de Laurent, 118-1. 

_ if di 

j " 2 to Jc (i — &) n+1 

I «-n =-^r f f(«)(t~6)- 1 d* 

L 2 to J c 

Coefieientes del desarrollo de Laurent, 
118-1. 

G '(-^d 

Parte principal de una funcion racional en 
el polo b,, 118-4a. 


S' 

n = — co 

Omisidn del tdrmino correspondiente a 
n = 0, 118-46. 


Funcion zeta de Riemann, 115-Ej. 10,22-262. 

to, = f 4- 

Jt(1 , z ) f 

In z = Ln z + 2 km , 

(k = 0, ±1, ±2, ...) 

Ln z = Ln|z| + i Arg z 

(—« < Arg z < Jt) 
lnz — Ln|z| + i arg z , 

(argz = Argz -f 2 /cjt) 

Funcion logaritmica y su determinacion 
principal, 116-la, 6 ; 45-3c. 

-P(z\k) 

Punto de una superficie de Riemann, 
116-lc. 

E(P) 

Entorno de un punto P de una superficie de 
Riemann S, 116-lc. 


Producto infinite, 118-5 ; XI-III. 

exp t = e‘ ; 

, . / V n 2 V* 

E„ (v) = exp I v n + — -f -g- 


+ ... + 


Abreviatura de una exponencial, 118-6a. 

E (z/tln) 

para v n = z/a n , 118-6a. 

v = + ni 

Velocidad en cada punto de un movimiente 
piano, XXIX-IIa. 

A- i 

div v =; -r— -1—7T— 

dx dy 

Divergencia, XXIX-II6 ; 91-3. 
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V (x, y) = C 

Lineas de corrient'e de un movimiente piano, 
XXIX-II6. 

u (x,y) = C 

Llneas etiuipotenciales de un movimiente 
piano, XXIX-IIc. 

extr sup , extr inf 

Extremos superior e inferior, XXIX-VIa,,; 
28-14. 

B (p,q) l~x)*- 1 dx 

Funcidn Beta, XXIX-VIIc. 

(' CO 

i(p) = L-{F(0 }■ = e- pt F(t)dt 

Jo 

Trai:sformacion de Laplace L, ordinaria, o 
de primera especie o unilateral, 
XXIX-VIIIa. 

r co 

t(p) = Lxr{F(0[ = e-" , F(t)d# 

J—Ti 

Transformacidn de Laplace de segunda 
cspecie o bilateral, XXIX-VIIIa. 


Funcidn imagen o transformada de Laplace 
XXIX-VIIIa. 

F it) 

Funcion objeto, XXIX-VI1I6. 


Transformada de Laplace-Stieltjes, 
XXIX-VIIIb. 


Transformacidn de Laplace-Stieltjes, 
XXIX-VIIIb. 


Abscisa do convergencia absoluta de la 
integral de Laplace, XXIX-VIIIc. 


Abscisa de convergencia de la integral de 
Laplace, XXIX-VIIIc. 

J c = — 00 [a — — co] '} 

( c = -f co [a = + co] J 

La integral de Laplace converge [converge 

nbsolutamente | en <j ) punto del 

piano, XXIX-VIIIc. 

1 / j \ _ f =0 para t < 0 

] = 1 para 1 > 0 

Funcion aalt'o unidacl o funcl6n de 
Hi:avis:i>k, XXlX-VIIld. 


MM , L-je 6 '!- , L]coscof[- , 
MsencoM > L^chfj- , L^shb[- , 
LW. ,, Mi it-b)[ , 
L\t n .lit — b) 1- 

Ejemplos de transformadas de Laplace, 
XXIX-VIIId. 


Abscisa de convergencia unifoi-me de la 
integral de Laplace, XXIX-VIIIc. 

F(0 + ) 

Limito a la derecha, XXIX-VIIIp; 25-4a. 

L]F (r) (0 [■ p r L\Fit) \ - 
— p'- 1 F (0 + ) — ... — pF tr_2) (0 + ) — 
_ F (r-i)( 0 .) , (r= 1,2,3, ...); 


L F (t) dr = ___ L-j F it) J- 
L.^o j p 

Propiedad operacional fundamental, 
XXIX-VIIIp. 


L]F(ai — b). liat — b) [ , 

(a > 0 , 6 > 0); 

E i-rFf — W/4 i («• > 0) ; 


L iTr F (vH“}’ (a>0): 

L-!re H J- , L , 

in = 0, 1 , 2, ...) 

Transformadas do Laplace por cambios 
lincnles de variables, XXIX-VIII/i. 

F(f)*G(t)=f F(r)G(t — r)dr 
Jo 

Convolucidn, producto de composicion o 
plegamiento, XXIX-VIIIj. 

MF * = L\F[ . L^Gl- 

Transformada de Laplace de una 
convolucion, XXIX-VIIIj. 

at—b "t p-bp 

F(r)drj = e -—L]F[ 

Transformada de Laplace de una integral, 
XXIX-VIIIj. 

F^G^K 

Convolucidn reiterada, XXIX-VIIIj. 

L~Hfip)) = F it) 

Antitransformada de Laplace, XXIX-VIIK. 

r a 

L _1 \ - - - 

1 ip — a) 11 

T-l 1 ] 

iP* + DM 

Antii’ransformadas de Laplace de funciones 
racionalca, XXIX-VIIIm. 

f(* + d) — f(x-) = lc(d) 

Ecuncidn funcior.nl do Cauchy, Ap. 1-6. 
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f(x) = Xx -f- h 

Transformacion por semejanza de la medida 
x en la f(x), Ap. 1-6. 

h 

Fijacidn del origen de medidas, Ap. 1-6. 

X 

Razdn de semejanza, Ap. 1-6. 

U 

Unidad, Ap. 1-6. 

X 

Medida, Ap. 1-6. 

xU 

Cantidad de una magnitud escalar de 
unidad U, Ap. 1-6. 

v - \u , axo 

Cambio de unidad, Ap. 1-6. 

x — Xx , (X > 0) 

Cambio de medida, Ap. 1-6. 


cm , S 

Unidades (caracteres romanos), 

Ap. I-e. 

d S , exp at , grad V , sen x 

Operadores matematicos (caracteres 
romanos). Ap. I-e. 

[P t~ l m] 

Dimension, Ap. I-e. 


pico . p = 10~ J “ 

nano . n = 10 _o 

micro . g = 10" 8 

mili . m = 10 * 

centi . c = 10~ 2 

deci . d = 10 _1 

deca . da = 10 

hecto . h = 10“ 

kilo . k = 10 s 

mega . M = 10” 

giga . G = 10° 

ter a . T = 10 u 


Prefijos de unidades, Ap. I-e. 


0 


Cantidad nula, Ap. I-e. 


N 

Newton o vis, Ap. I-e. 


D con nD = A 

Parte alicuota «-6sima de A, Ap. I-c. 

—A 

Opucsta de la cantidad A, Ap. I-e. 

a 

Medida de la cantidad A, Ap. I-e. 

X, = s(Xi,Xt) 

Medida de una “suma” de cantidades, 
Ap. I-e. 

y(a«) = y(*i) + y(*0 

Medida regular y = y(;e) de una suma de 
cantidades, Ap. I-e. 

a,, a 2 , ..., a,„ 

Exponentes de dimensidn, Ap. I-d. 

a,i — a« = ... = a,„ == 0 

Magnitud nildimensionada, Ap. I-d. 

kgr 

Kilogramo-fuerza, Ap. I-e. 

mm 

Milimetro, Ap. I-e. 

CSUN 

Comisidn de Simbolos, Unidades y 
Nomenclatura, Ap. I-e. 

IUPAP 

Uni6n Internacional de Fisica Pura y 
Aplicada, Ap. I-e. 

F , d , t 

Magnitudes fisicas (caracteres italicos), 
Ap. I-e. 


g-N = 9,806 65 m/s 3 

Valor normal de la gravedad, Ap. I-e. 

dyn 

Dina, Ap. I-e. 

CGS* 

Cegesimal, Ap. I-e. 

asm 

Unidad astrondmiea de masa, Ap. I-e. 

asf 

Unidad astrondmiea de fuerza, Ap. I-e. 

parsec 

3,0838 . 10° m, Ap. I-c. 

y = Cp (CC 1 , Xi, . . .,X„) 

lV — <p(*i,»a, • • X n )] 

Funcidn dimensionalmente homogenea, 
Ap. I-/. 

Xi' Cl . Xi' 1 . . . x n k » 

[a,< ki -|- ... -(- ct-ni h n — 0 , 

i = 1, 2, ..., m] 

Producto nildimensionado, Ap. I-7t. 

R 

Numero de REYNOLDS, Ap. 1-6. 

P 

Coeficiente de presion, Ap. 1-6. 

c„ 

Coeficietne de arrastre, Ap. 1-6. 

Teorema II 

Teorema de Vaschy-Buckingham, Ap. I-i. 
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Peso molecular nildimensionado. Ail. I-j. 


Numero de Avogadro, Ap. I -j. 

k-mol 

kilomol = kilogramo-moldcula, Ap. I -j. 


Temperafura absoluta, Ap. I-j. 


Constante de los gases, Ap. I-j. 


Grado Kelvin, Ap. I-j. 

erg 

Ergio, Ap. I-j. 


K (r, S,X) 

Nucleo resolvente o recfproco, Ap. II-2cz. 

K(r, s, X) = k(r, s) -f >.k“(r, s) + 
+ XV(r,«) + ... 

Serie de Neumann, Ap. II-2cn. 

x(r) = h (?•) + xj K(r, s, X)h(s)ds 

Ecuacidn integral reciproca, Ap. II-2c2. 

IM < -j- , g 2 = j | k(r, s)drds 

Fdrmula de Schmidt para acoCacion del 
radio de convergencia de la serie de 
Neumann, Ap. II-2cs. 


Joule (1 J = 10 7 erg), Ap. I-j. 

at N 

Atmdsfera normal (1 at N = 1,01326. 10 n 
dyn/cm 2 ), Ap. I-j. 

k = R/N = 1,372 . 10-*J/(°K) 

Constante universal de Boltzmann, Ap. I-j. 

k(r, s) 

Nucleo de ecuacidn integral, Ap. II-l. 

| k(r, s)x(s)ds = h(r) 

Ecuacidn integral de 1? especie, Ap. II-l, B. 

x(r)— xj k(r, s)x(s)ds = 

= h (r) # 0 

Ecuacidn integral de 21 especie, no 
homogenea, Ap. II-l. 

x (r)— xj k(r, s)x(s)ds = 0 

Ecuacidn integral de 2» especie, homogenea, 
Ap. II-l. 

k(r, s) = k(s, r) 

Nucleo simetrieo, Ap. II-l. 

k(r, s) zz a(r)(3(s) 

Nucleo de variables separadas, Ap. II-2a. 

k(r, s) = ai(r)|3i(s) + 

+ ... + a„ (r) |3„ (s) 

Nucleo disociado o degenerado, Ap. II-2n. 

k-(r,t) =j lc(r, s)k(s, t)ds 
k a (r, t) — j k(r, s)k“(s, t)ds 

Nucleus iterados, Ap. II-2c2. 

K 2 , K a , ... 

Operadores iterados, Ap. ll-2r:'. 


Suma de los menores principnles de orden i 
en det-j/e,^, Ap. II-2di. 

Ai[ct(r), h] 

Suma de los menores principales de orden t, 
orlados con las a,, 6 ( , Ap. II-2di. 

x(r) = h (r) + xj K(r, s, X)h(s)ds 

Formula de Fredholm, Ap. II-2<{i. 


K (r, s,X) — — 


A[a(r),P(s),X] 


’ ' MX) 

D(r, s,X) 

D(X) 

Niicleo resolvente. Ap. II-2tIi. 


r) — xfjkir 


, s)x(s)ds = h(r) 


Ecuacidn integral de Volterra de 2* especie, 
Ap. II-2ei. 

F[x] =j J*k(r, s)x(r)x(s)dr ds 

Forma cuadrdtica integral, Ap. II-3a. 


v = -y-, X auto valor 

Numero caracteristico, Ap. 11-36. 

J(cp) = ( fk(r, s) cp (?•)(?(«)dr ds 


r)Ydr = 1 


/[*< 


Forma integral correspondiente a un nucleo, 
Ap. 11-36. 

f (r) = fk(r, s)g(s)ds 

Funcloncs cmnnantes de un ndclco, 

Ap. II-3e, 46; XXVIII-lXo. 
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k(r, s) = iWi(r)<pi(s) .+ 

-f*vp,(r)cp,(s) + ... 

Nucleo de tipo bilineal, Ap. II-4a. 

K(r,»,X)= + 

, Cp 3 (r) <Ps(s) , 

) l2 — X " l ~ 

Descomposicidn en fracciones simples del 
nucleo resolvente o “de Fredholm”, 

Ap. II-4c. 

h(r) 

Emanante de una ecuacion integral de 1? 
especie, Ap. II-Ba. 

x(s) 

Generatrix de una ecuaci6n integral de 1» 
especie, Ap. ll-5a. 

k'(r, s) = j'kir, t)k(s, t)dt 

k "(r, s) = | k (t, r)k(t, s)d t 

Niicleos simet'ricos adjuntos, Ap. II-5a.,. 

_i__ r x i di _ 

V2gJo Va — € senT 

Ecuacion integral de l 1 ) especie de Abel, 
Ap. II-5c. 

r y( 0 * = F(g) 

Jo (a— i) p 

(0 < V < 1) 

Ecuacion de Abel generalizada, Ap. II-5c. 


k(ns) = _i_ 

Nucleo de Hilbert, Ap. IX-Bd. 

k(s,r) == — k(r,s) 

Nucleo antisimetrico, Ap. 11-oe. 


Operador de derivacion, Ap. III-la r 

p » vv > P *v . 

Operador de derivacion de Heaviside y 
derivadas sucesivas, Ap. Ill-lai. 

D m (D" y) = D m+n y 
(D m ) n y = D mn y 

Reglas operativas con D, Ap. Ill-lax. 

D°y = y 

Potencia nula del operador D, Ap. Ill-lai. 


= f y (T)(t —r)dr 

Jo 


D ~ n y = 


(»—!)! 


| 0 y(T) (t —T) M dr 

Potencias negativas del operador D, 

Ap. Ill-lai. 

f(D) 

Funcidn del operador D, Ap. Ill-lai. 

e* D y (t) = y (t + h) 

Funcidn exponencial del operador D, 
Ap. Ill-lai. 

f (D) [e“‘ y(t)] = e“f(D + a)y(t) 

Regia de trasposicion de Laplace, 

Ap. Ill-lai. 


y = = P _l (D)f (t) 

Solucidn operational de la ecuacidn 
diferencial P(D)j/ = f(t), 

P(a-) = aoK”‘ + ... a M , Ap. III-lau; 2. 


(D — r) f (t) = 


(n — 1 ) ! 


D -*y = ( y(r)dr 

Jo 


J e~ rr f (r) (£— t)"- 1 dr 
Formula de Heaviside, Ap. Ill-laa. 
8 («) 

‘Funcion impropia” o medida de Dirac, 
Ap. III-16; 106. 

1 = 1 (x) 

Funcion salto unidad de Heaviside, 
Ap. 111-lb. 

r(«) = 8(«) 

Derivada de l(ie), Ap. III-16; 10b. 

8'(») , 5"(a) , ... 

Derivadas de §(;e), Ap. III-lb; l©c. 

L-|5(t — a) 1- = e~ ap 

Transformada de Laplace de 5> 

Ap. I!I-3a; 10/. 

A (t — r; £ ) = [1 (t — r) — 

— l(t— r — e)]/e 
A proximacion a una fuerza impulsiva 
unitaria, Ap. III-3c. 

8 (t — r) 

Funcion impulsiva unitaria en t = r. 
Ap. III-3c. 


D ~ 2 y - 


y(r)(dr)* = 


Operador D 1 , Ap. III-7a. 
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qf(t) f(a)da 

Aplicacion de q, Ap. III-7ci. 

P (q) f = («o + «iq + ... + a«q") f 


= dof(t) + | J a 

(/ —r)"- ‘ 1 

(n- D! J 


+ ••• + 


f( t) dr 


Operador polinomico en q, Ap. III-7«. 

G(q)f = aof(t) + 

+ ( | 2 a„ T~T\t] f (t) dT 

Jo In = l (n— 1) ! J 

Simbolo cperaforio, Ap. IIl-7a. 

G(q)l = g(t) 1 (t) 

Admitancia indicial de G(q), 

Ap. III-7n. 

G(q)8(t) = g'(t) 

Respuesta percusional de G(q), Ap. III-7a. 

V ■ L( F (t.) 1- = cp(p) 

Trnnsformacion de Carson, Ap. III-70. 

F(« =_L- d„ 

2 ni Jle—ten p 

Integral de BromwiCH-Wagnbr, Ap. I1I-70. 

Z(w) = R + L(D-t-io)) 

Impedancia compleja para la pulsacidn w, 
Ap. Ill-Sa. 


• • =/_: 


G(r)<f)(i —t) dr 


Convolucion sobre intervalo infinito, 

Ap. III-9a. 

G 0 <I> = Cp ( t) 

Transformacion integral por convolucion de 
nucleo G, Ap. III-9a. 


cp(0 =- 


e~i(t~r) a <I> (r) dr 


^'-vi . v ; 

Transformacion de Weierstrass, 

Ap. III-9a. 

$(«) = 

= g ( 1 p) ' f p( tt ) con S(P)= Ijii-S G(t) [ 

Inversion operacional de G o <b = <p(t), 
Ap. III-9b. 


Clnse do funciones sumablcs en cada 
intervalo flnito, Ap. 1II-I0«. 


c 

Clase de las funciones <p(*) continuas en 
(—CO, co) y nulas fuera de un intervalo 
finito, Ap. Ill-lOa. 

(•en 

( f p> f) — j «p(*)f(*)d* 

J —CO 

•if £[L],cp E Cl- 

Producto escalar como funcional lineal en C, 
Ap. Ill-lOa. 

r en 

H[cp] = (p(*)d|i(*) , (peC 

J —CO 

Funcional lineal continuo en C definido por 
una funcion de distribucion /t, Ap. III-10b. 

n'(a) 

Densidad de la medida absolut'amente 
continua /t, Ap. III-106, 

|t[‘p] = (cp, M>') 

Transformacidn de //L cp] para /i absoluta- 
mente continua, Ap. III-106. 

8 (cp) = cp (0) , cp E C 

Medida de Dirac, Ap. III-106. 

8j (cp) = cp (a) , cp e C 

Trasladada S„ de la medida de Dirac, 
Ap. III-106. 

L'(ip) = — L(cp') , rp E C 

Derivada de una funcional lineal, 

Ap. ITI-lOc. 

D 

Clase de las funciones de prueba, 

Ap. IlI-lOc. 

L (, ‘ ) (cp) = (—l)"L(rp <n) ) , cp £ D 

Derivada ti-dsima de una distribucidn, 

Ap. III-lOc. 

D„,(D 0 =C) 

Espacio de las funciones con derivadas 
continuas hasta el orden m en (—CO, od), 
y nulas fuera de un intervalo finito, 
Ap. Ill-lOda. 

D* , Dm* 

Espacios dualcs de D, D ra , 

Ap. III-10tf 3 . 

2 

Soporte de una funcidn, Ap. Ill-10d3. 

s 

Soporte de una distribucion, Ap. III-10di. 

L o M 

Convolucion de disBribuciones, Ap. Ill-lOe. 

L\b[ = l , L\b'\ = p , 

L(8"^ = p a , ... 
Trnnsformadas de Laplace de S y sus 
doiivadRs, Ap. III-10/. 
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Probabilidad de un acontecimiento A, 
Ap. IV-la. 

q — i — v 

Probabilidad del acontecimiento contrario, 
Ap. IV-ld. 

X 

Yariable aleatoria, Ap. IV-2a. 


X 


j £»1 Xa ... X„ 

1 P> Pi • • • Pn 
{pi > o , tPi = 1) 


Variable aleatoria con numero finito de 
valores, Ap. IV-2o. 

Vl r = SP' x i r 

Momento de orden r, Ap. IV-26. 
m, = %Pi Xi 

Media o valor medio, Ap. IV-26. 

|A r = %p> (Xi — mi) r 

Momento centrado de orden r, Ap. IV-26. 

V = Hi 

Variancia, Ap. IV-26. 

0 = = vv~ 

Desviacidn normal, Ap. IV-26. 

X — m l 
a 

Variable, aleatoria normali'/.ada o reducida, 
Ap. IV-2c. 

P (a,b) 

Probabilidad de Xe(a,b), Ap. IV-5a. 


f(x) con ¥(a,b) = ( f(x) 


dx 


Densidad de probabilidad o funcidn de 
frecuencia, Ap. IV-Bo. 

F(x) = Prob. de X < x 

Funeion de distribucion o de probabilidades 
totales, Ap. IV-5a. 


m, = X r dF (x) 

J —-JO 

Expresi6n de los momentos por la funcldn 
de distribucion, Ap. IV-6a. 

f co 

Mr — j X r f(x)dx 

Expresion de los momentos por la funeion 
densidad de pi-obabilidades, Ap. IV-5u. 


y =— r— a-i% a 
V 2k 

Curva normal, Ap. IV-5i». 
y =- -- g-(x-mi)-/ (-<r-) 

o V2 ji 

Curva normal general, Ap. IV-56. 

8r = X r — X 
Errores verdaderos, Ap. IV-7. 

8 = : n 

Promedio de los errores, Ap. IV-7. 

M 

Media de los valores observados, Ap. IV -7. 

Ar = Xr - M 

Errores aparentes, Ap. IV-7. 

= V28 r : n 

Error medio cuadratico, Ap. IV-7. 
r 

Error probable o mediano, Ap. IV-7. 

i 

Paso o intervalo de una escala, Ap. V-la. 

m 

Mddulo de una escala, Ap. V-la. 

fit j cCt 

Alturas del triflngulo bdsico de coordenadaa 
triangulares o baricentricas, y distancias de 
un punto a sus lados, Ap. V-le. 


X„ Xu, Xi 

[ox, = di/hi — A iX + B ty -f Ci] 
Coordenadas baricentricas, Ap. V-lc. 


Mi, U», th 

Coordenadas homogeneas duales de la recta 
UIX\ + U'jX-2 + UBXi = 0 , 

Ap. V-lc. 

X, = 0 

Ecuacion del lado del triangulo biisico, 
opuesto a A p Ap. V-le. 

(1, 1, 1) 

Coordenadas del baricentro del tridngulo 
biisico, Ap. V-lc. 

en N , en Z 

Clases de nomogramas, Ap. V-2d. 

= gM (2s, Z«) 

Relacidn entre cuatro variables, 

Ap. V-3a. 
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A 

Abaco: cartesiano, Ap. v-1 b ; carte- 
siano para funciones y g 3 , cua- 
lesquitra, Ap. v-3; circular, Ap. 
v-1 d; de dos escalas superpues- 
tas, Ap. v-1 a; de lineas concurren- 
tes, Ap. v-1 b ; de mas de tres 
variables, Ap. v-3; entre cuatro 
variables, Ap. v-3; exagonal, Ap. 
V-lc; rectilineo, Ap. v-lc; tri¬ 
angular, Ap. v-1 e. 

Abel, N. H.: 106-Ej., xxviii-x 2a, 
xxix-viiij, Ap. n-5, Ap. n-6; 
ecuacion integral, 106-Ej., Ap. 
H-5 c. 

Abscisa de convergencia: absoluta, 
simple, uniforme, xxix-viii. 

Accion minima, 113-5 c. 

Acontecimientos, xxiv-1, Ap. iv- 1 ; 
igualmonte probables, Ap. iv-1 a; 
independientes, Ap. iv-1 c; com- 
plementarios o contrarios, Ap. 
iv-1 d. 

Acotacion de Cauchy, 118-Ej. 2. 

Acotaciones de la integral, 115-5. 

Acumulacion de funciones analiti- 
cas, principio, xxix-v. 

Achieser, N. I.: xxv-iv. 

Adams, J. C.: 104-2, 3, 104-Ej. 

Adhemar, R. d’: Ap. i. 

Aditividad: finita, 94-1; infinita o 
completa, 94-1. 

Admitancia indicial, Ap. m-7 a. 

Ahlfors, L. V. : xxix-ix 4, 8. 

Aitken. A. C., Ap. iv-11 d. 

Algebrizacion de la solucion opera- 
cional, Ap. III-l a. 

Alternativa: teorema, xxvii-m b, c 2> 
Ap. ii- 2; caso regular, xxvil-m, 
Ap. ii- 2; caso singular, xxvil-m, 
xxviii-ix, Ap. ii-2. 

Alvarez Ude, J. G.: xxix-ix 2. 

Amaldi, U.: Ap. in-11 a. 

Ampere, A.: xxvm-ii c...; transfor- 
macion, xxviii-ii e s . 

Amnlltud, 99-2. 

Analisis: anndnico, 99-6; dimensio- 
nnl, Ap. i. 


Analiticidad, 115-10, xxix-iv. 

Analizadores armonicos, 99-7. 

Anamorfosis analitica, Ap. v-1 c. 

Andronov, A. A.: xxvii-iv 9. 

Angulo: de dos vectores, 96-Ej.; de 
Stolz, xxix-viii e. 

Antitransformada: de Laplace, 
xxix-viii; de Carson, Ap. m-7 b. 

Appell, P.: 118-3. 

Aproximacion: cuadratica, 97-5; del 
nuclco (por nucleos disociados; 
por funciones escalonadas), Ap. 
II-2; uniforme, 97-6. 

Aproximaciones sucesivas: de la so¬ 
lucion de una ecuacion integral, 
Ap. ii-2; de una ecuacion dife- 
rencial ordinaria, 104-4; de sis- 
temas lineales algebraicos, Ap. 
n-2 c,. 

Arco regular, 114-3. 

Area: elemental de una poliedral, 
XXIV-IH de superficies (Lebes- 
GUE), XXIV-III. 

Areas: ley, 109-5. 

Arist6teles, Ap. iv-1 a. 

Armonicas: cilindricas, xxvn-i d; 
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Emanante, xxvm-ix, Ap. n-3, Ap. 
H-5 a. 
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104-2, 104-3, 104-4, 104-Ej., 108-1, 
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de conjuntos, 94-1; normal, xxvm- 
x4a; uniformemente compacta, 
xxviii-x 4 a ; universal de entor- 
nos, 94-2. 

F'ANTAPFifi, L„ xxv-iv 8, Ap. II-6. 
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Favard, J., xxix-ix 1. 
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(finita, 95-3 a; infinita, 95-3 a) ; 
Gamma, xxix-vii a [ecuacion fun- 
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xa, xxiv-iii ch; lineal continua, Ap. 
iir-10. 

Funciones: casi iguales equivalen- 
tes (L), 95-2; ortogonales, 96-2, 

96- 3. 97-1 [respecto de un nucleo, 

97- 8] ; propias, xxvii-iii 6, d. 
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11 a. 

Pipes, L. A., Ap. in-11 6 . 

Pisot, C., xxix-ix 5. 

Pitagoras, xxv-ii. 


* 


■i 


y 


* 



Placas, xxviii-viii, circulares, xxvm- 

VIII g; vibrantes, 113-5, xxviii-viii. 

Planck, Max, 96-5, Ap. i-e, lc. 

Plano: casi-tangente, xxiv-iii 6 .-,; 
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116- 4; de remanso, 116-3; evitable, 

117- la; esencial, 117-15; orden, 
116-2 5; simple, 116-2 5); singu¬ 
lar (regular) de una ecuacion di¬ 
ferencial de primer orden, xxvil- 
ii (de ensilladura, espiral, vertico- 
so, xxvii-ii). 

Purday, H. F. P., Ap. 11-6. 


R 


Rademaciier, H., 97-Ej.,3> 4; siste- 
ma, 97-Ej. 3, 4. 

Radio de un recinto, xxix-vi 5,. 
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Representacion parcial de una fun¬ 
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garitmica. 117-3; teorema, 115- 
6 5. 


Resonancia, 108-5 5; pulsation de, 
108-5 5. 

Respuesta transitoria: Ap. m-7 a; 
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